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1 EINLEITUNG

1.1 Vorwort von LSI Hofrat Mag. Dr. Helmut Heugl

Motive fiir die Beschiftigung mit diesen Themen:

(1) Idee der Forschungsprojekte von ACDCA war es immer, aus Beobachtungen des
Schiilervehaltens im reguldren, computerunterstiitzten Unterricht Erkenntnisse fiir die
inhaltliche und didaktische Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts zu gewinnen.
Ausgelost durch die neuen Lehr- und Lernformen ergab sich schon bald die
Notwendigkeit, die Leistungsmessung und -—bewertung zu untersuchen. Die
traditionellen Formen der Leistungsbeurteilung, insbesondere das Ubergewicht der
klassischen Schularbeiten, passen nicht zum schiilerzentrierten, experimentellen Lernen,
das durch die neuen Werkzeuge initiiert wird. Diese Untersuchung begann als
langerfristig angelegtes Projekt schon im Jahr 1998 im Rahmen des Projekts III.
Folgende Arten von Leistungsmessungen wurden untersucht und weiterentwickelt:

» Kurzarbeiten zur Messung unverzichtbarer Grundkompetenzen. Die Schiiler sollten
die Notwendigkeit der Beherrschung solcher ,,.Bausteine* fiir das Problemldsen
erkennen. Je nach Ziel war die Verwendung der Technologie zugelasssen oder nicht.

» Liéngere Problemlésearbeiten zur Messung der Problemldsekompetenz unter den
fiir Technologieunterstiitzung typischen Arbeitsbedingungen, das heiflit, Nutzung
von passenden Materialien, freie Nutzung der Technologie, bis hin zur Nutzung
eines Internetzuganges. Es gab auch Versuche, solche Arbeiten in Gruppen zu
machen.

» An Stelle zeitlich klar definierter schriftlicher Arbeiten konnten die Schiiler
Facharbeiten erstellen. Solche Arbeitsauftrige wurden entweder an einzelne
Schiiler oder an Gruppen gegeben. Eine genauere Beschreibung findet sich im
Kapitel 2.4.

(2) Die Beobachtung des Schiilerverhaltens in den Versuchsklassen einerseits und die
Forderungen der neuen Osterreichischen Lehrpldne andererseits erfordern eine
Schwerpunktverschiebung bei den Zielen des Lernens. Dieser neue Lernbegriff war
Gegenstand unserer Untersuchungen. Es geht dabei nicht nur um
- das fachlich inhaltliche Lernen, sondern auch um
- das Methodenlernen,

- das soziale Lernen und

- das Personlichkeitslernen.

Ein besonderes Untersuchungsfeld war dabei die Facharbeit, wo versucht wurde, diese
Kompetenzen nicht nur zu messen, sondern sie auch in die Note mit einzubeziehen.

(3) Die derzeitige Diskussion in Osterreich iiber Standards, neue Lehrpline, neue
Bestimmungen zur Leistungsbeurteilung und Berechtigungsvergabe hatten auch fiir
unser Projekt zusétzliche Forschungsauftrage zur Folge:

- An der Schnittstelle Schule — Universitit wird ja schon immer dariiber diskutiert, ob
die Studenten die notigen Voraussetzungen fiir ein Studium mitbringen. Diese
Diskussion wurde durch die Nutzung der Technologie noch verschérft, da man an
der Universitdt vielfach der Nutzung neuer Technologien und insbesondere der
Computeralgebra Systeme sehr reserviert gegeniiber steht. Daher wollten wir die
Erwartungen der Universitétslehrer erfragen.
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- Die Frage der Standards wird ja weltweit diskutiert. Unser Zugang ergab sich aus den
Erfahrungen iiber die Messung von Grundkompetenzen bei Kurzarbeiten. Natiirlich
konnen gerade wir durch unsere Projekte einen Beitrag zur Frage leisten, welchen
Einfluss die Technologienutzung auf solche unverzichtbaren Grundkompetenzen hat.

Eine Gefahr bei der Formulierung und Einforderung von Standards sehen wir darin, dass das
ausschlieBliche Konzentrieren und Einfordern von Standards zu einer Trivialisierung des
Mathematikunterrichts fiihren konnte. Daher ist ein weiterer Untersuchungsbereich das Feld der
Ziele beim Problemldsen.



1.2

Terminuibersicht der Treffen

Planung des zentralen Planungstreffens in St. Polten vom 23. — 24.5.01

Vorbesprechung und Erstellung des Programmablaufes fiir das Seminar in Krems-Egelsee am
3.7.01

Seminar der Gruppe 3 (Leistungsmessung u. —beurteilung) in Krems-Egelsee vom
28.-30.8.01

Seminar der Gruppe 3 (Leistungsmessung, -beurteilung, Qualititsstandards) in Berndorf vom
15.-16.11.01

Treffen der zentralen Planungsgruppe in Krems am 14.12.01

Treffen der zentralen Planungsgruppe in Wien am 25.1.02

Treffen der zentralen Planungsgruppe in Krems am 21.2.02

Seminar CA4 in Hollabrunn vom 19. —22.3.02

Treffen der zentralen Planungsgruppe in Wien am 3.5.02

Planungsseminar des CAS-IV Projektes in St. Pélten vom 8. —9.5.02

Treffen der zentralen Planungsgruppe in St. Polten am 8.8.02

Seminar der Gruppe 3 in GroB3-Siegharts vom 13. — 15.9.02

Abschlussseminar CA4 in St. P6lten vom 1. —3.10.02

Arbeitsbereiche

Entwicklung und Erprobung entsprechender Lern- und Priifungsformen

Einbeziehen der Methodenkompetenz, der Sozialkompetenz und der
Personlichkeitskompetenz in die Priifungssituation, nicht nur Konzentration auf die
Fachkompetenz. Definition des Stellenwertes der obgenannten Kompetenzen sowie
Besprechung von aktuellen Erwartungshorizonten

Diskussion und Einsatz von neuen Formen der Leistungsbeurteilung — Vorschlag fiir eine
Neuformulierung der Leistungsbeurteilungsverordnung

Einrichten von Diskussionsforen zur kritischen Betrachtung und Weiterentwicklung von
Qualitdtsmerkmalen sowie Definition von unverzichtbaren Grundkompetenzen
Sammeln, Ordnen, Entwickeln und Kommentieren von Aufgaben

Schiilerbefragung zur Akzeptanz der neuen Modelle

Information und Befragung der Universitdtsprofessoren zum Einsatz von CAS und anderer
Software, sowie zu unverzichtbaren Rechenkompetenzen von Studienanfangern
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1.4 Teilnehmerliste

Name

Schule

Mag. Martin Dangl

BG/BRG Waidhofen/Thaya

Mag. Eleonora Eisler

HAK Tulln

Mag. Peter Friebel

BG Wr. Neustadt, Grohrmiihlgasse

Mag. Sieglinde Fiirst

BG/BRG Krems, Piaristengasse

Mag. Gerhard Hainscho

BORG Wolfsberg

Mag. Franz Hauser

BG/BRG u. BORG Oberpullendorf

LSI HR Dr. Helmut Heugl

Landesschulrat f. NO St. Polten

Mag. Helmuth Hickel

BG Wien, Albertgasse

Mag. Judith Lindenberg

BG Wr. Neustadt, Babenbergerring

Mag. Hermine Rogner

Bundesschiilerheim St. Polten

Mag. Ingrid Schirmer

BG Berndorf

Mag. Angelika Thal

BG Berndorf

Mag. Elke Werner

BG Graz, Dreihackengasse

Mag. Gerhard Woltron

Priv. Gymnasium Sachsenbrunn

Dr. Otto Wurnig

BRG Graz, Keplerstralle
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2 VORSCHLAG FUR EINE NEUREGELUNG DER
SCHULARBEITEN

in MATHEMATIK in der Oberstufe bzw. ANDERUNGSVORSCHLAGE fiir eine NEUE
LEISTUNGSBEURTEILUNGSVERORDNUNG aus der Sicht der MATHEMATIK.
geleitet und koordiniert von Dir. Mag. Helmuth Hickel

Auf Grund der verschiedensten Verhandlungen im Ministerium und der Existenz vieler
Erfahrungswerte in den Bereichen CAS, Jahresarbeitszeit der ACDCA-Arbeitsgruppe besteht
groBes Interesse, dass diese Erfahrungen auch in die neue LBVO eingearbeitet werden.

Dir. Mag. Helmuth HICKEL erlduterte seine Vorschlidge zur "Schularbeitsordnung". Besonders
wichtig wiren neben schriftlichen Uberpriifungen auch Kompetenzen zur Prisentation von
Ergebnissen. Im Gegenstand "Pridsentation und Rhetorik" mit zwei Wochenstunden in der 6. Klasse
im Schulversuch fiir die Oberstufe konnten Kompetenzen wie Fremdsprachen - Sozialkompetenz
- Selbstindigkeit besonders gefordert werden.

2.1 Neuregelung bei den Mathematikschularbeiten:

o In der 5. Klasse betrdgt in Mathematik der Zeitrahmen fiir die Durchfithrung von
Schularbeiten insgesamt fiinf Unterrichtseinheiten und die Anzahl der Schularbeiten vier
bis sechs.

J In der 6. Klasse betrigt in Mathematik der Zeitrahmen fiir die Durchfiihrung von
Schularbeiten insgesamt sechs Unterrichtseinheiten und die Anzahl der Schularbeiten vier
bis sechs, davon muss mindestens eine Schularbeit zwischen 70 und 100 Minuten
betragen.

J In der 7. Klasse betrigt in Mathematik der Zeitrahmen fiir die Durchfiihrung von
Schularbeiten insgesamt sieben Unterrichtseinheiten und die Anzahl der Schularbeiten
vier bis sechs, davon miissen mindestens zwei Schularbeiten zwischen 70 und 100
Minuten betragen.

o In der 8. Klasse betrigt in Mathematik der Zeitrahmen fiir die Durchfiihrung von
Schularbeiten insgesamt sieben Unterrichtseinheiten und die Anzahl der Schularbeiten
drei bis vier, davon muss mindestens eine Schularbeit drei Unterrichtseinheiten betragen.

2.2 Neuregelungen bei der Leistungsbeurteilungsverordnung:

o Die Arbeitsgruppe fiir Leistungsmessung vertritt die Meinung, dass das Erstellen eines
Portfolios bzw. das Erstellen und Priasentieren einer Facharbeit (Projektarbeit) als neue
Formen der Leistungsfeststellung in die Leistungsbeurteilungsverordnung aufgenommen
werden sollten.

. Macht ein SchiilerIn eine Facharbeit (Projektarbeit) in einem Gegenstand, in dem es

Schularbeiten gibt, so kann der/die Schiiler/Schiilerin die Gesamtarbeitszeit bei den
Schularbeiten pro Schuljahr um eine Unterrichtseinheit verkiirzen.
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. Regelung beim Nachholen von Schularbeiten:
In der Oberstufe der AHS sind, sofern im Semester (8. Klasse: Schuljahr) mehr
Schularbeiten als eine vorgesehen sind, so viele versdumte Schularbeiten nachzuholen, dass
fiir das Semester (8. Klasse Schuljahr) mindestens zwei Schularbeiten, davon auf alle Fille
jene mit mehr als einer Unterrichtseinheit, erbracht werden. Die Schularbeiten sind nicht
nachzuholen, sofern dies im betreffenden Semester nicht mdglich ist und mit anderen
Leistungsfeststellungen eine sichere Leistungsbeurteilung fiir die Schulstufe mdglich ist.

J Regelung beim Wiederholen von Schularbeiten:
Wenn die Leistungen von mehr als der Hélfte der Schiiler (die Zahl jener Schiiler, die die
Schularbeit geschrieben haben, ist ausschlaggebend) bei einer Schularbeit mit ,,Nicht
genligend”“ zu beurteilen sind, so ist die Schularbeit mit neuer Aufgabenstellung aus
demselben Lehrstoffgebiet und der gleichen Arbeitszeit einmal zu wiederholen.

° Die Termine aller Schularbeiten mit einer Arbeitszeit von mehr als 25 Minuten (halbe
Unterrichtseinheit) sind von der betreffenden Lehrkraft mit Zustimmung des Schulleiters im
1. Semester bis spétestens vier Wochen, im 2. Semester bis spitestens zwei Wochen nach
Beginn des jeweiligen Semesters festzulegen und sodann unverziiglich den Schiilern
nachweislich bekannt zu geben. Die Termine der Schularbeiten sind im Klassenbuch zu
vermerken. Eine Anderung dieser Termine ist nur mit Zustimmung des Schulleiters moglich;
eine solche Anderung ist den Schiilern ebenfalls nachweislich bekannt zu geben und im
Klassenbuch zu vermerken.

. Die Termine aller Schularbeiten mit einer Arbeitszeit bis zu 25 Minuten (halbe
Unterrichtseinheit) (Kurzschularbeit) sind dem Schiiler spitestens 1 Woche vorher mit
Angabe des Schularbeitsstoffes bekannt zu geben und im Klassenbuch bei den schriftlichen
Uberpriifungen mit Angabe der Arbeitszeit zu vermerken. Weiters sind diese Termine dem
Schulleiter zu melden.

. Vorbereitungszeit bei miindlichen Priifungen in Mathematik:
Nach Meinung der Arbeitsgruppe sollte in der Oberstufe bei miindlichen Priifungen in
Mathematik die Mdglichkeit eingerdumt werden, den Schiilern eine Vorbereitungszeit zu
gewihren. Folgende Formulierung wire denkbar:

Nach Schwierigkeitsgrad der Aufgabenstellungen kann eine Vorbereitungszeit bis zu maximal

20 Minuten gewihrt werden. Die Entscheidung iiber die Gewiahrung einer Vorbereitungszeit
trifft die Lehrkraft.

2.3 Anderung im Schulzeitgesetz:
Die Arbeitsgruppe fiir Leistungsmessung schldgt fiir die 8. Klasse vor, die Semestereinteilung

aufzuheben. Es gibt am Ende des Unterrichtsjahres eine Jahresbeurteilung und Mitte Dezember
(Weihnachten) eine Information der SchiilerInnen iiber den Leistungsstand zu diesem Zeitpunkt.
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2.4 Definition einer FACHARBEIT:

Eine Facharbeit ist eine schriftliche Hausarbeit (Einzelarbeit oder Gruppenarbeit) zu einem
Thema aus dem Mathematiklehrplan der Oberstufe, eventuell auch ficheriibergreifend mit
einem zweiten Unterrichtsfach der Oberstufe. Der Schiiler / die Schiilerin hat die schriftliche
Hausarbeit der Lehrkraft (den Lehrkriften) abzugeben, dieses Thema den Mitschiilern zu
prisentieren, die fachlichen Inhalte zu erkliren und fiir die Mitschiiler ein Handout zu erstellen.
(Es kann der Schwerpunkt der Facharbeit auch nur im Referatsteil (in der Prasentation) liegen; der
schriftliche Teil (Konzept) entfillt dann).

Zur Gesamtbeurteilung werden die Fachkompetenz, die schriftlichen Ausarbeitungen (formale
Richtigkeit, Zitierregeln, ...), die Prisentation, die Rhetorik und Sozialkompetenzen (Eingehen
auf Fragen von Mitschiilern, Teamféhigkeit bei Gruppenarbeiten, .....) herangezogen. Fiir eine
positive Gesamtbeurteilung ist eine positive Beurteilung der Fachkompetenz erforderlich.

2.5 KOMMENTAR zur FACHARBEIT

Vorschlige zur Durchfiithrung und Beurteilung von Facharbeiten

2.5.1 Was ist eine Facharbeit?

Facharbeiten konnen prinzipiell in jedem Unterrichtsfach verfasst werden. Sie umfassen ein
deutlich abgegrenztes Gebiet und bestehen aus einer schriftlichen Arbeit mit anschlieBender
Prasentation. Im Folgenden soll besonders auf Facharbeiten aus dem Fach Mathematik Bezug
genommen werden.

Die schriftliche Arbeit soll als Vorbereitung fiir spédtere Studien einem dem Alter des Verfassers/
der Verfasserin entsprechende Wissenschaftlichkeit aufweisen. Eigenstindiges Literaturstudium,
Erstellen einer Gliederung, ein klares Konzept und einheitliches Layout werden gefordert.

Die Themen der Facharbeiten konnen frei (mit Billigung der Lehrkraft oder aus Vorschliagen der
Lehrkraft) gewdhlt werden. Sie erlauben sowohl fachiibergreifende Aufgabenstellungen (Physik,
Wirtschaftskunde usw.) wie auch rein mathematische Themenstellungen. Die Inhalte konnen
Ergénzungen, Vertiefungen oder Wiederholungen des Lehrstoffes sein. Es sind aber auch fiir den
Schiiler / die Schiilerin neue Lernstoffe denkbar.

Das Layout soll sich an den Richtlinien zur Abfassung einer Diplomarbeit orientieren.
(Literaturhinweis: Skriptum von M. KARMASIN / R. RIBING Die Gestaltung wissenschaftlicher
Arbeiten — Ein Leitfaden fiir Haus-, Seminar- und Diplomarbeiten sowie Dissertationen).

Auf eine korrekte Rechtschreibung ist zu achten. Viele Fehler erlauben — auch bei sehr gutem Inhalt
— keine sehr gute Beurteilung.

2.5.2 Vorbereitung auf eine Facharbeit

Um ein langsames Hinflihren zum wissenschaftlichen Arbeiten zu erzielen, ist das Angebot einer
begleitenden Unterrichtsveranstaltung zweckmifig. Dieser Unterricht sollte Hilfen zum Erstellen
einer naturwissenschaftlichen Arbeit, die Erarbeitung von Présentationstechniken, Rhetorik
(Sprache, Mimik, Gestik) und den Einsatz von Medien umfassen. Der Einsatz von Videos zur
Selbstbeobachtung ist hilfreich.

Der Schiiler/die Schiilerin erstellt vorerst ein Konzept und eine Gliederung seines/ihres Themas.
Die Literatur wird der Lehrkraft bekannt gegeben.

Die Lehrkraft begleitet die Vorarbeiten, indem Fragen erdrtert und Hinweise soweit gegeben
werden, dass die eigenstdndige Arbeit des Schiilers/der Schiilerin gewéhrleistet bleibt.

Zusétzlich zu der schriftlichen Arbeit wird eine Zusammenfassung der wesentlichen Inhalte erstellt,
die den Mitschiilerlnnen als Handout iibergeben wird und somit Lernhilfe ist. Spezielle
Aufgabenstellungen (,,Haustibungen®) fiir die Mitschiilerlnnen wéren wiinschenswert, sind jedoch
sicher nicht zu jedem Thema sinnvoll oder mdglich.
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2.5.3 Beurteilung einer Facharbeit

Die Beurteilung einer Facharbeit ist prozess- und produktorientiert. Durch die Unterschiede in den
Anforderungen der einzelnen Themenstellungen konnen sich Schwierigkeiten beim Vergleich der
Notengebung bei den einzelnen Arbeiten ergeben. Die Beurteilung von Personlichkeitsmerkmalen
wie Gestik, Mimik, Lautstirke beim Vortrag muss einfiihlsam erfolgen. Auf die Entwicklung des
jungen Menschen ist Riicksicht zu nehmen. Die Beurteilung in der iiblichen Notenskala muss mit
einer ausfiihrlichen verbalen Beschreibung der Stirken und Schwichen der Leistung Hand in Hand
gehen. Der Schwerpunkt der Beurteilungskriterien liegt auf mathematischen Kenntnissen.
Facharbeiten sollen aber ein breites Spektrum an unterschiedlichen Kompetenzen zeigen. Der
Prisentation kommt hier eine hohe Bedeutung zu, denn erst dann sind Klarheit der Gedanken,
exaktes Arbeiten und tieferes Verstindnis ersichtlich.

Ein gewisses Problem stellt die Vermittlung an die Mitschiilerinnen dar, weil man von SchiilerInnen
nicht das didaktische Geschick einer Lehrkraft erwarten darf. Hier wird die Lehrperson oOfters
helfend eingreifen miissen.

Eine Facharbeit soll nicht rein reproduktiv sein, sondern auch einen kreativ-schopferischen Vorgang
darstellen. Das Verfassen einer Facharbeit soll fiir die Schiilerlnnen nicht nur ein Motivationsschub
fiir den Mathematikunterricht sein, sondern auch zur Starkung des Selbstwertgefiihls - ,,Ich habe das
ganz allein geschafft!* - und damit zur Personlichkeitsentwicklung beitragen.
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BEURTEILUNGSBOGEN fiir FACHARBEITEN

Fachbereichsthema: ......ooovueeeevieoeeeeeiieee e, Datum: ....ccoeeeee....

Kandidat: oo

Vorbereitung:

1. Eigensténdiges Erarbeiten des Inhaltes

2. Literaturbeschaffung (Literaturliste)

3. Einbeziehung von Medien (Tafelbilder, Folien, Graphiken, CAS)

4. Erstellen eines Konzeptes und klare Gliederung desselben

5. Auffinden von Ubungsbeispielen

6. Fiacheriibergreifende Aspekte

Schriftliche Arbeit:
1 3 5 0

1. Fachkompetenz

2. Exaktheit

3. Gliederung der Arbeit

4. Beriicksichtigung des Wissensstandes der MitschiilerInnen

5. Layout (Tafelbilder, Folien, Tabellen,.......... )

6. Rechtschreibung

7. Erstellen einer Zusammenfassung fiir MitschiilerInnen (Handout)

8. Qualitit der Ubungsbeispiele

Prisentation:
1 3 5 0

1. Klarer Gedankengang (Argumentieren, Erkldren, Beweisen,.....)

2. Sicherheit des Wissens (Reaktion auf Fragen, .....)

3. Aufbau der Inhalte (Gliederung)

4. Freier Vortrag / Sprache, kurze prignante Sétze

5. Herausheben von wesentlichen Inhalten

6. Gestik / Mimik / Kdrperhaltung / Blickkontakt

7. Artikulation / Lautstirke / Sprechgeschwindigkeit

8. Sicherheit / Auftreten

9. Didakt. Fihigkeiten(Engagement/Uberzeugungskraft/Motivation)

1 ... ausgezeichnet 3 ... zufriedenstellend, konnte noch verbessert werden
0 ... kam nicht vor 5 ... nicht zufriedenstellend, stark verbesserungsbediirftig

Verbale Beschreibung:




3 SCHNITTSTELLE SCHULE/UNIVERSITAT

koordiniert und betreut von Dr. Otto Wurnig

3.1 Planung des Teilprojektes: Schnittstelle Schule / Universitat -
Brief an die Hochschullehrer

In Osterreich wurde die CA-Projektserie im Schuljahr 1993/94 mit dem DERIVE-Projekt gestartet
und 1997/98 mit dem TI-92 Projekt fortgesetzt. Das Osterreichische CA-Projekt III (1999/2000)
war dann an keine Geritetype und an kein Softwareprodukt mehr gekoppelt und wurde daher
allgemeiner formuliert: ,,Elektronische Lernmedien im Mathematikunterricht” (Einfluss auf das
Lehren und Lernen, den Lehrplan und die Leistungsbeurteilung).

Im Friihjahr 2001 begannen die Vorarbeiten des Osterreichischen CA-Projektes 1V: ,, Technologie
im Mathematikunterricht“ in Zusammenarbeit mit T3>-Osterreich. Es gab vier Teams:

. Gruppe 1: Betreuungs- und Fortbildungsgruppe

. Gruppe 2: Technologiegruppe, Unterrichtsmaterialien im Licht neuer Technologien
. Gruppe 3: Leistungsmessung und —bewertung, Qualititsstandards
. Gruppe 4: Eigenverantwortliches, technologieunterstiitztes Arbeiten

Im Endbericht der Arbeitsgruppe 4 des CA-III-Projektes: Einfluss von CAS auf die Priifungs-
situation, wurde beziiglich der Schnittstelle Schule/Universitit Folgendes festgestellt:

»Die erworbenen neuen Kompetenzen und Fertigkeiten, sowie Kenntnisse im Handling von
Computeralgebrasystemen sind derzeit an den Hochschulen noch kaum gefragt. Im Gegensatz
dazu werden aber gerade die in den AHS teilweise schon durch neue Wege ersetiten
traditionellen Methoden in den ersten Semestern an den Unis verstirkt gepriift. <

Es war daher von Anfang an ein Ziel der Gruppe 3 des CA-IV-Projektes, sich Maflnahmen zu
iberlegen, wie die Zusammenarbeit Schule/Universitét verbessert werden konnte. Als eine wichtige
Malinahme wurde beschlossen, einen Informationsbrief an die Mathematik-Hochschullehrer
auszuarbeiten und mit informativen Beilagen zu versehen. Bei der Gruppentagung am
15./16.11.2001 in Berndorf wurden vor allem drei Fragen an die Uni-Lehrer formuliert:

o Welche Grundkompetenzen halten Uni-Lehrer im Fach Mathematik fiir unverzichtbar?
. Welche Arbeitsmittel sind bei Priifungen zugelassen?

(Rechner, Formelsammlung, Mitschrift, CAS)
o Werden Computeralgebrasysteme an der Uni verwendet?
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Als Zusammenfassung wurde im Gedéchtnisprotokoll der Novembertagung festgehalten:

Es sollen die Anfangsbedingungen fiir Studienanfinger festgestellt werden, bzw. es wire
winschenswert zu wissen: ,, Was wollen die Uni-Lehrer?“

Mit der Durchfiihrung dieses Teilprojektes wurde Otto Wurnig beauftragt. Brief und Fragebogen
samt Beilagen wurden Ende Jédnner 2002 an alle Mathematik-Institute der oOsterreichischen
Universititen liber die Mitglieder der Gruppe verteilt. Die ausgefiillten Fragebdgen wurden bis
Mitte Mirz 2002 zuriickerwartet, damit sie eine Woche spiter bei einem Projekttreffen in
Hollabrunn (NO) das erste Mal ausgewertet werden konnten. Tatsdchlich trafen 33 Fragebdgen
zeitgerecht ein und es konnte eine erste Auswertung vorgenommen werden. Aullerdem wurde
besprochen, wie die Anzahl der ausgefiillten Fragebogen noch erhoht werden konnte. Tatsédchlich
gelang es, noch 10 weitere ausgefiillt nachgeliefert zu bekommen, so dass jetzt, wenn auch in
unterschiedlichem Malf3e, alle Universititen erfasst werden konnten.

Bei der Tagung ,,Computeralgebra in Lehre, Ausbildung und Weiterbildung® in Schontal
(2.-5.4.2002) konnte Otto Wurnig den deutschen Lehrern die ersten Ergebnisse priasentieren. Sie
zeigten sich erstaunt, dass so viele Uni-Lehrer in Osterreich den Computer in Lehrveranstaltungen
einsetzen und iiberraschend viele Hilfsmittel bei Priifungen zulassen.
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3.2 Informationsschreiben an die Hochschulprofessoren

AUSTRIAN CENTER FOR DIDACTICS OF
COMPUTER ALGEBRA

Dr. Otto Wurnig, Institut fiir Mathematik, Universitit Graz
Mitarbeiter am CA-Projekt IV des BMBWK

Graz, 25.01.2002

Betrifft: Information tiber die CA-Projekte des BMBWK,
Fragebogen zur Findung von Qualitédtsstandards.

Sehr geehrte Frau Universititsprofessorin!
Sehr geehrter Herr Universitétsprofessor!

In den letzten Jahren hat das Austrian Center for Didactics of Computer Algebra (ACDCA) im
Auftrag des BMBWK mehrere Forschungsprojekte an den hoheren Schulen Osterreichs
durchgefiihrt. Die wichtigsten Ergebnisse der Projekte wurden unter www.acdca.ac.at
verdffentlicht. Wir mochten Sie mit diesem Schreiben dariiber informieren und gleichzeitig
ersuchen, zur Verbesserung der Zusammenarbeit den beiliegenden Fragebogen auszufiillen.

Es war den beteiligten Versuchslehrern von Anfang an bewusst, dass Computeralgebrasysteme als
Werkzeuge unreflektiert eingesetzt eine Gefahr fiir den Ertrag des Mathematikunterrichtes werden
konnen. Daher war ein Ziel der ACDCA, Methoden wie z.B. das White-Box/Black-Box-Prinzip
von B. Buchberger (RISC Linz) zu erproben, um die Qualitdt des Mathematikunterrichtes an den
hoheren Schulen Osterreichs zu steigern. Nach Durchfiihrung der CA-Projekte I und II mit 1500
Schiilern und ithren 70 Mathematiklehrern aus 46 Schulen entwickelte die Arbeitsgruppe 2 im
Schuljahr 1999/2000 einen Test, um den Lernerfolg von Klassen mit und ohne CAS-unterstiitzten
Mathematikunterricht zu vergleichen.

Um diesen Test sinnvoll zusammenstellen zu kénnen, musste sich die Arbeitsgruppe 2 zuerst mit
Qualititsstandards im Mathematikunterricht auseinandersetzen. In der Beilage 1 ist zu Ihrer
Information der im Test verwendete Zielkatalog angefiihrt. In Beilage 2 finden Sie ein Beispiel fiir
ein Ziel aus dem mathematischen Allgemeinwissen mit Auswertung und je ein Beispiel aus der 5.,
6. und 7. Klasse mit der dazugehdrenden Auswertung. Da die Vorarbeiten fiir die Erstellung des
Testes sehr viel Zeit in Anspruch nahmen, konnte der Leistungsvergleich erst Anfang Juni 2000
durchgefiihrt werden, wodurch die 8. Klassen nicht mehr teilnehmen konnten. Es haben 1277
Schiiler aus 74 Klassen von 26 Schulen aus allen 9 Bundeslédndern daran teilgenommen: 39 Klassen
mit CAS-Rechnern (TI-92 oder TI 89) und 35 Klassen mit traditionellen Rechnern (TI-30 oder
dhnliche).

Die Auswertung der Daten zeigt, dass die CAS-Schiiler bei 51 von 54 Aufgaben und insgesamt in
allen 3 getesteten Schulstufen besser abschneiden als die ,,nicht CAS-Schiiler*.
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Die Unterschiede sind teilweise gering, in den meisten Fillen und insbesondere beim
Vergleich der einzelnen Schulstufen aber signifikant. Die Auswertung aller Aufgaben und der
anonyme Rohdatensatz befindet sich zur Einsichtnahme auf der Internet-Homepage
www.acdca.ac.at.

Fiir die Auswahl der Aufgaben galten folgende Richtlinien:

o Kurze, mit und ohne CAS lésbare Aufgaben, die zwar durchaus anspruchsvoll, aber doch
»im Kopf* 16sbar sein sollen.

o Nur Aufgaben, die Schiiler und Schiilerinnen lingerfristig beherrschen sollen.

o Allgemeine und Kklassenspezifische Aufgaben aus der gerade aktuellen und aus bereits
absolvierten Klassen.

Das Lehrerteam der Arbeitsgruppe 4 hat sich im Schuljahr 1999/2000 besonders mit dem Einfluss
elektronischer Lernmedien auf die Leistungsbeurteilung befasst. Das Hauptziel bei der
Untersuchung war, die Leistungsmessung und —bewertung der gednderten Lernsituation im
computerunterstiitzten Mathematikunterricht anzupassen.

Der Endbericht hilt fest:

. Die Trennung in Kurztests von Grundfertigkeiten und lingere Problemldsearbeiten
(Beilage 3) macht den Schiilern und Schiilerinnen bewusster, dass das Erlernen von
Grundkompetenzen als Voraussetzung fiir das Problemlosen unerldsslich ist.

. Die Uberpriifung von Grundkompetenzen beschriinkt sich nicht nur auf Rechen-
kompetenz. Es werden auch Formelkenntnisse, Visualisierungskompetenz, Kompetenz der
Rechnernutzung, aber auch  Begriindungskompetenzen, sowie  grundlegende
Anwendungskompetenzen gepriift.

. Die Problemlosearbeiten fordern und ermdglichen dank der Rechnernutzung und der Nutzung
von Lernmedien eine verstirkte Anwendungsorientierung und er6ffnen neue
Moglichkeiten zur Uberpriifung von facheriibergreifendem Lernen.

. Neben der mathematischen Fachkompetenz gewinnen dic Methodenkompetenz, aber auch
die Sozialkompetenz und die Personlichkeitskompetenz als Bildungsauftrag des Faches
Mathematik an Bedeutung.

Durch die Trennung in Kurztests und Problemldsearbeiten ist die Zielorientierung fiir die
Notenfindung erkennbar wichtiger geworden und verstérkt die Forderung nach einem préizise zu
definierenden Kern im Lehrplan (= das Unverzichtbare) bzw. nach Qualitdtsstandards in Form
von Aufgabensequenzen.

Diese Anderungen der Ziele des Mathematikunterrichts bringen mit sich, dass die Uberpriifung
von Rechenfertigkeiten an Bedeutung verliert, wie zum Beispiel die Uberpriifung von
Integrationstechniken. Im Endbericht der Arbeitsgruppe 4 ist beziiglich der Schnittstelle
Schule/Universitiit jedoch Folgendes zu lesen:

,,Die erworbenen neuen Kompetenzen und Fertigkeiten, sowie Kenntnisse im Handling von
Computeralgebrasystemen sind derzeit an den Hochschulen noch kaum gefragt. Im Gegensatz dazu
werden aber gerade die in den AHS teilweise schon durch neue Wege ersetzten traditionellen
Methoden in den ersten Semestern an den Unis verstdrkt gepriift.
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Wir ersuchen Sie daher, uns durch die Bearbeitung des Fragebogens bei der Formulierung des
Kernes und der Qualititsstandards zu helfen. Bereits aufgenommene Gespriche mit
Hochschullehrern aus Mathematik lassen erkennen, dass es neben dem Kern fiir alle Maturanten
noch zusétzlicher Qualititen in Mathematik bedarf, wenn Studien wie Ingenieurstudien,
Wirtschaftswissenschaften oder Mathematik / Physik ergriffen werden. Aulerdem mochten wir eine
Ubersicht gewinnen, welche Hilfsmittel bei Ihren schriftlichen Mathematikpriifungen zugelassen
sind, da sehr widerspriichliche Meldungen von den Universititen zu uns gelangen.
Selbstverstidndlich werden wir Sie iiber die Ergebnisse der Umfrage informieren.

Herzlichen Dank fir Ihre Mitarbeit!
Fir das ACDCA-Team:
Dr. Otto Wurnig e.h.

Institut fiir Mathematik
A-8010 Graz, Heinrichstral3e 36
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3.3 Fragebogen an die Hochschulprofessoren

Dualitiit im mathematikunterright
AusTrianl Center for Didactics of Computer Algebra l

Name in BLOCKSCHRIFT:

Hochschule:

Verwenden Sie Software bzw. CAS in Thren Lehrveranstaltungen? Jja  [Inein

Halten Sie Lehrveranstaltungen, bei denen die Studenten zur Verwendung von Computer-Algebra-
Systemen (CAS) verpflichtet werden? Jja  [Inein

Falls die Studenten zu CAS verpflichtet werden, flir welche(s)?

Bitte kreuzen Sie an, wo Sie den Schwerpunkt Threr Mathematik-Lehrveranstaltungen haben
und beziehen Sie sich bei der Beantwortung weiterer Fragen auf diesen Schwerpunkt.

1 Math. f. Ingenieurwissenschaften I Math. f. Wirtschaftswissenschaften
1 Math. f. Mathematiker/Physiker 1 Math. f. andere Naturwissenschaften
1 Math. f. Fachhochschulen 1 Math. f. Studien wie Psychologie u.a.

Fiir wie wichtig halten Sie CAS-Vorkenntnisse (Mathematica, DERIVE, Mathcad, TI-92 u.4.)
fiir die Studienanfanger Thres angekreuzten Schwerpunktstudiums?

"] gar nicht "l wenig "] ziemlich "l unbedingt

Welche der angegebenen Hilfsmittel sind bei den Priifungen, der von Thnen abgehaltenen Mathematik-
Lehrveranstaltungen fiir die Studenten zugelassen? (Bitte ankreuzen.)

"] Formelsammlung (] LV-Skriptum bzw. Mitschrift ] Lehrbiicher
"l einfache TR [ programmierbare TR "] CAS-Systeme
) andere Software wenn ja, welche?

Fiillen Sie auch die 2. Seite aus und senden Sie die ausgefiillten Fragebogen bis 15.03.2002 an Dr. Otto
Wurnig, 8010 Graz, Heinrichstra3e 36 per Post oder per Fax (0316 380 9815).

Alle Daten werden vertraulich behandelt und nur fiir statistische Auswertungen erhoben
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Fragebogen Seite 2

Welche handwerklichen Rechenkompetenzen sind im CAS-Zeitalter unverzichtbar?

Herget/Heugel/Kutzler/Lehmann (ACDCA-Homepge www.acdca.ac.at) gehen der Frage nach, welche
handwerklichen Rechenfertigkeiten in Zeiten der Verfiligbarkeit algebraischer Taschenrechner und
Computer mit CAS unverzichtbar sind. Was sollte auch in Zukunft jeder Schiiler und jede Schiilerin
noch ,,per Hand*, d.h. mit Schreibstift und Papier kdnnen?

Im Folgenden sind einige Beispiele zur Illustration ausgewéhlt. Kreuzen Sie bitte eine der vier
Auswahlantworten nach dem Grad der Wichtigkeit an:

Umformen von Briichen: —— g =

] gar nicht Tl wenig 1 ziemlich [Junbedingt

Losen quadratischer Gleichungen: X —x—6=0

"] gar nicht [l wenig ] ziemlich (] unbedingt

Rechnen mit Potenzen: 7-1077-5-10" =

"] gar nicht "l wenig "] ziemlich ] unbedingt

Losen von Ungleichungen: —2x <43

"] gar nicht [l wenig ] ziemlich (] unbedingt

Differenzieren: y=3-sin (2x)+4

" gar nicht Tl wenig 1 ziemlich TJunbedingt

1

Integrieren: e dx= bzw. — dx=
: J J:

1 gar nicht Tl wenig 1 ziemlich [Junbedingt

Geben Sie noch einige handwerkliche Grundkompetenzen an, die Threr Meinung nach unverzichtbar
sind oder iiber den angegebenen Schwierigkeitsgrad deutlich hinausgehen:

3-7



3.4 Beilage 1:

Zielkatalog des Vergleichstests
(Arbeitsgruppe 2 des CA-Projektes III)

Allgemeinwissen

Al:  Eine Formel deuten und auswerten kdnnen.

A2/3: Graphen interpretieren konnen. (Quelle fiir A2: TIMSS)

A4:  Einen Sachverhalt graphisch — mit Skalierung — darstellen konnen. (TIMSS)
AS5/6/7: Mit Prozenten hantieren kdnnen. (A6: TIMSS)

AS8:  Die mittlere Geschwindigkeit bestimmen kdnnen.

5. Klasse:

5.1:  Einen gegebenen Text in eine Gleichung iibersetzen kdnnen.

5.2:  Ein einfaches Gleichungssystem losen kdnnen.

5.3:  Eine Geradengleichung aufstellen konnen.

5.4:  Die Faktorisierung einer quadratischen Gleichung kennen und anwenden kénnen.

5.5:  Elementare Rechenoperationen mit Vektoren geometrisch deuten und ausfiihren konnen.

6. Klasse:

6.1:  Potenzen richtig deuten kdnnen.

6.2/3/4: Eigenschaften der Winkelfunktionen kennen.

6.5:  Lineares und exponentielles Wachstum unterscheiden konnen.

7. Klasse:

7.1:  Grundlegende Begriffe mit Funktionen kennen.

7.2/4: Die geometrische Bedeutung der Ableitung kennen.

7.3:  Die Bedeutung der Ableitung kennen und richtig schlieBen konnen.
7.5:  Den relativen Anteil von relativer Hiufigkeit unterscheiden konnen.

8. Klasse:

8.1:  Die Eigenschaften von Stammfunktionen kennen.

8.2:  Zusammenhidnge zwischen Funktion und Stammfunktion analysieren kdnnen.
8.3:  Zwischen Flicheninhalt und Wert des Integrals unterscheiden kénnen.

8.4:  Die Bedeutung von Mittelwert und Standardabweichung verstehen. (TIMSS)
8.5:  Die Normalverteilung und ihre Standardabweichung verstehen.
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3.5 Beilage 2:

Je eine Testfrage des Vergleichstests
samt Auswertung zum Allgemeinwissen

3.5.1

o Ziel:

Allgemeinwissen

Eine Formel deuten und auswerten konnen.

Eine Telefongesellschaft berechnet einen ihrer Tarife nach folgender Regel:

K =0,03m 418

K bezeichnet die monatlichen Kosten in Euro, m ist die Anzahl der Minuten, die in einem Monat
telefoniert werden. Diese Regel bedeutet, dass fiir jede zusétzliche Minute die monatlichen Kosten
um wie viele Euro anwachsen?

[ 1g¢ 0,03 €

O 1s03¢ O

......

e Fiir diese Aufgabe ist ein Punkt zu vergeben, wenn die angegebene Alternative als einzige
angekreuzt wurde.

5. Klasse|6. Klasse|7. Klasse| gesamt | TIMSS
alle |arithmetisches Mittel x| 0,72 0,65 0,79
0,71 0,50

Standardabweichung o| 0,45 0,48 0,41
CAS |arithmetisches Mittel x| 0,71 0,75 0,90 0.77

Standardabweichung o| 0,45 0,43 0,30
X arithmetisches Mittel x| 0,72 0,54 0,68

Standardabweichung c| 0,45 0,50 0,47 0-04
Signifikanz CAS / x 0,44 0,00 0,00 0,00
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3.5.2 5. Klasse

o Ziel: Eine Geradengleichung aufstellen konnen.

Eine Gerade geht durch die Punkte P(0/2) und Q(6/4).

a)  Wie lautet ihre Gleichung?
b)  Wie groB ist ihre Steigung?

’/ﬁ}

//‘ (0i2)

Die Geradengleichung lautet:

1
=—-x+2
Y73

Die Steigung der Geraden betrégt:
1

3

e Fiir die Teilaufgabe (a) ist ein Punkt zu vergeben, wenn die oben genannte oder eine
dquivalente Gleichung (eventuell in Vektorform) eingetragen wurde.

e Fiir die Teilaufgabe (b) ist ein Punkt zu vergeben, wenn der oben genannte Wert eingetragen

wurde.
5. Klasse 5. Klasse
a b
alle arithmetisches Mittel x 0,58 0,47
Standardabweichung o 0,49 0,50
CAS arithmetisches Mittel x 0,62 0,51
Standardabweichung o 0,48 0,50
X arithmetisches Mittel x 0,51 0,40
Standardabweichung ¢ 0,50 0,49
Signifikanz CAS / x 0,01 0,01
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3.5.3 6. Klasse

o Ziel: Eigenschaften der Winkelfunktionen kennen.

Stelle die gegebene Kurve
a) als Sinus-

b) als Cosinusfunktion dar:

U,

. T .
y:sln[x—kg]:sm X——

177‘(‘]

T
x__
)

e Fiir die Teilaufgabe (a) ist ein Punkt zu vergeben, wenn eine der angegebenen Gleichungen
eingetragen wurde.

e Fiir die Teilaufgabe (b) ist ein Punkt zu vergeben, wenn eine der angegebenen Gleichungen
eingetragen wurde.

[ 297r]
y=cos{Xx+——|=cos
18

6. Klasse | 6. Klasse
a b
alle arithmetisches Mittel x 0,15 0,05
Standardabweichung o 0,35 0,21
CAS arithmetisches Mittel x 0,27 0,07
Standardabweichung ¢ 0,44 0,26
X arithmetisches Mittel x 0,03 0,02
Standardabweichung o 0,16 0,15
Signifikanz CAS / x 0,00 0,01




3.5.4

Ziel:

7. Klasse

Kennzeichne mit Farbe jene Bereiche der gegebenen Funktion f, wo

Die geometrische Bedeutung der Ableitung kennen.

die zweite Ableitung > 0 ist:

{,‘

die erste Ableitung > 0 ist:

v

{,‘

Bei dieser Aufgabe kdnnen 2 Punkte erreicht werden:
Pro Teilaufgabe ist ein Punkt zu vergeben, wenn jeweils der richtige Bereich (entweder als
Kurvenstiick oder als Intervall auf der x-Achse) richtig markiert wurde.

7. Klasse
alle arithmetisches Mittel x 0,66
Standardabweichung 0,83
CAS arithmetisches Mittel x 0,82
Standardabweichung o 0,88
X arithmetisches Mittel x 0,50
Standardabweichung & 0,75
Signifikanz CAS / x 0,00
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3.6 Beilage 3 : Ubersicht zu den geplanten Untersuchungen zur
Prufungssituation in den Versuchsklassen

Austriani Center for Didactics of Computer Algebra

Dechant-Pfeiferstr. 3
A-2020 Hollabrunn

Helmut Heugl

Tel.:+43-2952-4177-34
Fax: +43-2952-4177-20
E-Mail: acdca@pinoe-hl.ac.at

FORSCHUNGSGRUPPE: LEISTUNGSMESSUNG, LEISTUNGSBEWERTUNG
Untersuchungen zur Priifungssituation in den Versuchsklassen

Mogliche Untersuchungsbereiche:

Bereich

Aktivititen, Untersuchungsbereiche

Bereich 1: Sammeln, Entwickeln von Aufgaben.
»Stetige Fortsetzung® der klassischen Untersuchen der Verdanderung des Schiiler-
Schularbeit mit CAS verhaltens. Frage der Dokumentation des
Ldsungsweges. Verdnderung im Notenbild.
Bereich 2: Vorbereitung auf die Problemlosearbeit:
Problemldsearbeiten Anleitungen zum Entwickeln des eigenen

mit Verwendung von Lernmedien:

Stufe 1: Gemeinsam bzw. von den Lernenden
entwickeltes Repetitorium.

Stufe 2: Nach Vereinbarung mit dem Lehrer:

Lernmediums. Anleitung zum Nutzen von Medien
beim Problemldsen. Bewusstmachen von
heuristischen Strategien zum Problemldsen.
Entwickeln von passenden Aufgaben und

Nur Heft oder nur Buch. Beurteilungskriterien.
Stufe 3: Beliebige von Schiilern ausgewéhlte Testen in der Versuchsklasse.
Medien. Evaluation:
Notenstatistiken. Lehrer-, Schiilereindriicke.
Informelle Tests gemeinsam mit Vergleichs-
gruppen.
Bereich 3: Vorbereiten der Schiiler auf diese Priifungs-

wsJahrespriifungszeit®:
z.B. 250 Minuten Zeit fiir schriftliche Priifungen

pro Jahr kdnnen folgendermaflen genutzt werden:

Kurze Uberpriifungen von reproduktiven
Fertigkeiten oder von reproduktivem Wissen
(eventuell auch ohne CAS).

Dauer z.B. 20 Minuten.

Beispiel: Rechenfertigkeiten beim Bruchrechnen.

Liingere schriftliche Arbeiten als Problemlése-
arbeiten, wo die Schiiler auch Zeit zum
Experimentieren haben und eventuell auch
Lernmedien verwenden diirfen.

Dauer z.B. 2 Unterrichtsstunden.

Natiirlich miissen die Noten gewichtet werden.
Eine Variante ist auch , weniger schriftliche
Priifungen vorzusehen und dafiir den iibrigen
Leistungen mehr Gewicht zu geben.

situation durch informelle Tests und durch
Lernphasen, wo in Einzelarbeit diese Situation
geprobt werden kann. Bewusstmachen
heuristischer Strategien (z.B. Teststrategien).
Entwickeln von passenden Aufgaben und
Beurteilungskriterien,

Testen in der Versuchsklasse.

Evaluation:

Lehrer-, Schiilereindriicke. Informelle Tests
gemeinsam mit Vergleichsgruppen
Notenstatistiken
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3.7 Auswertung der Fragebogen

Nach dem Stand vom 27.09.2002 sind 43 Fragebogen, davon 2 ohne Namensangabe, eingelangt.
Diese verteilen sich, wie folgt, auf die einzelnen Universititen in Osterreich:

TU
U Graz| Graz |U Linz |U Wien|TU Wien|WU Wien| UKft ([USb| Ulb | ULe
Anzahl 9 7 6 4 4 5 4 1 1 2

Werden Computeralgebrasysteme an der Uni verwendet?

|0 Arzahi BCAS OCAS Vil |

10

97 —

8,7

7,7

6,7

5,7

4

3,

2,

1,

0

UN Gz TUG= UN Linz UN Wen TUWen WU Wien UN Kifurt UNISIL

0 Azzh 9 7 6 4 4 5 4 4
BCAS 5 6 6 3 1 4 4 4
OCASvph 2 4 4 2 0 0 3 2

Von den 43 Uni-Lehrern verwenden somit 33, also 76,7%, CAS oder Software in ihren Lehr-
veranstaltungen.

Die Frage:  Halten Sie Lehrveranstaltungen, bei denen die Studenten zur Verwendung von
Computer-Algebra-Systemen (CAS) verpflichtet werden? haben von den 33 Hochschullehrern 17
bejaht, 24 verneint und 2 nicht beantwortet.

Es fallen bei der Beantwortung zwei Universititen, die TU Wien und die WU Wien, durch eine
Nullmeldung besonders auf. Bei der TU Wien stammen alle vier aus dem Fachbereich Informatik.
Ein Fragebogen war in Bezug auf Softwareeinsatz nicht ausgefiillt. Auf einem Fragebogen ist extra
betont ,,Software ja und CAS nein®. Zwei Fragebdgen zeigen ein klares Nein. Bei der WU Wien ist
einmal extra festgehalten, dass Numerik-Pakete und keine Algebra-Pakete bei der Ausbildung
bendtigt werden.

Auf die Frage: Falls die Studenten zu CAS verpflichtet werden, fiir welche? gab es folgende
Angaben: MATHEMATICA 9 DERIVE 7 MAPLE 6 MATHLAB 1

Sehr interessant fiir die Einschétzung der weiteren Antworten ist die Verteilung der Uni-Lehrer
auf die Fachbereiche, wo sie in Bezug auf die Mathematik-Lehrveranstaltungen ihren
Schwerpunkt sehen:
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"1 Math. f. Ingenieurwissenschaften 10
] Math. f. Mathematiker/Physiker 25

[1 Math. f. Fachhochschulen 2

[1 Math. f. Wirtschaftswissenschaften 9
[l Math. f. andere Naturw./Informatik 6

] Math. f. Studien wie Psychologie u.a. 0

Bei 10 Fragebogen wurden mehrere Schwerpunkte genannt.

Es ist interessant, dass mehr als die Hilfte der Uni-Lehrer CAS-Vorkenntnisse nur fiir wenig

wichtig halten.
Wie wichtig halten Sie CAS-Vorkenntnisse?
60,0%
50,0%
40,0%
30,0% -
20,0%
10,0%
0,0%
k. Antwort gar nicht wenig ziemlich unbedingt
‘I:I CAS-Vork. 7,0% 9,3% 51,2% 25,6% 7,0%
In Zahlen bedeutet dies die folgende Verteilung:
keine Antwort| gar nicht wenig ziemlich unbedingt
CAS-Vork. 3 4 22 11 3

Auf zwei Fragebogen wurde die Antwort ,,wenig wichtig* kommentiert:

Statt lang und breit zu behandeln, wie man CAS einsetzt (man kann es rasch selbst lernen),
sollte man besser dariiber nachdenken, wie man das abstrakte Denken hinreichend schult
und moderne Inhalte (nach Wahl des Lehrers) aufnehmen.

CAS-Vorkenntnisse sind hilfreich, aber weniger wichtig als viele andere Vorkenntnisse
(z.B. ein ,;sicheres* Gefiihl fiir die wichtigsten Grundfunktionen). Meiner Erfahrung nach
erlernen Studierende CAS-Beniitzung dariiber hinaus so schnell wie friiher das
Maschinschreiben.



Welche Arbeitsmittel sind bei Priifungen zugelassen?

(Rechner, Formelsammlung, Mitschrift, CAS)

Formelsammlung, Skriptum, Lehrbuch
60,0%
40,0%
20,0% -
0.0% I [
k. Antw. | k.der 3| nurFS | 2der3 | alle 3
OFS, Skrpt., | 7.0% | 16,3% | 9.3% | 16,3% | 51,2%
Lehrbuch
keine Antwort | keine der drei nur F-heft zwel der drei alle drei Summe
3 7 4 7 22 43
elektronische Hilfsmittel
50,0%
40,0% —
30,0% ||
20,0% —
10,0% —
O’O% k. Antw. k. TR nur TR mit pTR mit CA:
|@elektron. Hilfsmittel | 7.0% 7.0% 140% | 326% | 395%
keine Antwort kein TR nur der TR | auch prog. TR | auch CAS Summe
3 3 6 14 17 43
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Welche Grundkompetenzen halten Uni-Lehrer im Fach Mathematik fiir unverzichtbar?

Diese zweite Seite des Fragebogens wurde auf 41 Fragebogen ausgefiillt.

gar nicht wenig ziemlich unbedingt

Umformen von Briichen:

2_X_

x 5 2 1 37
Losen von quadratischen
Gleichg.:

x? -x-6=0 5 8 27
Rechnen mit Potenzen:
7-107%7 .5.10"8 = 3 4 34
Losen von Ungleichungen:
-2X < +3 2 11 28
Differenzieren:
y =3-sin (2x)+ 4 5 12 22
Integrieren:
2x _ 1 _

je dx = bzw. IX dx 2 13 18
SUMME 25 49 166

Die Meinung der Uni-Lehrer ist somit unterschiedlich. Um diese Unterschiede besser zu erkennen,
wurde die Kategorie ,,unbedingt wichtig®, die 166 mal gegeben wurde, auf die Hiufigkeit ihres

Auftretens pro Person untersucht.

,2unbedingt“| 0 mal 1 mal 2 mal 3 mal 4 mal 5 mal 6 mal
Anzahl der ) 4 5 4 6 4 16
Personen
Prozente 4,9% 9,8% 12,2% 9,8% 14,6% 9,8% 39,0%

Somit haben 15 Personen hochstens 3 mal die Kategorie ,,unbedingt wichtig* angekreuzt,
hingegen halten 16 Personen alle 6 Punkte fiir unbedingt notwendig.

3-17



Drei Kommentare der Gruppe, die alle 6 Punkte fiir unbedingt notwendig hiilt:

o , Das, was auf Seite 2 des Fragebogens zu leisten ist, muss jeder Maturant mit Matura-
zeugnis im Schlaf beherrschen. Dazu sind keine acht Jahre Unterricht notig.

o, Ohne die sechs angefiihrten Grundkompetenzen im ,,handwerklichen‘ Sinn ist es nahezu
unmdoglich, die naturwissenschaftlichen Einfiihrungsveranstaltungen des Ingenieurstudiums
positiv zu absolvieren.

e Die Schiilerlnnen sollten auch in Zukunft alle diese 6 Beispiele (wegen der einfachen
numerischen Daten) ,,per Hand* l6sen konnen, da dies fiir ein Verstindnis des jeweiligen
Stoffgebietes unumgdnglich ist.

Sie sollten sich aber auch bewusst sein, dass solche (und numerisch wesentlich ,,kom-
plizierter zu rechnende) Beispiele wesentlich schneller mit CAS geldst werden konnen und
auch dies beherrschen.

Die Beherrschung eines mathematischen Stoffgebietes, ohne dabei die , einfachsten*
Beispiele per Hand losen zu kénnen, ist meiner Meinung nach Unsinn. “

Zwei Kommentare der Gruppe, die nur wenige Punkte fiir unbedingt notwendig hilt:

e  Handwerkliche Grundkompetenzen gehoren meiner Ansicht nach nicht zu den
., unverzichtbaren* Grundkompetenzen! Es gibt viele mathematische Grundkompetenzen
(wie Darstellen, Interpretieren), die ich hingegen fiir den Mathematikunterricht fiir
unverzichtbar halte.

o  Es gibt sehr viele Grundkompetenzen, die fiir einen verniinftigen Mathematikunterricht
unverzichtbar sind. , Handwerkliche” Grundkompetenzen im hier verstandenen Sinn
gehoren da m. E. aber nicht dazu.

Natiirlich halte ich es fiir sinnvoll, wenn sehr einfache Umformungen, die hdufig auftreten,
auch ,, hdndisch* gekonnt werden — auch in einem CAS-unterstiitzten Unterricht, weil
einfachste Umformungen besser (6konomischer/schneller) mit der Hand ausgefiihrt werden
als mit CAS.

Aber ich wiirde keine Unterrichtszeit dafiir aufwenden, um diese Dinge explizit zu tiben.
Auch und gerade in einem CAS-unterstiitzten Unterricht sollte man lernen, 6konomisch zu
arbeiten und Lernende sollten ,,von selbst” im Laufe der Zeit draufkommen, dass es
okonomischer ist, 2x + 3 = 0 (0. A.) mit der Hand zu Iésen als dafiir den Rechner
einzuschalten. *

Nach den Kommentaren soll noch einmal die Verteilung der ,unbedingt wichtig® auf die
6 Kapitel betrachtet werden:

,unbedingt| Briiche | Qu-Glg | Potenzen | Unglg. Diff. Integ. | Grd. Zahl

Anzahl 37 27 34 28 22 18 41

Prozente 90,2% 65,9% 82,9% 68,3% 53,7% 43,9% 100%
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Beim Differenzieren und Integrieren gehen die Meinungen der Uni-Lehrer am weitesten aus-

einander!

60,0%

10,0%

0,0%

O Differenzieren B Integrieren

50,0% -

40,0% -

30,0% -

20,0% -

- [

gar nicht

wenig

ziemlich

unbedingt

O Differenzieren

B Integrieren

4,9%
4,9%

12,2%
19,5%

29,3%
31,7%

53,7%
43,9%

Weitere handwerkliche Grundkompetenzen, die von den Uni-Lehrern als unverzichtbar

vorgeschlagen wurden: (Ergédnzung zum Fragebogen)

Allgemeine Aussagen
Verstdndnis der Stoffgebiete (mit und ohne CAS), Gefiihl fiir Math. 2

graphische Fihigkeiten, Skizzieren von Funktionen (zB. ¢™ " sin(wt)) 3 Nennungen

Modellierung/Formalisierung, informelle Beschreibungen 2
Grundkonzept mathematischer Argumentation (Schlussweisen, Beweisfithrung)
Variablenbegriff, Konzeptunterschiede Variable/Konstante 2

Richtiges Einsetzen in gegebene Formeln

1) Rechnen, Umformen, Gleichungen

| Kopfrechnen, Abschitzen der Losung 4 Nennungen

Gefiihl fiir GroBenordnungen; Bruchrechnen (1/4:1/3)
Prozentrechnen, Schlussrechnen 2

| Termumformungen x(y+z)=?; Herausheben (a+b)at(atb)b — (atb)? 6 Nennungen

Rechnen mit komplexen Zahlen; Losen einfacher Gleichungen

| Lineare Gleichungssysteme (2x2) 4 Nennungen

2) Funktionen
Funktionsbegriff, Hintereinanderausfiihren von Fkt., Substitution

| Rechnen mit Logarithmen 6 Nennungen

Winkelfunktionen (sin(n/4), sin(n/3)); Rechnen mit Winkelfunktionen zB. sin(x+y)
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3) Analysis
Berechnung von Grenzwerten 2 Nennungen

Unendliche Reihen; Rechnen mit indizierten Gréf3en und Summenzeichen
Rechnen mit Summen; Taylorreihe (1dim.-Restglied)
Wichtiger, als gewisse Integrale zu berechnen, ist die Kenntnis, was man damit machen kann.

4) Andere Gebiete

Vektoroperationen (inkl. skalares Produkt) 2 Nennungen
Rechnen in der Aussagenlogik

Statistik, Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung
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3.8 E-mail von Univ. Prof. Dr. Bruno Buchberger

E-Mail von Bruno.Buchberger@risc.uni-linz.ac.at Sun, 24 Feb 2002 14:42:44 +0900

Betrifft: Fragebogen zur CA.
Lieber Herr Dr. Wurnig!

Es ist super, dass Sie sich um einen verbesserten Mathematikunterricht im Gymnasium (und an der
Uni) annehmen, der auch die algorithmische Mathematik in ihrer heute moglichen Form unter
Einsatz von Computern beriicksichtigt.

Ich freue mich natiirlich auch, dass Sie sich auf mein White-Box/Black-Box Prinzip etc. beziehen.

Nur habe ich beim Lesen des Briefs und dann auch das Fragebogens Zweifel bekommen, ob das
WB/BB-Prinzip wirklich verstanden worden ist. Denn sonst konnte man ja auf S. 2 des Briefs nicht
davon sprechen, dass ,,die Uberpriifung von Rechenfertigkeiten an Bedeutung verliert*. Diese Frage
ist eben weder mit ja noch nein zu beantworten. Insbesondere ist es nicht so, dass im Zeitalter
des Computers (oder der CAS) Rechenfertigkeiten iiberfliissig sind. Uberspitzt kénnte man
umgekehrt geradezu sagen, dass heute wie noch nie klar wird, dass Mathematik zu betreiben
bedeutet, Nachdenken in Operieren zu verwandeln (und dann dem Computer zu iibertragen).
Aber es kommt eben auf die Zusammenschau des Gesamtprozesses an und nicht auf eine
Kontraposition von Nachdenken auf der einen Seite und Operieren auf der anderen.

Genauso fraglich ist der Begriff der ,,CAS-Klassen* oder ,,CAS-Schiiler . Mir steigt ein bisschen
Angst auf, wenn ich diesen Begriff lese. Wie ist er definiert?

Genauso ist die Frage im Fragebogen nach den zugelassenen Hilfsmitteln so nicht beantwortbar
(und sollte so auch nicht gestellt werden): Es hiingt ja im Sinne des WB/BB-Prinzips ganz von der
jeweiligen Lernsituation ab, welche Hilfsmittel sinnvoll oder sinnlos sind.

Ich sehe also, dass hier wohl noch allerorts - und insbesondere auch dort, wo ja die Zukunft der
Mathematikdidaktik gemacht wird — groflte Missverstidndnisse iiber im Prinzip einfache Dinge
herrschen. Da ich aber nicht nur kritisieren und Bedenken duflern mochte, gebe ich hiemit meine
Bereitschaft kund, den Mitgliedern des ACDCA und auch beliebig anderen, die einfachen
Grundprinzipien einer ganzheitlichen Sicht der Mathematik und des Forschens und Lehrens in der
Mathematik, sowie des Anwendens der Mathematik im heutigen Computer-Zeitalter aus meiner
(natiirlich subjektiven Sicht) zu erkldren bzw. mit ihnen zu erarbeiten und zwar an Hand von
Beispielen.

Beste Griile, Bruno Buchberger.

Bruno Buchberger, Dr. phil. DDr. hc.

Professor of Computer Mathematics, Research Institute for Symbolic Computation
Johannes Kepler University, A4232 Castle of Hagenberg, Austria

Phone office: ++43 732 2468 9941, Mobile Phone: ++43 664 4211646

Fax: ++43 732 2468 9930, E-mail: Buchberger@RISC.Uni-Linz.ac.at

WWW: http://www.risc.uni-linz.ac.at/people/buchberg/

Univ.Prof. Dr. Bruno Buchberger hielt am 10.07.2002
bei der internationalen ACDCA-Tagung Visit-me den Plenarvortrag
»Teaching Without Teachers?*
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4

GRUNDKOMPETENZEN UND STANDARDS

betreut und geleitet von LSI Mag. Dr. Helmut Heugl:

Motive fiir die Beschiftigung mit dem Thema:

Die

> Die Untersuchungen zum Thema ,Neue Formen der Leistungsmessung und -

bewertung®“ im Rahmen des CAS-Projektes III [ http://www.acdca.ac.at | haben zu 2
Arten schriftlicher Leistungsmessungen gefiihrt:

- Problemldsearbeiten: Lingere Arbeiten zur Uberpriifung der Problemldsekompetenz,
bei denen einerseits ein CAS-Rechner und andererseits auch andere Lernmedien
zugelassen waren, sowie

- Arbeiten zur Uberpriifung von Grundkompetenzen: Das sind kiirzere Arbeiten, bei
denen je nach Ziel Hilfsmittel wie CAS-Rechner zugelassen waren oder auch nicht.

dadurch entstandenen Diskussionen iiber die Frage ,Was sind unverzichtbare

Grundkompetenzen?* und die Ergebnisse der Untersuchung sind unabhéngig von der verwendeten
Technologie von Bedeutung fiir die derzeitige Standarddiskussion und fiir die demnéchst in Kraft
tretenden Lehrpléne.

4.1

» Die Kernfrage in der derzeitigen Standarddiskussion lautet ebenfalls ,,Was sind

unverzichtbare Grundkompetenzen?“ Daher kann unsere Erfahrung auf diesem Gebiet
sowohl fiir die Begriffskldrung als auch fiir die Entwicklung von Messinstrumenten von
Nutzen sein.

» Kennzeichnend fiir die neuen Lehrpléne ist cinerseits die Festlegung eines Lehrplankerns,

der zu erfiillen ist, andererseits aber ein niedrigerer Verbindlichkeitsgrad. Dieser scheinbare
Widerspruch erfordert aber auch die Festlegung von unverzichtbaren Grundkompetenzen.

» Die Ergebnisse von TIMSS und PISA haben den Begriff und die Notwendigkeit des

Beherrschens unverzichtbarer Grundkompetenzen in das 6ffentliche Bewusstsein gertickt.

Standards — wozu?

4.1.1 Die Situation in Osterreich

Internationalisierung und Globalisierung haben auch im Bildungsbereich neue
Rahmenbedingungen geschaffen. Der Blick nach auBlen wird wichtiger und
selbstverstidndlicher. Die verstirkte zwischenstaatliche Zusammenarbeit und die grofere
Mobilitdt der Menschen erfordert auch eine gewisse Vergleichbarkeit der Qualifikationen.
[Specht, 2000].

Im Unterschied zu Lindern wie Frankreich, Schweden oder Schweiz verfiigt Osterreich iiber
kein nationales Indikatorensystem zum fortlaufenden Monitoring der Funktionstiichtigkeit
(,,Qualitit“?) des Schulsystems. Man scheint sich in Osterreich nach wie vor darauf zu
verlassen oder darauf zu hoffen, dass das Schulsystem und die Schiiler leisten, was sie sollen
[Gruber, 1999].
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Dank der Qualitiitsinitiative des Unterrichtsministeriums kommt es in Osterreich erstmals zu
einer Uber die Arbeit des einzelnen Lehrers hinausgehenden Einbeziehung der ganzen
Schule in die Qualititsstrategie. Dadurch wird eine iiber die individuelle Arbeit
hinausreichende Verantwortlichkeit der Lehrer fiir die ganze Schule initiiert [Eder, 1999].

Lehrerinnen und Lehrer geniefen in deutschsprachigen Lindern ein im sonstigen OECD-
Bereich uniibliches Vertrauen hinsichtlich ihrer Befdhigung, Schiilerleistungen objektiv und
valide zu beurteilen [Gruber, 1999].

Osterreich gehort zu jenen Lindern, in denen die abgebende Schule Berechtigungen
vergibt, und zwar erfolgt die Berechtigungsvergabe im Wesentlichen durch jenen Lehrer, der
den Lernprozess begleitet, die Aufgaben stellt und die Arbeiten auch selbst korrigiert.
Grundsatzlich ist der Osterreichische Weg sowohl piddagogisch als auch vom Ertrag her
positiv zu bewerten, andererseits miissten aber gerade deshalb zwecks Vergleichbarkeit
gewisse Mindeststandards eingefordert werden.

Die Schnittstellenproblematik:

- Die Abschaffung der Aufnahmspriifung in den weiterfithrenden hoheren Schulen fiihrt
zu Niveauverlusten an der Schnittstelle Sekundarstufe I und II und zu hohen
Durchfallsraten in den ersten Jahrgéingen der weiterfithrenden Schulen.

Das oft sehr unterschiedliche Niveau in verschiedenen Volksschulen macht eine
objektive Reihung der Aufnahmebewerber in die allgemeinbildende hohere Schule
sehr schwierig.

Regionale Unterschiede erschweren eine Vergleichbarkeit der Bildungsabschliisse. In
Wien gehen in manchen Bezirken 70% der Kinder in die AHS, in Niederdsterreich
etwa 25%, in manchen Regionen sogar nur 15%.

Da in Osterreich fast alle hoheren Schulen fast alle Berechtigungen vergeben und auch
jedes Maturazeugnis - ob ,,gut”“ oder ,schlecht - die gleiche Berechtigung bringt
(zumindest an der Universitit), ist offenbar kein ausreichender Bedarf oder
Leidensdruck fiir eine Diskussion gegeben [Gruber, 1999].

Die Autonomie und die neuen Lehrpliine:
Die pidagogische Autonomie ermoglicht den einzelnen Schulen Freirdume beim
Schulprofil und somit bei der Schwer- und Leichtpunktsetzung.
Kennzeichnend fiir die Architektur der neuen Lehrpline ist die Zuriicknahme des
Verbindlichkeitsgrades, um diese autonomen Freiriume nutzen zu konnen. Gerade
deshalb ist aber eine verstirkte Outputkontrolle notwendig, um die Vergleichbarkeit
und die Erfiillung des Bildungsauftrages sicherstellen zu konnen.

Qualititsevaluation als notwendiger Bestandteil von Qualitiatsentwicklung

- Selbstevaluation wird positiverweise vermehrt als Instrument der Qualitdtsentwicklung
von Schulen eingesetzt. Aber Selbstevaluation alleine bietet nur unzureichende
Moglichkeiten zur Bestimmung der eigenen Position. Vor allem schlechte Schulen
brauchen eine Positionierung an externen Standards, gute Schulen wiinschen sie.

- Die Tradition der Berechtigungsvergabe und die Konzentration auf die Messung
innerschulischer Qualitit fiihrt in Osterreich zu einer Reserviertheit gegeniiber
externer Evaluation.

- Systemevaluationen wie TIMSS und PISA haben erstmals zu einem Umdenken
gefiihrt.

Der Auftrag des Regierungsprogramms:
»Entwicklung klarer Leistungsstandards fiir Schulen damit unsere Kinder die beste und

qualitativ hochwertigste Bildung erhalten*
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4.1.2

(@)

(b)

(©)

(d)

(e)

®

Begriffsklirung

Definitionen im Brockhaus
RichtmaB3, Richtschnur. - Der durch Vereinheitlichung geschaffene feste Mal3stab fiir ein
bestimmtes Produkt gleicher Qualitdt. - Standardisierungen sollen Normen schaffen.

Klarstellungen durch das BMBWK:

Der Lehrplan als Steuerungsinstrument — Standards als Evaluationsgrundlage

Mit der Zielorientierung des Lehrplans sind Standards im Prinzip bereits vorgegeben.
Ausgehend von diesem differenzierten steuerungsorientierten Dokument werden Standards
formuliert, die wesentliche inhaltliche, soziale und methodische Grundkompetenzen
bezeichnen. Schiilerinnen und Schiiler sollen diese an definierten Zeitpunkten ihrer
Schullaufbahn erreicht haben (z.B. am Ende der Sekundarstufe I und II).

Standards als Beitrag zur Qualititsentwicklung im Schulwesen [Specht, 2000]

Nationale Standards sind ein Schliissel fiir die Verbindung zwischen den Prinzipien der

Autonomie und Qualititsentwicklung am Standort und der Sicherung von Kohérenz und

Qualitit im Gesamtsystem.

Standards

- eine begrenzte Anzahl von Kernkompetenzen, gesellschaftlich konsensfihig und
indikativ flir die Gesamtleistungen der Schule,

- nicht nur auf Fachleistungen bezogen, sondern auf Bildungsleistungen der Schule im
weitesten Sinn,

- ein Gegenstand fortlaufender systembezogener Evaluation,

- Beurteilungsgrundlage dafiir, ob eine stirkere Externalisierung notwendig und sinnvoll
ist,

- Lieferung von Referenzdaten fiir die Selbstevaluation an Schulen und in der Region.

Einteilung der Standards

Input- oder Prozess-Standards geben bestimmte Ausstattungsmerkmale des Bildungswesens
an (z.B.: Klassenschiilerzahlen, Ausbildungsniveau der Lehrer usw.)

Inhaltliche Standards: Geben an, was normalerweise gelehrt werden sollte.

Leistungsstandards (performance): Geben das erwartete Schiilerendverhalten an, um
erfolgreich abschlieen zu kénnen.

Ergebnisstandards (outcome): Beziehen sich auf Einheiten wie Schule oder Universititen oder
das gesamte System.

Principles and Standards for School Mathematics, USA [www.nctm.org/standards/]

o Principles for School Mathematics reflect basic perspectives on which educators should
base decisions that effect school mathematics.

. Standards describe an ambitious and comprehensive set of goals for mathematics
instruction, partly goals in the mathematical content areas (e.g. algebra, geometry, data
analysis, probability a.s.0) and partly goals for the process of problem solving,
reasoning and proof, connections, communication, and representation.

The National Curriculum for England [www.nc.uk.net]

The National Curriculum lies at the heart of our policies to raise standards. It determines the
content of what will be taught, and sets attainment targets for learning.
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4.1.3

(0))

2

The structure of the National Curriculum:

. The programs of study — set out what pupils should be taught in mathematics

o Attainment targets and level descriptions — set out the knowledge, skills and
understanding that pupils of different abilities and maturities are expected to have at the
end of each key stage. Attainment targets consist of eight level descriptions of
increasing difficulty, plus a description for exceptional performance above level 8.

Welche Dimensionen sollen abgedeckt werden?

Schliisselqualifikationen, allgemeine Grundkompetenzen

(siehe allgemeiner Teil des Lehrplans)

Wenn man den Bildungsauftrag, der im allgemeinen Teil des Lehrplans ausgedriickt wird,
ernst nimmt, darf man sich nicht nur auf fachliche Fertigkeiten und Kompetenzen
beschrinken. Der Bildungsauftrag des Lehrplans beinhaltet einem neuen, erweiterten
Lernbegriff [Klippert, H. 2000]:

. das inhaltlich-fachliche Lernen

. das methodisch-strategische Lernen

J das sozial-kommunikative Lernen

das affektive Lernen (inklusive der Personlichkeitsentwicklung)

Dementsprechend miisste man Standards entwickeln, die alle bei diesen 4 Lernbereichen
entwickelten Kompetenzen abdecken.

Weiters miissten auch Standards betreffend der Vernetzungskompetenz formuliert
werden, wie etwa in den Bildungsbereichen des Lehrplans der Sekundarstufe I gefordert.

Ein weiterer Paradigmenwechsel, der sich aus dem neuen Lehrplan entnehmen ldsst, ist die
Forderung nach Ausgewogenheit zwischen Produkt- und Prozessmessung. Im traditionellen
Unterricht iiberwiegt die Produktmessung. Erst die stidrkere Betonung der Prozessmessung
macht aber die Umsetzung des oben beschriebenen, neuen Lernbegriffes realisierbar. Daher
wire auch eine Formulierung von Prozess-Standards notwendig.

Standards fiir einzelne Fachbereiche

Wir brauchen mdglichst prizise und verstindlich formulierte unverzichtbare
Grundkompetenzen, die das erwartete Schiilerendverhalten in diesem Fachbereich an
bestimmten Stellen der Schullaufbahn beschreiben.

Dariiber hinaus miisste der Beitrag des jeweiligen Faches zur Erreichung der in (1)
beschriebenen Schliisselqualifikationen und allgemeinen Grundkompetenzen ausgedriickt
werden. Die Bedeutung der fachlichen Grundkompetenzen muss an ihrem Beitrag zu
diesen allgemeinen Kompetenzen gemessen werden konnen.

Typisch fiir das dsterreichische System der Leistungsmessung und der Berechtigungsvergabe
ist das Messen kurzfristig verfiigbarer Kompetenzen im jeweiligen Lernprozess (z.B. bei
Schularbeiten). Bei den fachlichen Standards handelt es sich dagegen um langfristige
Kompetenzen, die auch noch nach ldngerer Zeit, wie etwa am Ende der Grundschule, der
Sekundarstufe I oder II verfiigbar sein miissen. Daher wird das Anspruchsniveau wegen der
lingeren Verfiigbarkeit niedriger sein miissen als bei den kurzfristigen Kompetenzen
wihrend des aktuellen Lernprozesses.

Fachliche Standards beschreiben daher nicht, was ein Schiiler konnen muss, um am Ende
einer Schulstufe in einem Fach ein ,,Geniigend* zu erhalten. Das Wesentliche, das der
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Schiiler iiberwiegend beherrschen muss, um ein Genligend zu erhalten, ergibt sich aus dem
Unterrichtsprozess, also aus der Schwerpunktsetzung des Lehrers in dieser Schulstufe
(,,Lehrerkern®).

Um die Unterschiede im Bildungsauftrag und im Niveau zwischen verschiedenen
Schularten beriicksichtigen zu konnen, miissen flir die einzelnen fachlichen Standards
verschiedene Niveaus definiert werden (siehe ,,levels in ,,National Curriculum for England®).

Wozu Standards? — Einsatzbereiche

Standards als Beitrag zur internationalen (zumindest EU-weiten) Vergleichbarkeit und
Durchléissigkeit der Bildungssysteme.

Standards als Bildungsauftrag der Gesellschaft an die Schule in Form verbaler
Zielvorgaben. Solche Standards sollen sich nicht nur auf Fachleistungen beziehen sondern
auch auf Bildungsleistungen der Schule im weiteren Sinn (z.B.: dynamische Qualifikationen
wie Selbstvertrauen, Sozialkompetenz, Lernbereitschaft, Teamfahigkeit, usw.) [Specht, 2000].

Standards als Grundlage der Systemevaluation. Fiir eine solche systembezogene
Evaluation geniigen aber nicht allein verbale Zielvorgaben, es miissen auch Instrumente
entwickelt werden, mit denen man das Erreichen solcher Standards messen kann. TIMSS und
PISA sind erste groBere Versuche in diese Richtung.

Standards als Grundlage fiir die Qualititsevaluation einzelner Schulen und als
Ausgangspunkt fiir die Entwicklung eines Schulprofils. Auch fiir diesen Einsatzbereich sind
valide Messinstrumente ndtig. Diese Qualititsevaluation kann entweder extern oder in Form
einer Selbstevaluation der Schule erfolgen.

Standards zur Selbstevaluation mit dem Ziel der Qualitdtsmessung in einzelnen Féchern.
Damit konnen die Lehrer und Schiiler tiberpriifen, wie weit die vorgegeben Standards erreicht
werden, ohne dass damit auch einen Notendruck ausgeiibt wird.

Standards als ein Instrument der Berechtigungsvergabe. Wie schon im ersten Kapitel
ausgefiihrt ist bei der Osterreichischen Art der Berechtigungsvergabe eine Vergleichbarkeit
der Bildungsabschliisse kaum moglich. Derzeit ist es zwar nicht erwiinscht die
Berechtigungsvergabe durch den einzelnen Lehrer mit sehr wenig Moglichkeiten zur
Objektivierung in Frage zu stellen und auch nicht die Vergabe fast aller
Universitdtsberechtigungen durch alle hoheren Schulen. Aber wenn man sich in anderen
Landern umsieht und die Forderungen der Universititen nach mehr Vergleichbarkeit ernst
nimmt, sollte man mdglichst unvoreingenommen auch iiber diese Art der Nutzung von
Standards nachdenken. Ich wiinsche mir keinesfalls eine vollzentrale Berechtigungsvergabe
aber ecine teilzentrale Matura, bei der etwa in Mathematik unverzichtbare
Grundkompetenzen zentral gepriift werden. Die Problemldsekompetenz sollte dagegen
weiterhin vom Lehrer gepriift werden, der den Lernprozess begleitet. Dies wére fiir mich ein
wichtiger und guter Einsatzbereich fiir Standards.
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Zusammenfassung:

Wir brauchen Standards als Zielvorgaben und fiir Messinstrumente

wegen der internationalen Vergleichbarkeit,

wegen der Vergleichbarkeit und Durchlissigkeit der Schulen innerhalb Osterreichs,
wegen der spezifisch Osterreichischen Berechtigungsvergabe,

wegen der pddagogischen Autonomie,

wegen der aktuellen Lehrplanarchitektur,

wegen der notwendigen Qualititsevaluation,

weil die Lehrplédne eine andere Funktion haben.

YVVVYVYYVYYVY

4.2 Grundkompetenzen in Mathematik

4.2.1 Begriffsklirung

Da ja Standards unserer Meinung nach ein Uberbegriff fiir die jeweiligen fachlichen
Grundkompetenzen darstellen, gilt die im Kapitel 4.1.2 vorgenommene Begriffsklarung fiir
Standards in wesentlichen Teilen auch fiir die fachlichen Grundkompetenzen.

Eine wesentliche Grundlage fiir die Frage nach unverzichtbaren Grundkompetenzen ist ein
bestimmtes Bild der Mathematik. Die wohl treffendsten Deutungen von Mathematik lauten:

Mathematik als Technik des Problemlosens - und
Mathematik als Sprache

Im Sinne der ersten Deutung sind die Grundkompetenzen jene unverzichtbaren ,,Bausteine®, welche
fiir das eigentliche Ziel der Mathematik - ndmlich das Problemlésen - eine notwendige
Voraussetzung darstellen.

Passend zur zweiten Deutung konnte man sagen: Grundkompetenzen sind jene ,,Sprachkonstrukte*
(aber nicht nur einzelne Vokabel), welche notwendig sind, um ,iiber etwas in dieser Sprache zu
reden®.

Einigkeit herrscht in der Arbeitsgruppe iiber folgende Punkte:

. Es handelt sich um langfristige Kompetenzen, die auch noch nach lingerer Zeit verfiigbar
sein miissen. Sie sind zu unterscheiden von jenen kurzfristigen Kompetenzen, die im
jeweiligen Lernprozess etwa bei Schularbeiten abgepriift werden. Daher wird das
Anspruchsniveau wegen der lidngeren Verfiigbarkeit niedriger sein miissen als bei den
kurzfristigen Kompetenzen wihrend des aktuellen Lernprozesses. Diese langfristigen
Grundkompetenzen beschreiben daher nicht, was ein Schiiler konnen muss, um am
Ende einer Schulstufe in einem Fach ein ,,Geniigend“ zu erhalten. Das Wesentliche, das
der Schiiler iiberwiegend beherrschen muss, um ein Geniigend zu erhalten, ergibt sich aus
dem Unterrichtsprozess, also aus der Schwerpunktsetzung des Lehrers in dieser Schulstufe
(,,Lehrerkern®).

o Um die Unterschiede im Bildungsauftrag und im Niveau zwischen verschiedenen Schularten
beriicksichtigen zu konnen, miissen fiir die einzelnen fachlichen Grundkompetenzen
verschiedene Niveaus fiir verschiedene Schularten definiert werden (siche ,levels” in
,National Curriculum for England®).
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J Fachliche Grundkompetenzen sind mehr als nur auf Inhalte beschrénkte Fertigkeiten
Kompetenz:
- Vermogen, Fihigkeit; Ggs.: Inkompetenz (s. Duden).
- Regeln nutzen und verstehen, sich begriindet fiir etwas zu entscheiden
- was? — wie? — warum?
Fertigkeit:
- Regeln nutzen
- was? — wie?

o Die Diskussion iiber die ,,Unverzichtbarkeit“ und die Entwicklung von Messinstrumenten
oder Evaluationsmaterialien erfordert ein Klassifikation der Grundkompetenzen nach
vorher vereinbarten Kriterien.

4.2.2 Klassifikation von Grundkompetenzen

Warum eine Klassifikation?

J Die Klassifikation spiegelt ein bestimmtes Bild der Mathematik wider und begriindet
damit die Notwendigkeit gewisser Kompetenzen.

. Die Klassifikation ermdglicht ein strukturiertes Vorgehen bei der Suche nach
Grundkompetenzen

. Die Klassifikation macht die Auflistung der Grundkompetenzen iibersichtlicher und
erleichtert das Verstehen fiir die Lehrenden und Lernenden.

. Die Klassifikation ist eine notwendige Grundlage fiir die Evaluation und Bewertung der
Ergebnisse von Grundkompetenzmessungen.

Wenn man die Bedeutung eines Faches im Lichte des neuen Lehrplans betrachtet, darf man sich
nicht nur auf inhaltliche Fertigkeiten und Kompetenzen beschrinken. Der Bildungsauftrag des
Lehrplans beinhaltet einen neuen, erweiterten Lernbegriff [Klippert, H. 2000]:

das inhaltlich-fachliche Lernen

das methodisch-strategische Lernen

das sozial-kommunikative Lernen

das affektive Lernen (inklusive der Personlichkeitsentwicklung)

Dementsprechend miisste man Grundkompetenzen entsprechend allen bei diesen 4 Lernbereichen
entwickelten Kompetenzen entwickeln. Dies um so mehr als Untersuchungen zeigen, dass der
Mathematikunterricht wesentliche Beitrdge zu allen 4 Kompetenzbereichen liefern kann [ACDCA,
2000], nédmlich zur

. inhaltlichen Kompetenz

o Methodenkompetenz

J Sozialkompetenz

. Personlichkeitskompetenz

Wiirde man versuchen, die gesamte Bildungs- und Lehraufgabe des Mathematkunterrichts zu
erfassen, also alle wichtigen, im Fach Mathematik erworbenen, Kompetenzen zu klassifizieren,
miisste man ein mehrdimensionales System entwickeln, da diese Kompetenzen nicht neben
einander sondern eng miteinander vernetzt erworben und genutzt werden.

Ein weiterer Paradigmenwechsel, der sich aus dem neuen Lehrplan entnehmen ldsst, ist die
Forderung nach  Ausgewogenheit zwischen Produkt- und Prozessmessung. Im traditionellen
Mathematikunterricht iiberwiegt wegen des dominierenden Gewichtes der Schularbeit eindeutig die
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Produktmessung. Erst die stirkere Betonung der Prozessmessung macht aber die Umsetzung des
oben beschriebenen, neuen Lernbegriffes realisierbar.

Wenn aber das Ziel dieser Arbeitsgruppe auch die Entwicklung von Messinstrumenten ist,
muss man sich auf jene Kompetenzdimensionen beschrdnken, die durch solche Instrumente
auch gemessen werden konnen. Somit wird der Schwerpunkt auf der inhaltlichen und
teilweise auf der Methodendimension liegen. Die in der Folge vorgeschlagenen
Klassifikationen von Grundkompetenzen beziehen sich also nur auf eine ,,echte Teilmenge
jener Kompetenzen, die im Fach Mathematik erworben werden kénnen.

Wir haben uns auf ein dreidimensionales System geeinigt. Folgende Dimensionen sollen erfasst

werden:

(1) Die mathematisch-inhaltliche Dimension (content): Kompetenzen, die bei der Behandlung
bestimmter mathematischer Inhalte notwendig sind.

(2) Die mathematische Handlungsdimension (performance): Die Kompetenz, typische
mathematische Tatigkeiten auszufithren und daflir notwendige heuristische Strategien zu
beherrschen.

(3) Die Dimension des Anspruchsniveaus (complexity): Ordnung nach Komplexitétsgrad, nach

(1)

Schwierigkeit flir den Lernenden.

Die mathematisch-inhaltliche Dimension (content)

Man kénnte natiirlich die Uberschriften des Lehrplans selbst nehmen. Andererseits ist es wichtig,
eine nach fachlichen Gesichtspunkten gegliederte, und international akkordierte Liste dessen zu
formulieren, was am Ende der Sekundarstufe I oder der Sekundarstufe II gekonnt werden soll.

Fiir die Sekundarstufe I eignet sich vor dem Hintergrund des Osterreichischen Lehrplans am
besten jene Gliederung, die Prof. H.C. Reichel in seinem Lehrplankommentar vorgeschlagen hat
[Reichel, H.C., 2000]. Sie entstand noch dazu im Zuge der Auswertung und Analyse der TIMSS-
Ergebnisse.

A Rechnen und Zahlverstindnis
Kopfrechnen und sowohl algorithmisches als auch ndherungsweises Rechnen;
Abschétzen von Ergebnissen

B  Algebra
Verwendung von Variablen und von formalisierten Rechenregeln

C  Raumvorstellung und Grundtatsachen der Geometrie
Zeichnungen, Skizzen; Symmetrie, Kongruenz, Ahnlichkeit

D  Groflen, MaBle und Verhiltnisse zwischen diesen (auch Prozentrechnen)
Situationen des tdglichen Lebens, Schitzen, Umgang mit Fehlern

E  Funktionen und funktionale Abhéingigkeit, graphische Darstellungen
Erstellen von graphischen Darstellungen und Ablesen aus solchen; Beschreibung
praktischer  Situationen durch mathematische Funktionen wund praktische
Interpretationen formaler Beschreibungen

4-8



F  Sichtweisen der Statistik
Interpretation ~ statistischer ~Aussagen, Beschreibung von Situationen mittels
mathematisch korrekter statistischer Formulierungen - dafiir gibt es oft mehrere
Moglichkeiten; exemplarische Kritik an der statistischen Sichtweise und an
Bilddarstellungen

Eine genauere Spezifizierung findet man im zitierten Papier.

Fiir die Sekundarstufe II warten wir mit der endgiiltigen Gliederung auf den neuen Lehrplan, der am
Beginn des néchsten Jahres fertig werden soll.

Derzeit arbeitet die Gruppe an folgenden Bereichen
. Analytische Geometrie
. Analysis
. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

(2) Die mathematische Handlungsdimension (performance)

Dabei handelt es sich um eine Auflistung von Kompetenzen und Strategien, die fiir alle Bereiche
und Ebenen der mathematischen Bildung relevant sind und auch den Beitrag des Faches
Mathematik zur Allgemeinbildung ausdriicken sollen.

Entscheidend beim Finden von Kompetenzklassen ist der Blickwinkel, aus dem man solche
Klassifikationen betrachtet: Damit verbunden ist natiirlich ein bestimmtes Bild der Mathematik
und ihrer Rolle fiir die Gesellschaft:

Nimmt man als Grundlage etwa die eingangs verwendete Definition:

wMathematik - Problemlosen*, so sind eine Leitidee die 3 Phasen des Problemldseprozesses,
. das Modellieren,
. das Operieren,
. das Interpretieren.

Beschreibt man wie Bruno Buchberger den Weg des Lernenden in die Mathematik als Weg auf
einer Spirale [Heugl u.a., 1996], so findet man bei jedem Durchlauf

o die heuristische oder experimentelle Phase

o die exaktifizierende Phase

. die Anwendungsphase

oder nach Bernhard Kutzler
° die induktive Phase
° die deduktive Phase
. die produktive Phase

Aus den bei dieser Art des ,Mathematiktreibens abgeleiteten Tatigkeiten, lassen sich dann
Kompetenzklassifikationen ableiten.
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Beispiele in der Literatur zur Dimension (1) ,,ein bestimmtes Bild von Mathematik*:

Performance Expectations im TIMSS-Framework

Im TIMSS-Framework findet man wunter dem Titel , Perfomance Expectations folgende
Klassifikation:

1. Knowledge - Wissen

2. Using routine procedures - Verwendung von Routinefertigkeiten
3. Investigation and problem solving - Experimentieren und Problemlésen

4. Mathematical reasoning - Mathematisches Begriinden, Beweisen
5. Communication - Kommunikation

Nimmt man diese Klassifikation fiir Aufgabensequenzen zur Standardmessung ergibt sich das
Problem, dass ,,Communication” doch eher bei Prozessmessungen und nicht bei der
Produktmessung in Form schriftlich zu bearbeitender Aufgabensequenzen gemessen werden kann.

Klassifikation mathematischer Tatigkeitsbereiche

[Lechner, J. 2000]

Mathematische Fertigkeiten und Féhigkeiten &@ulern sich darin, dass Schiilerlnnen gewisse
Aktivititen ausfithren konnen:

Tatigkeitsbereich 1: Darstellend-interpretierendes Arbeiten
umfasst alle Aktivititen, die mit dem Ubersetzungsprozess von Situationen, Zustinden und
Prozessen aus der Alltagssprache in die Sprache der Mathematik und wieder zuriick im
weitesten Sinne zu tun haben.

Tatigkeitsbereich 2: Formal-operatives Arbeiten
umfasst alle kalkiilmédBigen und algorithmischen Aktivititen, das heilt die Anwendung von
Verfahren, Rechenmethoden, Techniken usw.

Tatigkeitsbereich 3: Kritisch-argumentatives Arbeiten

umfasst alle Aktivititen, die mit Argumentieren, mit Begriinden und mit Beweisen zu tun
haben.

Tatigkeitsbereich 4: Heuristisch-experimentelles Arbeiten
umfasst alle Aktivitdten, die mit zielgerichtetem Entdecken, mit Variation von Parametern
und dem Aufstellen von Vermutungen zu tun haben - also mit dem Nutzen erworbener
heuristischer Strategien.

Diese Klassifikation spiegelt auch schon unsere Erfahrungen im computerunterstiitzten
Mathematikunterricht wider, wo ein deutlich schiilerzentrierter experimenteller Unterrichtstil zu
beobachten ist. Auch die Schwerpunktsverschiebung von der ausfiihrenden zur planenden Tatigkeit
ist erkennbar.
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BLK-Programm SINUS Sachsen:

Sicherung von Basiswissen - Verstidndnisvolles Lernen auf unterschiedlichen
Niveaus
Gesamtheit grundlegender Qualifikationen bzw. Kompetenzen im Sinne von sicher anwendbarem
Konnen zur Losung einfacher formaler und anwendungsbezogener Aufgaben, die elementare
Anforderungen zur Reorganisation, zum Transfer und zur Losung von Problemen stellen:
(1) Grundlegende Kompetenzen im Umgang mit ausgewéhlten mathematischen Objekten.
(2) Kompetenzen beim Problemlésen und im Anwenden der Mathematik.
(3) Kompetenzen im Erkldren, Begriinden, Beweisen und Werten.
(4) Kompetenzen im Verknlipfen mathematischer Inhalte durch Analogie- und
Querverbindungen und im Herstellen von Beziehungen zu Unterrichtsgegenstinden
anderer Fécher.

Competences im PISA-Framework
[Neubrand, M. 2001]

Mathematical thinking skill - mathematische Denkfdhigkeit (beinhaltet die
Féahigkeit, mathematische Fragestellungen zu
erkennen, Situationen mathematisch passend
einzuordnen)

Mathematical argumentation skill - mathematische Argumentationsfihigkeit (bein—
haltet die Fihigkeit, mathematisch sauber zu
begriinden inklusive der dazu gehdrenden
heuristischen Strategien)

Modelling skill - Modellierfdhigkeit (die Fahigkeit zu inner- und
auBermathematischen = Problemen passende
Modelle zu finden)

Problem posing and solving skill - Problemgenerier- und —16sungsfahigkeit

Representation skill Darstellungsfahigkeit

Symbolic, formal and technical skill -  Symbolische,  formale @ und  technische

Fahigkeiten, wie zum Beispiel Rechenfertigkeit
mit Zahlen und Variablen

Communication skill - Kommunikationsfiahigkeit ~ (die  Féhigkeit,
mittels der Sprache der Mathematik zu
kommunizieren)

Aids and tools skill - Fahigkeit im Umgang mit Hilfsmitteln und
Werkzeugen

Zu kritisieren ist, dass beim realistischen Treiben von Mathematik diese Kompetenzen kaum neben-
oder hintereinander, sondern immer eng miteinander vernetzt erforderlich sind. Dies zeigt sich
schon an deutlichen Uberschneidungen einzelner Kompetenzen:

Mathematische Denkfahigkeit halten wir iiberhaupt fiir eine iibergeordnete Kompetenz, die bei allen
anderen angefiihrten Kompetenzen eine notwendige Bedingung sein sollte (wenngleich dies bei
den formalen technischen Fertigkeiten hiufig in der Praxis nicht der Fall ist).

Die Kompetenz ,,problem posing and solving skill“ beinhaltet eigentlich auch fast alle iibrigen
Kompetenzen, Modellieren, Operieren, Reprédsentieren und natiirlich auch Argumentieren usw.
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Dementsprechend werden im internationalen Framework die in dieser Liste aufgezdhlten
Kompetenzen nicht einzeln zur Erfassung von Facetten der einzelnen Items herangezogen, sondern
in 3 relativ umfangreiche Kompetenzklassen gebiindelt:

Class 1: reproduction, definitions, and computations;

Class 2: connections and integration for problem solving;

Class 3: mathematical thinking, generalisation and insight.

(3) Dimension Anspruchsniveau (complexity)

Gerade bei dieser Dimension gibt es in der Gruppe noch wichtige offene Fragen:

o Sind mit Grundkompetenzen nur kleinste inhaltliche Bausteine fiir das Problemldsen
gemeint oder ist auch die Kompetenz inkludiert, solche Bausteine miteinander zu
verkniipfen, also auch langfristiger Kompetenzen zum Ldsen von einfachen Prototypen
von Problemen?

. Inwieweit beeinflussen die Werkzeuge (wie zum Beispiel CAS) den Komplexitétsgrad?
. Wie definiert man die unterschiedlichen Anspruchsniveaus (levels) fiir verschiedene
Schularten?

Derzeit wurde noch keine Definition von Komplexititsklassen gefunden. Die Notwendigkeit dafiir
ergibt sich aber schon allein aus der Anpassung der Messinstrumente an das unterschiedliche
Niveau verschiedener Schularten.

Beispiele zum Typ (3) ,,Anspruchsniveau

Bildung von differenzierten Kompetenzklassen im deutschen PISA-

Framework
[Neubrand, M. 2001]

Auch in diesem Framework geht man davon aus, dass die durch die Items zu erfassenden Lern- und
Denkprozesse nicht aus einer unverbundenen Nebeneinanderstellung von separierten Kompetenzen
bestehen konnen. Es wird versucht, in Kompetenzklassen Items zusammenzufassen, die qualitativ
unterschiedliche Denkprozesse erfordern.

Klasse 1A: Technische Fertigkeiten

Klasse 1B: Einschrittige Standardmodellierungen

Klasse 2A: Begriffliche Modellierungen

Klasse 2B: Mehrschrittige Modellierungen (ggf. integrativ / repetitiv)

Klasse 3: Strukturelle Verallgemeinerung

ZuKlasse 1A: Diese Klasse ist deutlich enger zu sehen als die ,,Symbolic, formal and
technical skills®. Es geht hier um Aufgaben, bei denen lediglich das Abarbeiten
eines in der Aufgabe selbst angesprochenen Algorithmus und keine Modellierung
erforderlich ist.

Zu Klasse 1B:  Einfache, einschrittige Modellierungen, bei denen lediglich die Ubersetzung

in ein Modell aus einem eng begrenzten, bekannten mathematischen Gebiet
erforderlich ist.
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Zu Klasse 2A: Die Modellierung greift nun nicht mehr auf ein einziges Standardmodell
zurlick. Es muss ein Zusammenhang zwischen Wissenselementen hergestellt
werden, der sich nicht nur auf die Durchfiihrung eines Algorithmus beschrinkt.

Zu Klasse 2B: Im mathematischen Modell sind mehrere Schritte zu kombinieren, Wissen
aus mehreren Zusammenhidngen oder Gebieten ist einzusetzen, einzelne
Wissenselemente sind mehrmals zu verwenden und aufeinander zu bezichen.

Zu Klasse 3: Den Ubergang zur (,,hochsten) Klasse 3 markieren Aufgaben, in denen
ausdriicklich eine Verallgemeinerung der Situation, das Entwerfen einer
umfassenden Strategie, die FEinbettung einer gegebenen Situation in einen
allgemeinen mathematischen Zusammenhang erforderlich ist.

Wir halten dieses Schema fiir die Klassifikation von Grundkompetenzen fiir nicht geeignet, da die
Kompetenzen der Klasse 3 (,,Strukturelle Verallgemeinerung®) nicht mehr als Grundkompetenzen
zu bezeichnen sind. Grundkompetenzen sollen ja Werkzeuge oder Bausteine sein, aus denen solche
hoheren Kompetenzen entwickelt werden konnen. Selbst bei der Klasse 2B miisste noch hinterfragt
werden, ob es sich dabei um Grundkompetenzen handelt. Andererseits werden wichtige
Grundkompetenzen nicht deutlich durch dieses Schema vertreten.

Taxonomie von Lernzielen nach Bloom:
Wissen
Verstehen
Anwenden
Analyse
Synthese
Bewertung

Eine in der Didaktik hiufig verwendete Taxonomie, wobei auch hier iiberlegt werden miisste, ob
»dynthese* als Grundkompetenz zu bezeichnen ist.

Verkniipfung verschiedener Taxonomien

In Anlehnung an Lernzieltaxonomien von Bloom und anderen, die im Buch von E. Wittmann
,»Grundfragen des Mathematikunterrichts® [Wittmann, E. 1981] aufgelistet werden, wiren folgende
Stufen denkbar:

S1: Reproduktives Wissen und reproduktive Fertigkeiten.
S2:  Anwenden von Bekanntem.

S3: Analyse: Aus verschiedenem Bekannten soll die richtige Entscheidung getroffen
werden.
S4:  Synthese: Aus verschiedenem Bekannten soll eine neue Strategie entwickelt werden.

S5: Offene Aufgaben: Es muss zuerst das Problem erkannt und formuliert werden, um
iiberhaupt mit der Suche nach einer Strategie beginnen zu kdnnen.

Fiir das Projekt ,,Mathematische Grundkompetenzen fiir die Sekundarstufe 11, das ja auch zum Ziel
hat, Grundkompetenzen zu messen, erscheinen uns nur S1 bis S3 von Bedeutung zu sein. S4 halten
wir fiir eine héhere Kompetenz und S5 ist eher durch Prozessmessung zu bewerten als durch eine
Produktmessung.
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4.2.3 Ein Vorschlag fiir ein 3-dimensionales Klassifikationsschema:

(1) Die mathematisch-inhaltliche Dimension

Algebra Zahlen, Arithmetik, Algebra umfasst... *

Geometrie Konstruktive Geometrie, Analytische umfasst ... *
Geometrie,
Trigonometrie

Analysis Funktionenlehre umfasst... *
Analysis

Stochastik Statistik umfasst...*
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Anderes nn umfasst...*

*_...daran arbeiten derzeit verschiedene Arbeitsgruppen (siche dazu Kapitel 4.3)

(2) Die mathematische Handlungsdimension

M Modellbilden,

umfasst alle  Aktivititen, die mit dem
Ubersetzungsprozess von Situationen, Zustinden
und Prozessen aus der Alltagssprache in die Sprache
der Mathematik zusammenhdngen. Es handelt sich
um die Kompetenz, sich fiir einen Losungsweg zu
entscheiden und diesen zu planen.

umfasst die Anwendung von  Verfahren,
Rechenmethoden oder  Techniken, die fiir das
mathematische Modell eine mathematische Losung
ergeben. Damit ist diese Kompetenz weiter zu sehen
als die reine Rechenfertigkeit. Eine Losung kann
auch durch Visualisierung oder durch Verwenden
von Tabellen usw. gefunden werden.

Mathematisieren
Q) Operieren, Rechnen
I Interpretieren und
Dokumentieren

umfasst  die  verschiedenen = Ebenen  des

Interpretierens und Dokumentierens, wie etwa

= die Analyse der Brauchbarkeit des Modells,

= das innermathematische Interpretieren der
Korrektheit der Losung,

= das Untersuchen der Brauchbarkeit der
mathematischen Losung fiir das praktische
Problem,

= die Dokumentation des Losungsweges und des
Ergebnisses
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Argumentieren und umfasst alle Aktivitdten, die mit Argumentieren, mit
Begriinden Begriinden und mit Beweisen zu tun haben. Dies
inkludiert auch ein Argumentieren betreffend die
Entscheidung fiir ein bestimmtes Modell oder fiir
einen bestimmten Algorithmus. Das Begriinden und

Beweisen umfasst induktive Vorformen
mathematischen SchlieBens bis hin zu deduktiven
Schlussfolgerungen.

Beispiele fiir Schiileraktivititen passend zu den 4 Kompetenzbereichen:

Bereich M: Modellbilden, Mathematisieren

Préazisieren von Sachverhalten (aus einem unscharf verbal formulierten Problem ein
Textkonzentrat machen)

Finden einer geeigneten Formel

Entscheiden fiir einen bestimmten Rechengang

Finden einer geeigneten graphischen Darstellung

Aufstellen einer Tabelle

Entscheiden fiir ein bestimmtes angebotenes Modell

Entscheiden fiir einen geometrischen Konstruktionsweg

Verbalisieren der Arbeitsschritte

Entscheiden fiir einen Funktionsprototypen (Gleichung, Graph, Tabelle)
Entscheiden fiir einen bestimmten GroBenvergleich (,,um wieviel®, ,,wieviel mal*)

Bereich O: Operieren, Rechnen

Kopfrechnen mit einfachen Zahlen

Rechnen mit Naherungswerten

Schétzen

Beherrschen numerischer Rechenverfahren (z.B.: Rechnen mit Dezimalzahlen, Briichen
usw.)

Zwischen verschiedenen Darstellungsformen {ibersetzen konnen (Bruchzahlen -
Dezimalzahlen; dm’ — Liter; usw.)

Beherrschen algebraischer Rechenverfahren

Gleichungen 16sen

Formeln umformen

In Formeln einsetzen

Graphisches Losen

Losen durch Bearbeiten von Tabellen

Geometrische Konstruktionen durchfiihren kénnen

Statistische Kenngréfen ermitteln

Mit Rechenwerkzeugen umgehen konnen
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Bereich I: Interpretieren und Dokumentieren

o Interpretieren eines verbal formulierten Problems im Hinblick auf eine geeignete
Modellentscheidung

J Innermathematisches Interpretieren der Korrektheit der Losung (durch mathematisches
Argumentieren, durch eine geeignete Probe)

. Interpretieren von Graphen

. Interpretieren von Gréf3enbeziehungen in einer Tabelle

. Interpretieren statistischer Daten

o Interpretieren der Brauchbarkeit und Korrektheit einer vorgegebenen Losung

. Interpretieren der Brauchbarkeit einer mathematischen Losung fiir das praktische
Problem

. Formulieren einer zum Problem passenden Antwort

. Interpretieren der sinnvollen Genauigkeit

. Dokumentieren des Losungsweges, entweder verbal oder durch mathematische
Argumentation

o Dokumentieren des Ergebnisses

Bereich A: Argumentieren und Begriinden

o Begriinden der Entscheidung fiir ein Modell
o Begriinden der Entscheidung fiir eine bestimmte Losung
o Durch Experimentieren zu einer Vermutung kommen und diese begriinden (induktives

SchlieBen)

. Innermathematische Begriindung der Rechenschritte, des Konstruktionsganges.

. Argumentationsbasis kldren (was kann man voraussetzen?)

. Fehler begriinden

. Aufgrund einer vereinbarten Argumentationsbasis einen Algorithmus, einen Satz, ein
Ergebnis begriinden

) Deduktives Schlieflen

(3) Die Komplexitat

Vorldufig hat die Gruppe dafiir keine Festlegung getroffen. Einigkeit besteht nur dariiber, dass
Grundkompetenzen bei niedrigen Komplexititsgraden einzuordnen sind.

Wesentlich ist aber, dass der Komplexititsgrad einer Handlungskompetenz bei verschiedenen
Inhalten verschieden sein kann. Auch das verwendete Werkzeug konnte den Komplexitdtsgrad
beeinflussen.
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Versuch einer Visualisierung des dreidimensionalen Schemas:

Komplexitit
Modellbilden Operieren Interpretieren Argumentieren
Mathematisiersn  Rechnen Dokumentieren  Begrinden
Handlung’sd.imensiun
Algebra
Analysis
Geometrie /
Stochastil /
Ahemaﬁsch-inhalﬂiche
Dimension
Grundkompetenzen
100 ”
a0 ’
a0 ’
70
B0 ’
Komplexitat 50 ’
a0+ AL
30 Stochastik
20 .
Analysis
10 !
0 Geometria
=
o = Algebra
L : Inhalte
= = z =
@ o @
o = =
© s =
3 =
Kompetenzen E m

Als Beispiel fiir die Beeinflussung der Hohe des Komplexitdtsgrades konnte etwa die Nutzung des
Werkzeuges CAS genommen werden: Dies wiirde eine Verringerung der Komplexitidt beim

Operieren, dafiir aber eine Erhohung der Komplexitit beim Begriinden und Interpretieren zur Folge
haben.
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4.3 Die mathematisch-inhaltliche Dimension in der Sekundarstufe Il

4.3.1 GRUNDKOMPETENZEN in der LINEAREN und NICHTLINEAREN

ANALYTISCHEN GEOMETRIE
(Dir. Mag. Helmuth Hickel)

Mathematisch — inhaltliche Dimension:

Handlungsdimension:
Modellbilden, Interpretieren,
Dokumentieren, Argumentieren

Lage eines Punktes bzw. einen Vektor mit Hilfe von
kartesischen Koordinaten finden und angeben.

Eine Definition eines Vektors angeben.

Rechengesetze interpretieren.

Vektoraddition, -subtraktion, -multiplikation mit einem
Skalar durchfiihren und geometrisch deuten.

Mittelpunkt einer Strecke bestimmen.

Betrag eines Vektors bestimmen konnen; Begriff des
Einheitsvektors

als Lange eines Vektors deuten

Skalares Produkt von Vektoren berechnen und damit
den Winkel zwischen zwei Vektoren berechnen.

Anwendungen des skalaren Produktes
kennen.

Parallelitdt und Orthogonalitdt von Vektoren erkennen
und anwenden;
Normalvektor im R, und R, bestimmen.

i-b=0 < orthogonal (5,5 #0)

Geradengleichung aufstellen:

Im R, gegeben: 2 Punkte oder Punkt und
Richtungsvektor oder Punkt und Normalvektor oder
Steigung und y-Abschnitt.

Im R, gegeben: 2 Punkte oder Punkt und

Richtungsvektor.
Wechsel der Darstellungsformen von Geraden.

Gerade als Graph einer linearen Funktion
deuten

Die Gleichung einer Ebene aufstellen;

Gegeben: 3 Punkte oder 1 Punkt und 2 geeignete
Vektoren oder 2 geeignete Gerade oder Punkt und
Normalvektor.

Wechsel der Darstellungsformen von Ebenen

Die verschiedenen Darstellungsformen
von Ebenen deuten

Die Normalebene auf eine Gerade durch einen Punkt
aufstellen.

Die Normale auf eine Ebene durch einen Punkt
aufstellen.

Punkt - Gerade
zwei Geraden

Lagebeziehung 1 Punkt - Ebene ; rechnerisch deuten.
Gerade - Ebene

zwel Ebenen

2 lineare Gleichungen in 2 Variablen
16sen und geometrisch deuten.
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Winkel zwischen 2 Geraden,
Winkel zwischen Gerade und Ebene,
Winkel zwischen 2 Ebenen bestimmen.

Vektorielles Produkt kennen und geometrisch deuten.

Anwendungen des vektoriellen
Produktes kennen

Abstand eines Punktes von einer Geraden,
Abstand eines Punktes von einer Ebene,
Abstand zweier paralleler Geraden bestimmen.

Kreisgleichung aus Mittelpunkt und Radius bestimmen.

Lagebeziehung Gerade — Kreis feststellen und das
zugehorige Gleichungssystem 16sen.

Schnittwinkel zwischen Gerade und Kreis bestimmen.

Schnittwinkel als Winkel zwischen
Gerade und Tangente definieren.

Tangente in einem Punkt des Kreises aufstellen.

Die Gleichung eines Kreises aus 3 Punkten der
Kreislinie bestimmen.

Kugelgleichung aus Mittelpunkt und Radius angeben.

Inhalte, die kursiv und fett geschrieben sind,
Schwierigkeitsgrad (Richtung Komplexitit) dar.

Komplexitit

Mathematisch-inhaltliche
Dimension

stellen einen um eine Stufe hdheren

> Handlungsdimension
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4.3.2 Grundkompetenzen in der ANALYSIS
(Mag. Sieglinde Fiirst)

Inhaltliche Grundkompetenzen, Operieren, Rechnen

Modellbilden, Begriinden,
Interpretieren,

Reelle Funktion (allgemein):

Mit dem Funktionsbegriff arbeiten.

Verschiedene Darstellungsmoglichkeiten von Funktionen
(Text Graph, Term, Gleichung, Parameterdarstellung,
rekursive Darstellung, Wertetabelle) kennen und Wechsel
zwischen den Darstellungsformen und
Bezeichnungsweisen durchfiihren.

Funktionsgleichung <> Funktionsterm

_8.p _8 2 _8 2
(zB. s(t)—zt oder y(x) 2x oder y 2)c)

Definitions- und Wertemenge finden.

Skizzieren einer Funktion unter Bertlicksichtigung der
wesentlichen Eigenschaften (z.B. Nullstellen eingrenzen,
Symmetrie).

Berechnen von Funktionswerten und von Argumenten bei
gegebenen Funktionswerten.

Schnitt von zwei (einfachen) Funktionen algebraisch und
graphisch durchfiihren.

Funktionen erkennen, Gegenbeispiele
finden

Zusammenhédnge von GroBen durch
eine Funktion ausdriicken kénnen
(...hdngt von....ab)
WINDOW-Einstellungen bei CAS-
Systemen bzw. Eingabe von
Funktionen

Aus Texte funktionale
Zusammenhédnge erkennen.

Aus dem Graphen Eigenschaften einer
Funktion ablesen.

Zeigen, dass ein Punkt auf dem
Graphen liegt.

Spezielle Funktionen:

1. Lineare Funktionen: Homogene und inhomogene
lineare Funktionen graphisch aus zwei Punkten, den
Abschnitten auf den Achsen und mittels k und d
darstellen.

k und d deuten.

Homogene lineare Funktion als
direktes Verhiltnis deuten.

Aus dem Term die Lage der Funktion
erkennen.

2. Rationale Funktionen der Form y = <.
X

Ein indirektes Verhéiltnis aus dem Term erkennen und
den zugehorigen Graphen zeichnen.

Moglichkeiten zur Unterscheidung von ,,direktem®,
,indirektem® und ,,keines von beiden* Verhiltnis
finden (Wertetabelle, Funktionsterm,
Verhiltnisgleichung, Graph)

Zusammenhénge der Struktur
A =B C von GroBen funktional
deuten (z.B. Ohmsches Gesetz).

3. Quadratische Funktionen:
Eigenschaften der Grundparabel y = x°.

Geometrische Deutung der
Koeffizienten in y = ax> + b,
insbesondere a < 0. Verbalisieren von
quadratischen Zusammenhéngen
(verdoppeln - vervierfachen)

4. Polynomfunktionen:
Zusammenhang zwischen Grad und Verlauf
verstehen.

“

Winkelfunktionen: Begriff der Periodizitét,.

Definitionsbereich wissen.

6. Exponentialfunktionen:
Prozentuelle Anderung pro Argumenteinheit ist
konstant; Prozentuelle Anderung aus einem Term
angeben , a* <> ¢,

Modelle fiir Wachstumsprozesse
(linear, exponentiell), diskretes und
kontinuierliches Wachstum.
Zinseszinsrechnung als ein Beispiel
erkennen.

4-20




7. Folgen als Funktion liber N erkennen.

Geometrische Reihen zur Losung von
Problemen der Finanzmathematik
verwenden.

8. Definition der Betragsfunktion wissen,
Betragsfunktion zeichnen.

Verschiebung im Koordinatensystem
bei z.B. |x+1] statt |x| erkennen.

9. Funktionen in mehreren Variablen: z.B.
Schaltfunktion, Schreibweise kennen z.B.: F(x,y)

Eigenschaften von Funktionen

1. Umkehrfunktion: Begriff der Umkehrfunktion kennen,
einige wichtige ,,Funktionenpaare* kennen (Potenzen-
Wurzeln; Exponential- und Logarithmusfunktionen),
Rechenregeln fiir Logarithmen beherrschen, einfache
Exponentialgleichungen mittels Logarithmieren 16sen.

Graphischer Zusammenhang von
Umkehrfunktionen, ev. Anderung des
Definitionsbereiches beriicksichtigen.

2. Nullstelle:
Begriff Nullstelle
Zerlegung einer Polynomfunktion in Linearfaktoren —
Anzahl von Nullstellen —Art von Nullstellen

Geometrische Deutung der
Diskriminante bei quadratischen
Funktionen.

Reelle Funktionen miissen paarweise
komplexe Nullstellen haben.

3. Begriff der Monotonie: Definition, einfache
Monotoniebeweise

4. Begriff des Grenzwerts: Einfache Grenzwerte
ermitteln. Unterschied zwischen Grenzwert einer
Folge und einer reellen Funktion verstehen.

Summe unendlich vieler Glieder kann
ein endlicher Wert sein.

5. Eine Vorstellung von Stetigkeit einer Funktion haben.

Begriff des Differenzenquotienten kennen, ihn verbal und
geometrisch deuten.

Den Differentialquotienten als Grenzwert verstehen, ihn
verbal und geometrisch deuten.

Mittels Grenzwertdefinition bei einfachen Funktionen den
Differentialquotienten errechnen.

Lineare Approximation einer Kurve
durch die Sekante bzw. Tangente.
Differenzen- und Differentialquotient
z.B. als mittlere und als
Momentangeschwindigkeit
interpretieren.

Regeln fiir das Differenzieren kennen und auf einfache
Funktionen anwenden.

Begriffe lokale Extremstelle, absolute Extremstelle und
Terrassenpunkt unterscheiden.

Art der Extremstellen graphisch oder
mit Hilfe der Differentialrechnung
begriinden.

Kosten- Nachfrage- und
Gewinnfunktionen mittels
Differentialrechnung diskutieren.

Zusammenhang zwischen Monotonie, Kriimmung und
Differentialquotient herstellen.

Zu empirischen Daten (Informationen) passende
Funktionen ermitteln.

Optimierungsaufgaben mit Mitteln der
Differentialrechnung oder graphisch 16sen.

Einfache Extremwertaufgaben mit
keiner bzw. einer Nebenbedingung
16sen.

Das bestimmte Integral als Zahl zwischen Obersumme
und Untersumme verstehen.

Das bestimmte Integral als Summe vieler kleiner Produkte
kennen. Berechnung des bestimmten Integrals mittels
Stammfunktionen.

Verstehen, dass die Giite der Ndherung
von der Intervalllinge abhédngt.
Integral durch endliche Summen
anndhern.
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Integrieren als Umkehrung zum Differenzieren verstehen.

Polynomfunktion, Winkelfunktionen, ¢* integrieren,

f la’x wissen.
X

Anwendung der Integralrechnung auf Flachen- und
Volumsberechnungen.

Wissen, dass Methoden der
Differential- und Integralrechnung in
vielen Anwendungen bendtigt werden
(z.B. Kosten, Arbeit, Leistung,
Induktionsspannung, Weg,
Geschwindigkeit, etc.)

Die Differentialgleichung y'= k.y als wichtiges Modell
erkennen und die Losung wissen.
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4.3.3 Grundkompetenzen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
(Mag. Martin Dangl)

Arbeitspapier zu Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, Grundkompetenzen

1) Zum Wahrscheinlichkeitsbegriff

Wabhrscheinlichkeit als MaB fiir eine Erwartung, dass ein Ereignis E eintritt.
Ausgedriickt durch eine Zahl P(E) mit 0 < P(E) < 1;

Sicheres Ereignis — Wahrscheinlichkeit 1;
Unmogliches Ereignis — Wahrscheinlichkeit 0.
Gegenereignis: P(—E) =1 - P(E)

2) Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten
v" Verschiedene Methoden, um zu Wahrscheinlichkeiten zu kommen
= Wahrscheinlichkeit als relativer Anteil
= Wahrscheinlichkeit als relative Haufigkeit
Dadurch auch verschiedene Deutungen von Wahrscheinlichkeitsaussagen

v" Wabhrscheinlichkeit als relativer Anteil
Mathematische Beschreibung von Zufallsexperimenten (Spezialfall: Laplace-Experimente)
* Grundwissen

Abhingige und unabhéngige Ereignisse
Sowohl-Als Auch—Wahrscheinlichkeit
Entweder-Oder-Wahrscheinlichkeit
Pfaddiagramme
(Bedingte Wahrscheinlichkeit?)
A
P(4) G
v" Wahrscheinlichkeit als relative Haufigkeit
Auswertung und entsprechende grafische Darstellung von Versuchsreihen
(> beschreibende Statistik)
Entsprechende Deutung und Einschitzung von Wahrscheinlichkeitsaussagen, die auf Grund
von Haufigkeitsverteilungen erstellt werden.

3) Diskrete Zufallsvariable und deren Verteilungen
v Begriff der Zufallsvariablen
Den Begriff (Definition) zur Beschreibung entsprechender Aufgaben verwenden konnen.
Was bedeutet ,,diskret*?

v" (Relative oder absolute) Hiaufigkeitsverteilungen

zur Auswertung entsprechender Versuchsreihen erstellen
Berechnung des Mittelwertes und der empirischen Standardabweichung
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v" Wahrscheinlichkeitsverteilungen
von entsprechenden Zufallsexperimenten erstellen und grafisch darstellen.
Berechnung des Erwartungswertes und der Standardabweichung.

v' Zusammenhang Hiufigkeitsverteilung — Wahrscheinlichkeitsverteilung
Bedeutung des Stichprobenumfanges.
Bei groBBem Umfang ndhert sich die Héufigkeitsverteilung der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung an
Wiederholungen einer Versuchsserie zeigen nur geringe Schwankungen in den Verteilun-
gen.

4) Die Binomialverteilung
Als Spezialfall einer diskreten Verteilung

v" Grundwissen
unter welchen Voraussetzungen ist eine Zufallsvariable binomialverteilt?
Anwendung der entsprechenden Formel

5) Stetige Zufallsvariable und ihre Verteilungen

v’ Begriff einer stetigen Zufallsvariablen
Den Begriff zur Modellierung von entsprechenden Problemstellungen anwenden kdnnen.

v" (Relative oder absolute) Hiufigkeitsverteilungen
Unterschied zum diskreten Fall: Einteilung des Wertebereiches der Zufallsvariablen in
Teilintervalle.
Darstellung der Verteilung durch Tabelle oder grafisch durch Histogramme.

v" Wahrscheinlichkeitsverteilung
Wird grafisch dargestellt durch eine stlickweise stetige, nichtnegative Funktion
(Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion) mit
P(a £ X <b) entspricht dem Inhalt der entsprechenden Flache unter dem Graphen
Der Gesamtflacheninhalt unter dem Graphen ist gleich 1.

v' Zusammenhang Hiufigkeitsverteilung — Wahrscheinlichkeitsverteilung

Bei Vergroferung des Stichprobenumfanges néhern sich die relativen Haufigkeitsverteilun-
gen der Wahrscheinlichkeitsverteilung an.

6) Normalverteilung

v" Die Gaufische Glockenkurve ¢
Beschreibt die Normalverteilung

[Termdarstellung von ¢: ¢(x) = eventuell verzichtbar]

424



» Die Form der GauBschen 7Glockenkurven fiir verschiedene Standardabweichungen

0.05
Glockenkurve skizzieren;

* Einfluss der Parametern p
(Erwartungswert) und o
(Standardabweichung) 0 on
grafisch angeben. '

0.02
0.01

v' Bedeutung der Normalverteilung
als Grenzverteilung der Binomialverteilung.
Zum praktischen Rechnen: Approximation der Binomialverteilung durch die
Normalverteilung.
In der Praxis: Sehr viele Zufallsvariable sind (anndhernd) normalverteilt.

v' Wichtige Abschiitzungen

P(p—o < X < put+o) = 0,70

P(u—20 < X < p+26) ~ 0,95 00
P(u-3c <X <pt30) = 1 0.0
0.0
0.0

pu-20 u u+20

v Standardisierung der Glockenkurve

- Alle Glockenkurven konnen
durch eine standardisierte re—
prasentiert werden.

- Transformationsformeln fiir die
Intervallgrenzen anwenden.

- tabellarischer Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten
d(z)=P(X £ ptz-0).

U+O  U+ZO

[Mathematischer  Hintergrund
verzichtbar]
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7) Testen von Hypothesen

v Die Grundidee (,,Logik*) eines statistischen Tests verstehen
Der Test als Analogon zu einem indirekten Beweis. (Malle)
Analogie zu einem Indizienverfahren bei Gericht.
Worin besteht der Test? An einer entsprechenden Grafik (Glockenkurve) erldutern.

= Was ist die Behauptung, die durch den Test moglicherweise verworfen werden soll?
Was ist ihre Negation?
Nullhypothese; Alternativhypothese.

=  Wann gilt das Stichprobenergebnis als sehr unwahrscheinlich?
Unter welcher Voraussetzung?

= Was bedeutet ,, Irrtumswahrscheinlichkeit®?
Z. B.. ,Eine Behauptung wird durch einen statistischen Test mit der maximal
zugelassenen Irrtumswahrscheinlichkeit ¢ verworfen.*

= Festlegen von o.
Was bedeutet es fiir das Testergebnis, wenn ¢ extrem klein ist?

= Angenommen, die Behauptung kann durch den Test mit der maximal zugelassenen
Irrtumswahrscheinlichkeit ¢y nicht verworfen werden. Was folgt daraus?

= Finseitig” bzw. ,,zweiseitig* testen?
Wie lautet die Alternativhypothese?

v Durchfiihrung des Tests mit Hilfe der Normalverteilung
= Berechnung von p und o aus n (Stichprobenumfang) und p (Nullhypothese):
u=n-p; o=4n-p-(1-p)

[Mathematischer Hintergrund?]

=  Qrafische Darstellung
Verwendung der Glockenkurve zur Interpretation des Ergebnisses.

8) Schiitzen von Anteilen

v" Problemstellung
Ein unbekannter relativer Anteil p einer Grundgesamtheit soll durch eine Stichprobe
abgeschatzt werden.
[ Zusammenhang relative Haufigkeit — Wahrscheinlichkeit als relativer Anteil]
Punktschiatzung — Intervallschitzung

v" Was ist ein Konfidenzintervall?
= Ein 95%-Konfidenzintervall besteht aus allen Schitzwerten fiir p, die durch einen

zweiseitigen Anteilstest mit der Signifikanz 0,05 nicht verworfen werden konnen.
[Berechnung eines Konfidenzintervalls verzichtbar]
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5 OFFENE AUFGABENSTELLUNGEN zum THEMA
PROBLEMLOSEN

von Mag. Gerhard Hainscho

5.1 Gedanken zu einer neuen Aufgabenkultur

Bereits im Rahmen des Forschungsprojektes ,Neue Medien und Methodik im
Mathematikunterricht* beschéftigte sich die damalige Projektgruppe 2 in den Jahren 1999 und 2000
intensiv mit der Frage nach Qualitdt im Mathematikunterricht. Entsprechend unserer Auffassung
bedeutet diese Frage eine Auseinandersetzung mit dem Thema auf zumindest 3 verschiedenen
Ebenen:

1. Formulierung und Reflexion einer ,,Bildungsphilosophie*
2. Formulierung und Evaluation von Zielen des Mathematikunterrichts

3. Konkretisierung der Ebenen (1) und (2) durch Erstellung bzw. Auswahl addquater Aufgaben
fiir den Mathematikunterricht

Die damals begonnene Diskussion wurde auch im Rahmen des neuen Forschungsprojektes
» Technologie im Mathematikunterricht*

in den Jahren 2001 und 2002 fortgesetzt. Die folgenden Gedanken beschiftigen sich vorwiegend
mit der untersten der genannten Ebenen, also der Erstellung bzw. Auswahl ,qualitdtsvoller*
Aufgaben fiir den Mathematikunterricht, wobei die ,,Qualitdt” der Aufgaben mehr umfassen muss
als nur das mechanisierbare Rechnen, keinesfalls aber mit groBerer Schwierigkeit verwechselt
werden darf. Der Schwierigkeitsgrad einer Aufgabenstellung héngt hauptsédchlich von der mehr
oder weniger gezielten Vorbereitung ab, eventuell von der Unterrichtsform, aus der Formulierung
der Aufgabe alleine kann jedenfalls nicht auf ihr Anspruchsniveau geschlossen werden.

Auch im oben erwéhnten Vorgingerprojekt wurde bereits eine Reihe von Aufgaben vorgestellt, und
zwar - angeregt durch die Diskussion um Qualititsstandards - vorwiegend zur Uberpriifung
mathematischer Grundkompetenzen. Zur Prézisierung dieses Begriffs mochten wir anmerken, dass
nach unserer Interpretation

Grundkompetenzen < Kernbereich < Unterrichtsinhalte < Studierfihigkeit

gilt. Mit anderen Worten: (mathematische) Grundkompetenzen stellen eine unterste Ebene dar,
gewissermallen die Bausteine, die die Bearbeitung und Losung von (mathematischen) Aufgaben
erst ermoglichen. Da aber - um bei diesem Bild zu bleiben - einzelne Bausteine erst dann ihren
Zweck erfiillen, wenn sie zu einem Gebdudeganzen zusammengefiigt werden, wollen wir den Blick
nicht allzu sehr auf Aufgaben zu einzelnen, isolierten Grundkompetenzen beschrinken, sondern
exemplarisch zeigen, wie erst die Kombination solcher Kompetenzen zu ,,echten, interessanten
Aufgabenstellungen fiihrt. Ein Schwerpunkt der Projektarbeit war daher die Erstellung und
Erprobung solcher Aufgaben.
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Die im Folgenden als ein Produkt unserer Arbeit vorgestellten Aufgaben sollen eine Reihe von
Kriterien erfiillen:

»  Die Aufgaben sollen vernetztes Denken erfordern, d.h. mathematische Inhalte verschiedener
Themenkreise bzw. Schulstufen sollen innerhalb einer Aufgabe vorkommen, auch aufer-
mathematische Fragen konnen eingebaut werden. Solche Aufgaben eignen sich besonders zur
Wiederholung bzw. zur Arbeit in hoheren Klassen, um bestimmte Themen von einer héheren
Warte aus iiberblicksméBig zu bearbeiten.

Angaben wie z.B. ,,5. /7. Klasse* bedeuten, dass sowohl Inhalte der 5. als auch der 7. Klasse
AHS zur Lésung der Aufgabe benotigt werden.

»  Das mathematische Niveau der Aufgaben soll nicht allzu hoch liegen; im Konkreten geht es
in den folgenden Aufgaben ,nur* um quadratische Gleichungen und Funktionen, die mit
Methoden bearbeitet werden, wie sie von der 5. bis zur 8. Klasse AHS gelernt werden.

»  Die Aufgaben sollen eine Vielfalt an Kompetenzen erfordern, also neben der typischen
Rechenkompetenz des traditionellen Mathematikunterrichts auch hohere Kompetenzen wie
Modellbilden, Methodenwahl, Argumentieren und Begriinden, Neuinterpretieren bekannter
mathematischer Modelle in anwendungsorientierten Fragestellungen und anderes mehr. Auch
allgemeinere und nicht spezifisch mathematische Kompetenzen wie Recherchieren und
Prisentieren sollen gefordert werden.

»  Die Aufgaben sollen Ausblicke auf typische Arbeitsweisen der Mathematik ermdglichen.
Z.B. erfolgt durch die Analyse der Parameter einer Funktionsgleichung ein typisch
mathematischer Blickpunktwechsel, wonach Funktionen selbst als mathematische Objekte
neu bzw. anders betrachtet werden.

»  Die Aufgaben sollen die historische Entwicklung der Mathematik einbeziehen.

»  Die Aufgaben sollen offen sein fiir unterschiedliche Unterrichtsformen, Werkzeuge und
Problemldsestrategien.

»  Die spezielle Rolle der Technologie - insbesondere von Computeralgebra-Systemen - wird
bei jeder Aufgabe besonders hervorgehoben.

Zu allen vorgestellten Aufgaben liegt eine Ausarbeitung vor, gelegentlich werden auch Handling-
Hinweise fiir den Einsatz eines CAS-Rechners (TI-92 Plus) gegeben. Obwohl hin und wieder
verschiedene Losungsansitze dargestellt werden, sind in der Regel weitere Ansétze moglich.

Im Gegensatz zu anderen Zielen der Projektgruppe 3 wurden die vorliegenden Aufgaben nicht zum
Zweck der Leistungsmessung bzw. fiir den Einsatz in Priifungssituationen entwickelt, obwohl
natiirlich auch diese Moglichkeit besteht, insbesondere wenn man bedenkt, dass es erklirtes Ziel der
Gruppe ist, bestehende Formen der Leistungsmessung durch neue bzw. alternative Moglichkeiten
zu erweitern. Eine Ubersicht iiber diese und andere Ergebnisse des Forschungsprojektes finden Sie
auf den Internet-Seiten von ACDCA: http://www.acdca.ac.at/.

Die Auswahl der Aufgaben ist keine Wertung, welche mathematischen Inhalte unbedingt behandelt
werden sollten, sondern umgekehrt: Wenn man diese Inhalte behandeln mdchte, dann erscheinen
uns die vorliegenden Aufgaben als wertvoll.

Alle Aufgaben sind als eine exemplarische Auswahl unserer Vorstellungen und Ziele zu sehen, vor
allem aber als Anregung fiir die Entwicklung eigener Aufgaben in diesem Stil.
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5.2 Quadratische Funktionen

Die quadratische Parabel y=x" (gepunktet) ist im Koordinatensystem nach rechts unten
verschoben. N; (3 | 0) und N, (7 | 0) sind die Nullstellen der neuen Kurve (Abb. 1).

I

-:3,4:0\/{?/@}

Abb. 1
a)  Wie lautet die Gleichung der neuen Kurve?
b)  Ermittle mit und ohne Differentialrechnung die Koordinaten des Scheitels der neuen
Kurve.
c)  Berechne die Nullstellen der in a) ermittelten quadratischen Parabel:
- Lose die entsprechende quadratische Gleichung durch Erginzung auf ein
vollstdndiges Quadrat.
- Wiederhole die Rechnung mit mindestens einer weiteren Methode.
d) Welche Aussage beziiglich der Anzahl der reellen Ldsungen einer quadratischen
Gleichung ldsst sich aus der geometrischen Deutung ableiten?
e)  Welche Aussage beziiglich der Anzahl der reellen Losungen einer Gleichung 3. Grades
lasst sich aus der geometrischen Deutung ableiten?
Zusatzfragen
A)  Wie lasst sich ,,Ldsen einer Gleichung® fiir Gleichungen der Form

- F(x)=0
- F(x)=x
- F(x)=G(x)

geometrisch deuten?

B)

0

D)

Fiir welche x aus der Menge der reellen Zahlen gilt

- X —10x+21<0

- X —8x+12>0

Wer war Frangois Vieta? Wann und wo hat er gelebt, mit welchen mathematischen
Themen hat er sich beschéftigt, welche Biicher hat er geschrieben? Erstelle eine

Priasentation mit den FErgebnissen deiner Recherche und vergiss nicht, alle
Informationsquellen zu nennen!

Wie lautet der Fundamentalsatz der Algebra? Wer hat ihn wann bewiesen? Erstelle eine
Prasentation mit den Ergebnissen deiner Recherche und vergiss nicht, alle
Informationsquellen zu nennen!
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Ziele -

Algebraische Beschreibung und Behandlung geometrischer Situationen.
- Geometrische Deutung algebraischer Terme.

- Recherchieren und Prasentieren.

- Methodenkompetenz, vernetztes Denken, Argumentieren und Begriinden.

CAS Nicht zwingend erforderlich, aber hilfreich als Werkzeug
- fiir numerische und symbolische Berechnungen;
- zur Visualisierung von Funktionen.
Losungen
a) Satz von Vieta (Frangois Victe oder Viéta, 1540 - 1603):

b)

Sei x* + px+ g =0 eine quadratische Gleichung mit den Losungen x;, x;

= X +x2 =D, XX =9, x2+Px+q:(x_x1)'(x—x2)

y=(x-3)-(x—=7)=x>—10x+21

Losung mit Differentialrechnung:
> y=x"—10x+21
y'=2x-10=0
S(5|-4)

Losung ohne Differentialrechnung:

> Mitte der Nullstellen: x = % B+7=5, yO)=-4 = S |—4)

> oder: y=x"—10x+21=(x—5)" -4 = S(5|-4)

Nullstellen (Abb. 2):

Losung mit ,,quadratischer Ergdnzung*

I’Fi T Fer Trsv]’ ruv]’ 3 T FE™ T]
vﬂ AlgebralCalc|Other|PrgmId|Clean Up

mfod0x+2l=0 wZ-10-w+21=0
m[xZ - 1@+ 21 =0) - 21 (10272
xZ - 10-x+25=4

lFac,t,Dr*[xz—lEl-x+25=4:] (X‘5:|2=22
W —-S5={-2 2 w=0={-2 2
m(x-S5={-2 23|+5 w={3 T3

Losung mit Substitution

I’Fi T Fer Trsv]’ ruv]’ 3 T FE™ T]
vﬂ AlgebralCalc|Other|PrgmId|Clean Up

o+ 2l =0 w=100240 tE-4=0
mt={-2 23 t=({-2 23
mx=l0e2+t|t=0-2 2} x=4{3 72

[ALIL] EAD AUTO FUHC E/20

[ALIL] EAD AUTO FUHC =/30
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d)
e)

A)

Tabellierung

ermdglicht numerische Losung mit beliebiger Genauigkeit

1

# ul
G, 21.
1. 12,
2. =
R
EN -3,
5. -4,
. -3,
T .
»=3.
Al DEG AUTO FLUHC

Faktorisierung
mit Begriindung: ein Produkt ist 0, wenn ...

I’Fi T Fer Trsv]’ ruv]’ 3 T FE™ T]
vﬂ AlgebralCalc|Other|PrgmId|Clean Up

m factor[xZ - 18- + 21 = @)
(=71 (=x-31=0

[ALIL]

DEG AUTO FUHC 1/%0

Abb. 2
=  N@3|0), N,(7|0)
3 Fille je nach Lage der quadratischen Parabel: 0, 1, 2 reelle Losung(en);
Fiir jede Lage der kubischen Parabel: mindestens eine reelle Losung (Abb. 3):
viﬂ ZFI:ECTN Trf;n:e Reg!Frl'*aph mi—.sfh D:*E;w v?
keine reelle
Lasung
1 reelle ;
"Doppellisung" /'rrjégﬁztﬁgiurlwg
2 reelle Lasungen
AN RAD AUTO FUHWE AN RAD AUTO FUHWE
Abb. 3
F(x)=0: Ermittlung von Nullstellen
bzw.
Schneiden mit der x-Achse
F(x)=x: Ermittlung von Fixpunkten
bzw.
Schneiden mit der 1. Mediane
F(x)=Gx): Ermittlung von Schnittpunkten
bzw.
Schneiden mit einer anderen Kurve

Abb. 4
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B)

T _Fev

For Far

~ f—|Zoam Tr‘ac,e Regraph I"Iath Ot-aw|+

HMAIN

DEG AUTO

2_10x4+21<0 fir 3<x A x<7

1T Fev

FEr Fa= F7

- f—|Zoam Tr*ai:e Regraph Math|Oraw]-

HMAlN

DEG AUTO

FUNC

2_8x+12>0 fir x<2 V x>6

Abb. 5
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5.3 Reflexion

Gegeben sind die Parabel par: y* = 4x und die Gerade g;: y=6 (Abb. 1).

a)  Ermittle die Koordinaten des Brennpunktes sowie die Gleichung der Leitlinie / der
gegebenen Parabel!

b)  Ermittle die Koordinaten des Schnittpunktes 7 von par und g!
c)  Ermittle die Gleichung der Tangente ¢ an die Parabel in diesem Schnittpunkt!

d) Welchen Winkel schlieBen g; und ¢ ein? Ermittle auBerdem den exakten Wert von
tan 20!

e) Spiegle g; an t; ermittle die Gleichung der gespiegelten Geraden g!
f)  Ermittle die Koordinaten der Nullstelle von g,! Was fillt auf?

T-"W !

P
P
par AH

g)  Wiederhole die Rechnung fiir die Parabel par: y* = 2px und die Gerade g1: y=c.

h)  Formuliere die beobachtete Eigenschaft in Worten! Kennst du Anwendungen dieser
Eigenschaft?

Zusatzfragen

A) Zeige, dass weder Ellipsen noch Hyperbeln diese Reflexionseigenschaft besitzen.
2

B) Die Gleichung y = % beschreibt einen Schnitt durch einen Parabolspiegel (Abb. 2).

Im Brennpunkt befindet sich eine Lichtquelle, die einen Lichtkegel mit Offnungswinkel 2¢ in
Richtung Scheitel wirft.

Abb. 2

- Wie grof3 ist der Radius der Lichtsdule fiir ¢ =30°/ ¢ =45°/ ¢ =90°?
- Stelle den Radius der Lichtsdule als Funktion 7(¢) fiir 0° < ¢ < 90° grafisch dar!
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Ziele - Algebraische Beschreibung und Behandlung geometrischer Situationen,
Festigung von Rechentechnik.
- Erkennen und Nachweis geometrischer Gesetze.
- Methodenkompetenz, vernetztes Denken, Argumentieren und
Begriinden.
CAS Nicht zwingend erforderlich, aber hilfreich als Werkzeug
- fiir numerische und symbolische Berechnungen;
- zur Visualisierung von Funktionen.
Losungen
— — P _
a) 2p=4 = p=2= E_l
F1|0), I x=—1
b) par N gi:
woolveluf=4-% and u=6, {x ul)
®=9% and u=¢g
T 6)
c) Tangente (Losung mit Polaren = Tangentengleichung):

d)

Byl g=p(xl+x)]|x1=9 and yl =& and p=2
Gryg=2(=x+9)
W expand(solue(G g=2 (= + 2, 4]) g=%+3

oder (Losung mit implizitem Differenzieren):

2 1
yi=dr = 2yy'=4, == YO =
y 3

my=k-x+d|x=9 and u=6 and k=1-3

t=d+3
Bonluslt=d+ 3,d) d=73
t: y—1 x+3
3

Zgl t
tana:% = «a=18,435°

2-tan o 3
tan2q¢ = —— =

1—tan’ « _E
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3
k, =tan2a = —
my=k-x+d|x=9 and u=6 and k=34

&=d+ 274
meoluelt=d+ 274, d) = - 3.4

3 3

& y=—X——

4 4

f) Nullstelle: y =0

Boglue(3sd-w — 304 =0, =) x=1

N(1|0)

= Nullstelle = Brennpunkt

g) ¥ =2px

p p
F(=0), I x=—=
FGlo. a3

par N gi:

l5-:-1ue|:1=|2=2-p-x and g=c, tx .=|}:I

=z and y=c

2
c
T(—|c)
2p
Tangente:
52
myl-y=pxl+x)|xl= 55 and yl=c
— 2
E.H=2P++G
A 2
u expand[snlue[c g = 2p++c, » ':I]]
s 2t
p c
tty=—x+—
c 2
2-tan 2¢
tana:B = tan2a = — = p2
c I-tan"ax ¢ " —p
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&2

z N
my=k-x+d|== c,. and y=c and k=£
Z2p 52—p2
2
C= Ep 2+i:+-:i
cE-p
Rl S
Bzpoluelc = c,zp 2+i:+-:i,|:i d= EEPE
CE-p cE-p
) 2cp cp2
82 Y= X 2

c—p c —p

Nullstelle: y=10

R s
lFactDP[EEGPEK— GEF'2=EI]
CE-p cc—-p

cplZou—pl
(c+p)(c—-F)

copl2om-pl
o (S ey -0

0]

= _ =Pk  _
®= or (ctFl(c—F) o}

r
N<2|0>

= Nullistelle = Brennpunkt

h) Fiir jede Parabel gilt: achsenparallele Strahlen werden durch den Brennpunkt reflektiert.

Anwendung: Parabolspiegel, z.B. bei Satelliten-Antennen, Teleskopen (— Arecibo, ...),
Solarkraftwerken (— Odeillo, ...), Richtmikrophonen, Scheinwerfern, ...
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A)
Ellipse

ZB.: ell :3x* +4y° =48, g :y=3

2 2
Brennpunkte: 3i+4L=
48
= ezzaz—b2:§—§:4
3 4 °

F(=2|0), F(2|0)

ellNg:

lsnlue[E-x2+4-92=48 and g=3, {x u}]
¥x=2 and y=3 o~ x= -2 and y=3

T,(-2|3), T,(2|3)

Tangente in 77:

BE-xlow+d-ygl-u=48|xl = -2 and gyl =3

12-y-6-x=48
mexpandisoluell2- g —6-x =48, 41

H=%+4
' 1
, .y—E-x—|—4
1 2-tan 4
tana=— = tan2a=———-5—=—
2 I—tan"ax 3
&2:
l'=|=k-><+d|><= -2 and u=3 and k=4-3
I=d-53
BepluselI=d-8-3,d) d=17<3
4 x+17
8, Y 3 3
Nullstelle: y =0
mzolueld 3w+ 173 =0, %) ®=-17r4
17
N(——|0
(-3 | 0)
= Nullstelle # Brennpunkt
e 9
[ \
f://’ /
ell
3z
Abb. 3

Zur Widerlegung reicht jeweils ein konkretes Gegenbeispiel:

Hyperbel
ZB.: hyp:4x’—y =20, g :y=4

4 2 2
Brennpunkte: BT

20

= e2:a2+b2:¥+2022

F(=5]0), F(5]0)

hyp N gy1:

lsnlue[4-x2—gz=2lﬁ and g=4,4{x g})

¥x=3 and y=4 ar x= -3 and u=4

T.(-3|4), T,3|4)

Tangente in T:
m4-xlox-yl y=20|%x1=3 and ul =4
12w —-4-g=20

Beglyell?-w—d4-g=20,4) y=3-x-5

t,:y=3-x-5

2-tana
tana=3 = tan2a0=——=

3
l—tan’ __4

&2:
ll=|=k-><+d|><=3 and gy=4 and k= -3-4
d4=d-3-4
B sglueld =d-9-4,d) d =254
3 +25
giy=——x+—
4 4
Nullstelle: y =0
Beoluel - 349w+ 23054 =0, 1) ¥ = 2543
25
VGO

= Nullstelle # Brennpunkt

b
/AN

it

Abb. 4



Mit CAS-Unterstiitzung ist die Rechnung auch allgemein machbar; z.B. fiir

2 2

P KLY Cy—
Ellipse: ell.?—l—?—l, g :y=c

ellmgl:

2 2
l5-:-1ue[—+l=l—2—1 and gu=c, {x g}]
]
2

52
2 2 __ 2 z 2

b . -
LE,]}EI and a# 0 and b# 0 or ::{—HTG

}=:=— and g=c and

aNb e |c> 7,7 b |c)

andk

Tangente in 77:

.::{1-:x:+'=|1-'=|_

=1|=l= and gl =c
-Ea2 b2 | b
ooy bz—cz-}:_l
b2 a-h -
Z zZ
b —
-expand[Enlue[ = = Gb K=1,H]]
_b-Jbz—cz-x i:p_2
4= ac [
b-y b* —¢* b’
tl [1 y= x+_
a-c C
b b*—¢’ 2-tan o 2abc-+] b* —c¢?
tanag =——— = tan2a = —=—- Y -
a-c l—tan°x  a’c—b - (b —c”)
&2
- | 2__2 T -
'H=H'K+d|}i=% and u=c and k= 2EEIEI'J I-iu? ; 52
at-c-h -[h —r:,]
- -2 b2 (b2 - ] _zbZ-c(zc+d)
2(),2 22 2
T PR -[b - C2b?-cizctd)
[az-cz—bz-[bz—cz]]-c =

[az-[E-bE - ,;2] - I-::E-[I-:n2 - ,:2]]_,;
a2, E_bE_[bE_GEJ

Z-a- I-::J [-32'[E'bz—ﬂz]—bz'[bz—cz]]-c

az-cz—bz-[b ]-x+ az-cz—bz-[bz—cz]

d =

.H=
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Nullstelle: y =0

2-a-b- +

al. 2_b2_[b2_52] EE_GE_bE_[bE_EEJ

c-[E-a-b- hz—52-x+52-[2-b2—52]—hz-[bz—cz]]
az-cz—bz-[bz—czj

u Factc-r*[ =

Jbz—cz-c-x [52'[2'*2'2—EEJ-EE'[bE—GEH-c}

c-[E-a-b-Jbz—cz-x+az-[2-b2—c2]—bz-[bz—cz]]
mzolue =0, x
aZ.c2- I-:-E-[h2 - 52]
{22262 -22) - 62.[p2- 7] c
x = ar =0
z-ab-lpZ-c2 a2-c?-p2.[p2-c2)

= Nullstelle # Brennpunkt

B)

b=} =}
2/ \\1 Abb. 5
2

X 2
=— = x =8
y 3 y
2p=8 = p=4= —=2

F(0|2)

Gleichung von g;

»  fir ¢=30°
k=—tan60°=—/3, d=2
g :y=—3-x+2
par N gy:

2
l5n:-1ue[l=|=KT and u= ~[3-x+ 2, Iw u}]|x}El
w=-a[[F-2] and u=-2(4.-[3-7)

e =42—-3)=1072

»  fir p=45°
k=—tan45°=—1, d=2
8 ty=—x+2
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par N gy:

z
l5n:-1ue[g=x? and u= "+ 2, {x g}]|x}El

w=4-[[Z-1) and y=-2-[2-[Z-3)

rs=4(/2-1)=1657

»  fur ¢=90°:
k=0,d=2
g y=2

par N g;:

2
lsalue[u=% and u=2,{x u}]|x}El

#=4 and y=2

\
I
N

90

»  flr beliebige Werte von ¢:

k=—tan (90—¢)=— ,d=2
tan
1
& y=- x+2
tan
par N gr:
}:2 -1
®soluvely=—7 and u=m-x+2,{x g ||= >0
_ 4-[|n:-:-5(|:-:|| —I:n:-:-s(p:ljz] _ '2-[2-|c,-:-5(p:|| —I:r:,-:-SI:p:I:I2 - 1]
T empeesty (sin()?
2
4[] el - Cpl
n [GDS F (cos(p)) ] i pl Oore

SinCpl-cosip)

Grafische Darstellung (Abb. 6):

gl=rix |0 ¢ % and x < 90

1" |_Fer Fz FY4 For Far* JF7

~ f—|Zoam|Trace[Rearaph|Math|Draw| -

HMAlN DEG AUTO FORE HMAIN DEG AUTO FUNC

Ce] [winbow] - x =0..100 / y = 0..5 [¢][TbiSet] - tbIStart=0/ Atbl =15

and sinCpar# 0 ar b

Abb. 6
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5.4 Parabelsegment

2

Gegeben sind die Parabel par:y= —%—1 und die Gerade g, :y = %x —13 (Abb. 1).

a) par und g; schneiden einander. Ermittle die Koordinaten der Endpunkte P und Q der so
entstehenden Sehne!

b)  Ermittle die Koordinaten der Endpunkte R und S der zu PQ parallelen Sehne g, durch (0 | -7)!

c) Ermittle die Koordinaten der Mittelpunkte der Sehnen PQ und RS sowie die Gleichung der
Geraden g3 durch diese Mittelpunkte!

d) Schneide par mit g3 und ermittle die Gleichung der Tangente an die Parabel in diesem
Schnittpunkt 7" in der Form y = kx + d. Was fillt auf?

e) Ermittle die Fldche des von par und g; gebildeten Parabelsegments. Nach Archimedes betrigt
die Fliche dieses Segments 4/3 der Fliche des Dreiecks POT. Uberpriife diese Behauptung!

f)  Wiederhole gegebenenfalls die Berechnung der Dreiecksfliche POT mit der Polygonformel
von Carl Friedrich GauB}, wie sie im Vermessungswesen verwendet wird!

5 b
5 Ll
91
R [
P
par- Abb. 1

Zusatzfragen

A)  Erldutere die Polygonformel von Gauf3 durch Skizze und Rechnung!

B) Entwickle ein Programm APOLY, das die Koordinaten eines beliebigen nicht iiberschlagenen
Polygons aus der Tabelle POLYDAT des Data/Matrix Editors entnimmt und daraus
die Flache mit Hilfe der Polygonformel berechnet!

C) Erlautere die Methode des Archimedes zur Bestimmung der Flache eines Parabelsegments
durch ,,Ausschopfung® (,,Exhaustion)! Vergleiche insbesondere seine Methode der Bestim—
mung einer unendlichen Summe mit den Methoden der modernen Mathematik!

Ziele - Algebraische Beschreibung und Behandlung geometrischer Situationen,
Festigung von Rechentechnik.

- Erkennen und Nachweis geometrischer Gesetze.

- Betonung historischer Aspekte der Mathematik.

- Methodenkompetenz, vernetztes Denken, Argumentieren und Begriinden.
CAS Nicht zwingend erforderlich, aber hilfreich als Werkzeug

- fiir numerische und symbolische Berechnungen;

- zur Visualisierung von Funktionen;

- zur Entwicklung von (Programm)Modulen.




Losungen

a) par N gy:
l5nlue[g= 'XTE—I and J=1-2-x - 13, {x u}] oder: 'EDIUE[ 'XTZ— 1=1s2-2- 13,><]
#=6 and 9= -10 aor x= -8 and u= -1F W=6 or x= "3
my=1s2-x-13|x=6 y=-10
my=1s2-x-15|x= -8 = -17
P(=8|—17), Q(6|—10)
b) g, | & durch (0]-7) ... k gegeben, d ersichtlich:
1
g :y:Ex—7
par M g

2
3

l501ue[g= 'K——l and u=1s2-=-7, {x g}]
=4 and u= -3 or ®x= "6 and g= -10

R(=6|—10), S(4|-5)

1 1
¢) Myy=—+(P+0Q), My =—-(R+S)

- “2'[[ ?F] +[E1BH [:lz?zz]

- “2'[[ -Ta] +[ 5]] [:115&]

27 15
M,y (—1] -5 M (1] )

g3 lotrecht: x=—1

d) par N gz:

-
l5a1ue[u=%—1 and x=-1,4<x uy

#=-1 and 9= -5-4

T(—1| —%)

Steigung und Gleichung der Tangente:

2
d [ - .

'E[T‘l]lx- 1 12
my=k-x+d|x=-1 and y=-5-4 and k=1-2
“Ged=d - 1s2
mooluel - Sod =d - 1.2, d) = - 34

; 1 3

y=—x——

2 4

= g g |lt, g konjugierter Durchmesser
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e) Flache des Parabelsegments:

= 2
-[_8[-}‘7—1—(1&-:{—13) dx %
343
seg _T
Flache des Dreiecks PQOT:
X y Ax Xy
P -8 -17
0 6 -10 14 -27
T -1 -5/4 -7 -45/4
P -8 -17 -7 -73/4
1 4 4
PR PP T
2 4 4] 4
seg :i
A, 3

A) Polygonformel von Gauf} (Carl Friedrich GauB3, 1777 - 1855)
Polygonflidchen lassen sich als Summe bzw. Differenz von Trapezen berechnen (Abb. 2):

w7t

) Abb.2

A= (yz +y1)'(x2_x1)+(y3 +y2)'(X3 —X2)+(}’4 +y3)'(x4_x3)_(y5 +y4)'(x4 —X5)_(y1 +y5)'(x5 —Xl)
2 2 2 2 2

A:(yz +y1)é(-x2_x1)+(y3 +y2)é(x3_x2)+(y4 +y3)2'(x4_x3)+(y5 +y4)é(x5_x4)+(y1+y5)é(x1_x5)

Allgemeine Formel (,,die Vorzeichen regeln sich von selbst):

1| <& .
AZE. Z(XM —X,)-(y,,y, +y,) | mit X, =x1 und Y =1
i=1
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B) Polygonformel mit Data/Matrix Editor und Programm

- 6: Data/Matrix Editor - 3: New - Variable = POLYDAT (Abb. 3):

1 FE F= T4 FE FEx [ _F7
- E Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat
DATA |z g

cl o [t o [et=]
1 =] -iF
2 & ]
3 -1 -S54
4 N
=1
=
v
rdci=
HAIN BRD RUTO FUHE Abb. 3

- 7: Program Editor - 3: New - Variable = APOLY (Abb. 4):

i FE™

- {— l:nntr*n:ul I/I:I L gt Flnd Mode ]
Fapolgtl

tPr

am .
Local n.nstr,i,k,a,astr

ClrIO .

g_l}m(pculudat[l]Hn:5tr‘1ng(n)+n5tr‘
A

For i.l.n

i+l

It kin Then

E1 k

a+((pn13dat[1])[k]—(puladat[l])[llj*(
(Ecul dat [212[k1+cpolydat [210 0110

i r*u:uund(abgﬁax?) dr+aistringtair+astr

Oi=p "Polugont lache"
: Disp "————————————— "

{ Dizp ""
: D15p "n = "khnstr

i Disp "A = "&Gastr

EndPPgm

GED DEG AUTD FUNC Abb. 4

(¢] [HOME] - apoly () (Abb. 5):

i F'r*ngmIEI it

Folygontlache (n=31:
343
E!

RN RAD AUTO FOMC 1750 Abb. 5




(0)} Ausschopfungsmethode nach Archimedes (Archimedes von Syrakus, 3. Jh. v. Chr.)

Idee: o Folge von Dreiecksflachen (Abb. 6):

J—
Abb. 6
Ohne Beweis:
1 Dreieck = Ao
2 Dreiecke = A = 1/4 - A
4 Dreiecke = A4, = 1/4 4, = 1/16 - A4,
n-Dreiecke = A1+ 1 n 1 +. A
U4 16 7
modern (Summenformel fiir geometrische Reihen):
A= L Ao — i A, O
1 3
1—=
4
Archimedes:
- 1+l+——|— ... kann nicht groBer sein als 4 , denn:
4 16 3
3 3
15 _41l
4 4 3 34
Ll 2 41y
4 16 16 3 34
... stets wird ein positiver Wert von 4/3 abgezogen.
- 1+l +—+... kann nicht kleiner sein als i, denn: wire die Summe kleiner als 4 ,
4 16 3 3
dann gibe es einen positiven Unterschied %—(1 +%—i—%+...); gerade diese
Differenz wird aber mit jedem Schritt immer kleiner, d.h. sie unterlduft jeden
gegebenen Wert.
Dabher gilt: 1+l+i+ _4
T e T T3

Literatur: Rudolf Taschner: Das Unendliche. Mathematiker ringen um einen Begriff. Berlin,
Heidelberg u.a. 1995 <Springer>.
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5.5

Wurfparabel 1

/

T B

Abb. 2

a)

b)

d)

g)

h)

y=ax’ 4+ bx+c ist die allgemeine Gleichung einer quadratischen Parabel.

- Welche Bedingungen miissen die Koeffizienten a, b und c erfiillen, damit die Parabel
unten offen ist, durch den Ursprung geht und ihren Scheitel im 1. Quadranten hat
(Abb. 1)?

- Nenne mindestens drei konkrete Beispiele solcher Parabeln, die alle Bedingungen
erfiillen!

- Welche geometrische Bedeutung hat der Parameter 5?

Ermittle je drei Beispiele solcher Parabeln, die die Punkte A(12 | 0) bzw. B(16 | 2) ,,treffen®!

Interpretiere die Parabeln als Bilder einer Wurfbewegung (,,schiefer Wurf™).
- Welche Beschriftungen der Achsen sind denkbar?
- Was bedeutet dabei jeweils der Abszissenwert der rechten Nullstelle?

Driicke x und y mit Hilfe der GroBen vy und « aus (Startgeschwindigkeit und -richtung,
Abb. 2)!

Wie lautet nun die Gleichung der Wurfparabel

- in Parameterform (x(¢), y(¢))?

- in parameterfreier Form (y(x))?

Interpretiere die urspriinglichen Parameter a und b mit Hilfe der Grofen v und a!

Stelle die Wurfparabel fiir vo = 15 m/s, &= 60° und g = 10 m/s” grafisch dar.
- Wann und wo erfolgt der Aufprall am Boden?
- Ermittle die maximale Wurfhohe!

Welche der folgenden Gleichungen lassen sich als Wurfparabel interpretieren?
- priy=x"+3-x
- pry=—2-x"+3-x

e L BRI CANDE:

Ermittle fiir g = 10 m/s> (wo mdglich) o und vy aus der gegebenen Gleichung!

Welche(n) Startwinkel muss man wahlen, um fiir vo = 10 m/s und g = 10 m/s* die Wurfweite
5 \/_3 m zu erzielen?

Fiir welche(n) Startwinkel erzielt man bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit vy maximale
Wurfweite? Wie grol3 ist diese?
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Ziele

- Analyse der Bedeutung von Parametern in einer Funktionsgleichung.

- Anwendung und Neuinterpretation mathematischer Modelle in
anwendungsorientierten Fragestellungen.

- Modellbilden, vernetztes Denken.

CAS

Nicht zwingend erforderlich, aber hilfreich als Werkzeug
- zum Umformen und Losen von Gleichungen;

- zur Visualisierung von Funktionen;

- zum Testen von Vermutungen.

Anwendungen

A)

Ein Basketball-Spieler ist gerade 5 m vom Korb entfernt, dessen Ring sich 3,05 m {iber dem
Boden befindet; er wirft den Ball aus 2,60 m Hohe und trifft (Abb. 3).

Abb. 3

a)  Welche Anfangsgeschwindigkeit vop muss der Ball haben, wenn ihn der Spieler unter
o = 30° wirft?

b)  Welche(n) Winkel & muss der Spieler wéhlen, wenn er den Ball mit einer Anfangs-
geschwindigkeit vy = 9 m/s wirft?

c)  Ermittle die Gleichungen der entsprechenden Wurfparabeln und stelle sie grafisch dar!

d) Nenne einige Unterschiede zwischen mathematischem Modell und Wirklichkeit! Was
hiltst du von der Aussage: ,,Wenn ich einen Ball werfe, bringe ich nie eine Parabel
zusammen!?*

Bildquelle: http://www.spacejam.com/cmp/junior/coloring.html [04. 05. 2002]
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B) Die Diisen eines Springbrunnens befinden sich in der Mitte des Beckens auf Hohe des
Wasserspiegels; sie erzeugen Fontdnen, deren Tropfen mit Winkeln zwischen 15° und 90°
nach oben geschleudert werden (Abb. 4). Ihre Anfangsgeschwindigkeit ist durch Einstellung
der Wasserpumpe regulierbar; g = 10 m/s”.

Abb. 4

a)  Auf welche Anfangsgeschwindigkeit v ist die Pumpe einzustellen, wenn die Fontdnen
maximal 50 cm nach aullen spritzen diirfen?

b)  Ermittle die maximale Hohe der Fonténen!

c¢)  Ermittle die Gleichung der Hiillkurve aller Fonténen!
d)  Stelle Fontdnen und Hiillkurve grafisch dar!

e)  Ermittle das Volumen des benetzten Luftraums!

Literatur: Giinter Schmidt: Mathematik erleben. Experimentieren, Entdecken, Modellieren
und Veranschaulichen mit dem TI-92. Freising 1995 <TI Lehrerhandreichung BTI-TI13>.

Losungen

a) y=ax’ +bx+c

- unten offen negative Kriimmung ... y" =2a<0 = a<0
- y(0)=0 : c=0
- Scheitel : y=2ax+b=0 = x:—i>0 = -b<0 = b>0

-——>0 ..

2a
—b+D —b—/D
oder: Mitte der Nullstellen: x = L + b __ b
2 2a 2a 2a

y=ax’+bx mit a<0 und b>0

Beispiele (Abb. 1): ul=a-x+b-x|a={-1-4 -1s12 -1-203 and b=1

y'(0)=b = b ... Steigung im Ursprung
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by  »(12)=0 = 144a+12b=0 = b=—12a
Beispiele (Abb. 5): uz=a-x<+b-x|a={-1-8 -1-12 -1-243 and b= -12-a
W(16)=2 = 256a+16b=2 = b=—16a+1/8

o -3 -7 -1
Beispiele (Abb. 6); u3=a-x% +b-x| 2 ={ o5 155 oo and b=-lé-a+ 108

il e Pl WD
Abb. 5 Abb. 6
c)
Achsen rechte Nullstelle
t-y Zeitpunkt des Aufpralls am Boden
X-y horizontale Entfernung von Start- und Aufprallpunkt = Wurfweite
d)
X
cosqy=—— = x=y,-(cosa)t = t=———
V-t V, - cosa
o g g 1 1
sina=—2 = y=—2.¢ +v,-(sina)-t = y= ——-—2'—2')62 +(tan)- x
V-t 2 2 vy cos’ —
S —)
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e)  Grafische Darstellung fiir vo = 15 m/s, &= 60° und g = 10 m/s* (Abb. 7):

MODE] - Graph = PARAMETRIC

1 Fer FE* FE™*
- E 0 Tr*an:,e Regr‘aph Math|Oraw|~

k)

(e] [winbow] - £=0..3 / tstep=0.1 / x=-5..23 / y =-2..10

o
HAIN DEG AUTD FRE TAIN TEG AUTO FRR
xb1=15 - cos(E0)- L %#t2=15 - cos(a0)- L
'=|t,1='5-t,2+ 15-=in(&@) L '=|t,2='5-t2+ 15-zin(&0) -+
Style - 5: Animate Style - 1: Line

MODE| - Graph = FUNCTION

1°_Fe Fz FEr Far ﬁ? B

- f—|Zoon|[Trace Regr‘aph Math|OFaw|~

R

HMAIN DES AUTO FUMC

gi=-s—t b Pt anreme

152 [cos(e@y)®
Ce] [WiNDOW] - x =-5..23 /y=-2..10

Zeitpunkt des Aufpralls, Wurfweite und maximale Wurfthéhe (Abb. 8):

Abb. 7

I‘Fi ]’ G T FE™ ]’ Fyr ]’ FE T 5 1 Fev | F= FE (" FE™ B
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm - E Zoan|Trace Regr‘aph Math|Oraw|- éﬁ
Beoluelgtliti=0,t) t=3-—z‘ﬁ o =10
lt=Lf t = 2.539807521135
l::<t1(t)|t=3'—2'E 19. 4855715852 .
EE3

] 9 ?42?858 yc i 2. 4375 \\,

RN DEG AUTD FAE 050 RG] TEG AUTD FUHT

Abb. 8
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f) pi:  keine Wurfparabel: a=1>0

p2: Wurfparabel:
tana =3 = a=71,565°
1 1
E cos® 71,565
p3: Wurfparabel:
tana=2+,/3 = a=75°

=-2 = ;=25 = y,=5 m/s

2443
sl 3 =400 = v,=20 m/s
v, cos” 75 20 —_—
g y(5-3)=0:
5. Ll 954 (ana)5-y3=0 |SOLVE(..a) | 0<aAND a<90
100 cos” «

a=30° V a=60° (Abb. 9):

(5[ u1=- 1/15-><2+%-><
il N wz=-1-5 %2+ [Fx
Abb. 9

2
hy  y=0: —g-tz+v0-(sina)-t:t-(—g-t—kvo-sina)zo = =0V t==-y,-sina
g

2 , 2 5 .
x=v,-(cosa)-t | t==ry,-sina = x=="v]-sina-cosa
8

x/:g-vg-(Z-cosz a—1)=0 | SOLVE (..., @) | 0< ¢ AND a<90
8
a =45° ... unabhéngig von vy und g
x”:—§-v§-sinoz-cosoz
8

) 4 2 )
x”(45°):—§-v§~sm45«cos45:——-v§<0 = x _ =—v;-sin45-cos45 =
4 8

Grafische Darstellung fiir vo = 10 m/s und g = 10 m/s” (Abb. 10):

o= |

Mt i mum \
Ho i 45, oo i 10, Yl1=20-sinlx)  cosix)
Abb. 10
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A) Basketball

Lokales Koordinatensystem:
Ursprung = Ballmitte = Abwurf in 4(0 | 0); relative Korbhohe = 3,05 - 2,60 = 0,45
= Ziel Z(5/0,45)

a) Wurfparabel: y = ax” +bx = S S x>+ (tana)-x

b=tana =tan30° =+—

3
5.3
¥(5) = 0,45: 25a+T*F=0,45 = a=-0,09747
a=-81 1 _ s 1 1 _ 000747 = v, =827 mss
2 v, cos” v, cos” 30 —_—

3
pi: y=—0,09747-x° +§~x

b) Wurfparabel: yzaxz+bx:—§-i2-%-x2+(tana)-x
2 vy cos’«
1(5) = 0,45: —5-%-;2~25+(tana)~520,45 | SOLVE (.., @) | 0< ¢ AND o< 90
COS «v

a=24,96° v a=70,18°

pa: y=—0,0751-x> +0,4655 x

pa: y=—0,5369- x> +2,7745 - x

c) Grafische Darstellung (Abb. 11):

1| _Fex |_ F¥ & FEw |_F&™ [T7 I
~ f—|Zoam|Trace[Rearaph|Math|Draw| - f i

HCE3. yoiL 45 \\

TRIN DEG AUTO FONL
ul=-, DUP4TORSIOIFIZE - =2 + % B

u2=- BFSI0e0S49654 13 -« 24, 46553042482707 - =
yi=-, 53689391 503442 - %+ 2, TTA4E05TSITRS -1

[¢][WINDOW] - x=-5.9/y=-1.5.4.5
Abb. 11

Mathematisches Modell: teilweise fiktive bzw. gerundete Angaben, Abwurf und Ziel punktférmig
und exakt gegeben, Vernachlédssigung von Luftwiderstand und Drall, keine Analyse der Spieltaktik,
...; Bssenz: Parabelform der Wurfbahnen.
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B) Springbrunnen

2 2
a) Maximale Wurfweite x, = Yo :—8 =05 = vy, = \/_5 m/s
g _——

b) Wurfthéhe y = —% t* +v,-(sina)-t, maximale Hohe fiir &= 90°:

8
=—2 4, -t
! __ _ _ vo
yV=—gt+v,=0 = t=—
8
2
5
ymax :_§t2 +V0't | t:v_o = ymax :v_09 ymax :_20’25 m
2 g 2g 20
c) Die Hiillkurve einer Funktionenschar F(x,y,A\)=0 erhdlt man durch Elimination des

Parameters A aus den Gleichungen g—i =0 und F(x,y,A\)=0:

g 1 1 ) 0
=&, . . x"4(tana)-x | -
Y 2 v, cos’« ( ) Oa
1 2-si 1
0:_§._2. Sl?o‘.x2+ —x | .cos’a
2 vy cos « cos” «
vz v4 g2'x2+v4
0:—%'(tana)-x2+x = tana=—"— = I+tan’a=1+—5"5=>"TF—""
v, g X g X § X
1 1 1
y:_ﬁ-—z-—z-xz%—(tana)-x | — =1+tan’ o
2 vy cos’ cos” «
1 1 2. 2 4 2
y:_g-—z-(1+tan2a)-x2+(tana)-x:—§-—2-w+vo
0 2 v, 8 8
1
y:_%- 240 bzw. fiir vO:\/_S und g=10: y:—x2+—
vy 4
d) Grafische Darstellung (Abb. 12):
= |zan Tr sce |Regraph|Math oraw] = ¢ [ Fontiinen:

xt1=[S cos(e) t|u=14{15 30 45 &0 75y
gt1=-5-t2+ S zinfe) t|a= {15 30 45 &0 7S}
2t 2wt 1L
ut2=uti(t)
xt3=[5-cos(e) -t | o =290
ut3=-5-+ 2+ [Bozincad-t o =90

Hiillkurve:
ul=-xZ + 1,4

(¢] [wiNnDOW] - £=0..0.5 / tstep = 0.05 / x =-0.7..0.7 / y = -0.1..0.5

MAIN DEG AUTD FAF

Abb. 12
0.25 0,25

e) y:—x2+l:> xzz—y—i—l; V,:W-fxzdyzw- —y+ dy:1:0,098 m’
4 5 32 =——

N

4 y

0
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5.6 Wurfparabel 2

Tyl

L

vy Abb. 1

Abb. 2

a) y=ax’ +bx+c ist die allgemeine Gleichung einer quadratischen Parabel.
- Welche Bedingungen miissen die Koeffizienten a, b und c erfiillen, damit die Parabel
unten offen ist und ihren Scheitel auf der y-Achse hat (Abb. 1)?
- Nenne mindestens drei konkrete Beispiele solcher Parabeln, die diese Bedingungen
erfiillen!
b) Ermittle je drei Beispiele solcher Parabeln, die die Punkte A(12 | 0) bzw. B(16 | 2) ,,treffen®!
c) Interpretiere die Parabeln als Bilder einer Wurfbewegung (,,horizontaler Wurf*)!
- Welche Beschriftungen der Achsen sind denkbar?
- Was bedeutet dabei jeweils der Abszissenwert der rechten Nullstelle?
d) Driicke x und y mit Hilfe der Groen vy und ¢ aus (Startgeschwindigkeit und Abwurfhohe,
Abb. 2).
Wie lautet nun die Gleichung der Wurfparabel
- in Parameterform (x(¢), y(¢))?
- in parameterfreier Form (y(x))?
Interpretiere den urspriinglichen Parameter a mit Hilfe der Grofie vy!
e) Stelle die Wurfparabel fiir eine Abwurfhéhe von 8 m, vo = 15 m/s und g = 10 m/s” grafisch dar!
- Wann und wo erfolgt der Aufprall am Boden?
- Mit welcher Geschwindigkeit erfolgt der Aufprall am Boden?
f) Welche der folgenden Gleichungen lassen sich als Wurfparabel interpretieren?
- pry=x"+3
- pry=-2-x"+3
- p3 y:—2-x2 +3-x+4
Ermittle fiir g = 10 m/s” - wo moglich - vo aus der gegebenen Gleichung!
g) Welche Anfangsgeschwindigkeit vy muss man wihlen, um bei einer Abwurfhohe von 0,8 m
und g = 10 m/s” eine Wurfweite von 5 m zu erzielen?
h) Welcher Sonderfall ergibt sich fiir die Anfangsgeschwindigkeit vy = 0?
Ziele - Analyse der Bedeutung von Parametern in einer Funktionsgleichung.
- Anwendung und Neuinterpretation mathematischer Modelle in
anwendungsorientierten Fragestellungen.
- Modellbilden, vernetztes Denken.
CAS Nicht zwingend erforderlich, aber hilfreich als Werkzeug
- zum Umformen und Losen von Gleichungen;
- zur Visualisierung von Funktionen;
- zum Testen von Vermutungen.
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Anwendungen

Dieter Jorgensen
Der Rechenmeister
Berlin 1999 <Riitten & Loening>

Kniff Sebastiano dann sein linkes Auge nochmals etwas kréftiger zu, hielten reihum alle den Atem an. Es
war soweit.
Er schnippte.

Und mit der Prézision eines florentinischen Uhrwerks war es jedesmal dasselbe Ergebnis. Die vordere
Miinze flog so weit durch die Schankstube, wie es kein anderer je fertiggebracht hétte, und manches Mal
verzichteten die Gegner auf ihren eigenen Schuf3. Die hintere Miinze dagegen rutschte bei Sebastiano vollig
kraftlos gerade noch iiber die Tischkante und fiel senkrecht nach unten auf den Boden. Zufrieden klaubte sich
Sebastiano seine beiden Miinzen auf und lieB seinen herausfordernden Blick nach dem nichsten Mitspieler
die Runde machen. ...

Nur Tartaglia hatte woanders hingesehen, als Sebastiano schnippte. Seit neun Tagen tat er das. Denn vor
neun Tagen war es ihm aufgefallen. Beide Miinzen schlugen im selben Augenblick auf dem Boden auf.
Immer. Man konnte es sehen, aber noch eindeutiger war es jedesmal zu horen. Niemals klapperte es zweimal.

Das bedeute schlieBlich, sagte Tartaglia, daB Fallbewegung und Flugbewegung gemeinsam, jede mit
ihrem Anteil, die parabolische Schu3bahn der Miinze Stiick fiir Stiick eintrdchtig zusammenfiigten, bis der
Aufschlag auf den Boden dem Wunder dann ein Ende mache. ...

Nur Wentworth wére jetzt aufgesprungen von seinem Stuhl. Weil der Englander blitzartig erkannt hatte, daf3
mit diesem Beweis der Gleichzeitigkeit von kiinstlicher und natiirlicher Bewegung die Physik des Aristoteles
nun ein fiir alle Mal zertriimmert war.

(S344-345/85352-353)

A) Obige Textstelle aus Dieter Jorgensens Buch ,,Der Rechenmeister* beschreibt ein Spiel, bei
dem zunéchst jeder Spieler zwei Miinzen auf eine Tischplatte legt, eine davon genau an die
Kante. Die andere Miinze wird gegen die erste gestoen; wessen Miinze am weitesten fliegt,
der hat gewonnen.

a) Wie weit von der 0,75 m hohen Tischkante fillt die Miinze zu Boden, wenn sie eine
Anfangsgeschwindigkeit von 10 m/s hat?

b) Welche Anfangsgeschwindigkeit muss die Miinze haben, wenn sie 4,5 m weit fliegt?

¢) Im Textauszug wird ein Mann namens Tartaglia erwdhnt. Wer war Tartaglia? Wann und
wo hat er gelebt, mit welchen mathematischen Themen hat er sich beschéftigt, welche
Biicher hat er geschrieben? Erstelle eine Prisentation mit den Ergebnissen deiner
Recherche und vergiss nicht, alle Informationsquellen zu nennen.

B) Ein Stuntman mochte mit seinem Motorrad vom Flachdach eines Wolkenkratzers iiber eine
20 m breite StraBe auf das Dach des Nachbarhauses springen. Dieses ist um eine Etage
niedriger, der Hohenunterschied betragt 3,1 m (Abb. 3).

I I Abb. 3
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a) Welche Geschwindigkeit muss er mindestens erreichen, damit sich der Sprung ausgeht?

b) Welche Geschwindigkeit darf er hochstens haben, wenn er nur 10 m Spielraum fiir seine

Landung hat?
c) Nenne einige Unterschiede zwischen mathematischem Modell und Wirklichkeit!

Bildquelle: http.//people.freenet.de/jfeldhusen/Andere.htm [06. 05. 2002]

Losungen

a) y=ax’ +bx+c

- untenoffen : negative Kriimmung ... y" =2a<0 = a<0

- Scheitel Y =2ax+b=0 = xz—zi:O = b=0
a

oder: Axialsymmetrie beziiglich y-Achse ...

y=ax’+c mit a<0

Beispiele (Abb. 1): ul=a-xZ+c|a={-1s2 -1s8 -1-18% and c =5

b) y(12)=0 = 144a+c=0 = c=-144a
Beispicle (Abb. 4): wz=a-x“+cla={-1-18 -1-24 -1-36} and c=-144-a

W(16)=2 = 256a+c=2 = c=-256a+2

. . -3 _1
Beispiele (Abb. 5): 93=a-x2+c|a={ﬁ - 164 ﬁ} and c= "256-3+ 2

R l

Abb. 4 Abb. 5
c) |Achsen rechte Nullstelle
t-y Zeitpunkt des Aufpralls am Boden
X-y horizontale Entfernung von Start- und Aufprallpunkt = Wurfweite
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d) x=vy,-t

e) Grafische Darstellung fiir Abwurthéhe ¢ =8 m, vo = 15 m/s und g = 10 m/s” (Abb. 6):

- Graph = PARAMETRIC

1 Fer
- ﬂ oo

1| _Fe

-« f—|[Zoom[Trace Regr*aph Mat-h|Oraw| -

Trace Regraph Math|Oraw]- f Eri::

‘;p E.={=5

<2

HMAIN KAD AUTO FAE

HMAIN

EAD AUTO FAE

xt1=13-%

xt1=15 ¢
gtl=-5-+2+8

ytl=-5-1% + 8

Style - 5: Animate Style - 1: Line

Ce] [winDOW] - t=10..3 /tstep=0.1/x=-4.24/y=-2..10

- Graph = FUNCTION

1 Fev |_ FF FEw |_FG™ [F7 T
- E Zoon|Trace Regr*aph Mat.h|Oraw| - &p

FAIN EAD AUTO FUMC

yl=-5- 12 xZ 48
15

(o] [WiNDOW] - x = -4..24 / y =-2..10

Zeitpunkt des Aufpralls und Wurfweite (Abb. 7):

rfi T Fev TrszruvT F§ T 5
vEngehr‘aEachtherF'r*ngElCle-ah Up |

Beoluelgticti=0, 1)

z-éﬁ ot = -z-SJﬁ

t =
-+,=2'TJﬁ t = 1.264911064E7
mablit) |t = z-éﬁ 18. 973665961
HMAIN FAD AUTO FAR 330
Abb. 7

Abb. 6
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Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ (Vektoraddition), Aufprallgeschwindigkeit (Abb. 8):

gl .
1 G FIw | Fuw TE 5
= | |vEFllgebr*aEachther‘Pr‘ngDClean Up |
i
gt
N 2-[16
wfieo 1T+ 1521 =21 19. 6214168703
2
L2 . u-% * kmhiw) Dore
2.3 5 B kmk 19, 621416370349) FO.EIFV10A7IEE
V=497 ) RN FAD_AUTO FUNC 3720

Abb. 8
f) pi: keine Wurfparabel: a=1>0

p2: Wurfparabel:

1
—5==-2 = v§:2,5 = v, =1581 m/s
Vo

p3. Interpretation als Wurfparabel mit verschobenem Scheitel denkbar:

y=—2~x2+3-x+4=—2'(x_%)2+% - S[E ﬂ]

4 8)
41 1 ) 1
=1 = y=—-5=_; —2 x4 3atd= | SOLVE (.., x) | x>0
2-J10+3 J10
x:T—i—:2,331; vozx—%; == = 1581 mis

oder:

Bei Verschiebung des Scheitels um 3/4 nach rechts wird ax® zu a * (x — 3/4)* , d.h. bei x* steht
derselbe Parameter

1

a=-5—=-2 = v;=25 = v,=1581 m/s
Vo
g) ¥(5)=0: —5-%-52+0,8=0 | SOLVE (..., vo) | vo>0
Vo

v, =12,5 m/s (Abb.9):

[4=Fach

h) Sonderfall fiir vy = 0: freier Fall

8 2
x=0; =c—=-t
YT
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A) Miinzspiel

. x2+c=—5-%-x2+o,75=0 | SOLVE (..., x) | x>0
2 v 10

x=3,873 m (Abb. 10)

1
55?5.3?29333 Y- EeTs
Abb. 10
g 1
b =—=— X +c
) 2 vé
W45)=0: —52 4.5 10,75=0 | SOLVE (o) | v0>0
Vo
v, =11,619 m/s (Abb. 11)
\\ —-c. 1 ->c;2+
Ze03 soon1e3 g, (11.619)% s
Abb. 11
B) Stuntman
g 1
a =—=r—" X +c
)y 2 vO2
W20)=0: —5.2.20° +3,1=0 | SOLVE (..., vo) | vo>0
Vo
v, =25,4 m/s=91,44 km/h (Abb. 12)
b) ¥(30)=0: —5-%-302+3,1:0 | SOLVE (..., wo) | vo>0
Vo
v, = 38,1 m/s=137,16 km/h
(Abb. 12)
L =-5- -}c;2+ .
yl=-5 =7 3.1
Zero yz2=-5- L w23
et 1999998 ucti. (3. 1)%
Abb. 12

c¢) Mathematisches Modell: ungeféhrlicher;

teilweise fiktive bzw. gerundete Angaben,

punktformige Objekte, Vernachldssigung von Luftwiderstand, ...; Essenz: Parabelform der

Wurfbahnen.
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6 SCHULERBEFRAGUNG ZUR AKZEPTANZ DER NEUEN
MODELLE

erstellt von Mag. Sieglinde Fiirst

6.1 Die erfasste Stichprobe

Am Ende des Schuljahres 2001/2002 wurde in den am Schulversuch teilnehmenden Klassen ein
Fragebogen ausgegeben. Befragt wurden 7. Klassen der Richtung Gymnasium, Realgymnasium,
Oberstufenrealgymnasium und Handelsakademie (3. Jahrgang). Alle SchiilerInnen der Stichprobe
hatten gednderte Schularbeitszeiten (Kurzschularbeiten und Schularbeiten mit 100 Minuten), aber
nicht alle erhielten Problemldsearbeiten und verfassten Projektarbeiten, sodass die Zahl der
Befragten je nach Fragestellung zwischen 53 und 73 schwankt.

6.2 Die Auswertung

Es standen immer vier Antworten zur Auswahl, zwei zustimmende und zwei ablehnende. In der
Auswertung wurden die zustimmenden und die ablehnenden Antworten zu je einer
zusammengefasst.

=  Fragebogen zum Schulversuch

Drei Jahre Schulversuch “Geédnderte Methoden zur Leistungsfeststellung und —beurteilung im
Mathematikunterricht” sind zu Ende. Wir wollen versuchen, unsere Erfahrungen in eine neue
Verordnung zur Leistungsbeurteilung einflieen zu lassen. Deine Meinung ist daher sehr wichtig,
bitte antworte gewissenhaft!

a) mannlich [ weiblich [

b) Mathematiknote:
Sehr gut [ Gut [J Befriedigend [ Gentigend [] Nicht geniigend [

C) Art der gednderten Leistungsbeurteilung in deiner Klasse:
Geidnderte Schularbeitsdauer [1  Problemldsearbeiten []  Projektarbeiten/ Facharbeiten [

Nimm zu den folgenden Sitzen, die deinen Schulversuch und den allgemeinen Teil betreffen, nach
den Kategorien 1. trifft vollig zu, 2. trifft eher zu, 3. trifft eher nicht zu, 4. trifft gar nicht zu
Stellung.

Geiinderte Schularbeitsdauer / Kurzschularbeit

1) Es ist eine positive Anderung, die Schularbeitsdauer flexibel| [ 0 0 0
gestalten zu konnen.

2) Es ist vorteilhaft, Kurzschularbeiten kurzfristig und nicht schon zu| [] O 0 0
Semesterbeginn ansetzen zu konnen.

3) In Kurzschularbeiten sollte grundlegendes, vom Werkzeug unab-| [ 0 0 0
hingiges Wissen abgefragt werden. (Nur mit Papier und Stift!)

4) Man sollte auf Kurzschularbeiten verzichten!

5) Kurzschularbeiten sind schwieriger als herkdmmliche Schularbeiten. | [ | []

O
O
UJ
J

J
J
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Problemlosearbeiten

6) Problemlosearbeiten  sind  schwieriger als  herkdmmliche
Schularbeiten.

7) Ich will wissen, ob ich imstande bin, den Mathematiklehrstoff auf
neue Situationen anzuwenden.

8) Es sollte fiir eine positive Beurteilung geniigen, sehr &hnliche
Beispiele wie in der Schuliibung 16sen zu konnen.

9) Man sollte nur fiir Problemldsearbeiten alle Hilfsmittel zulassen.

O

O

O

J

10) Man sollte fiir Problemldsearbeiten einen groferen Zeitrahmen
haben: ,,Ich kann so lange arbeiten, bis ich zu einem gewissen
Abschluss gekommen bin®.

Projektarbeiten/Facharbeiten

11) Projektarbeiten sind prinzipiell eine sinnvolle Neuerung.

]

O

]

]

12) Ich glaube durch das Verfassen einer Projektarbeit viel gelernt zu
haben.

OJ

13) Fiir Projektarbeiten sollte der Schiiler/die Schiilerin das
Unterrichtsfach frei wihlen konnen.

14) Eine Projektarbeit in einem Fach wie Mathematik oder Physik
unterscheidet sich in den Anforderungen nicht von anderen Fichern.

15) Eine begleitende Unterrichtsveranstaltung zum Gestalten und
Prisentieren von Projektarbeiten ist notwendig.

16) Es geniigt eine Projektarbeit schriftlich vorzulegen.

O]

17) Durch die Prisentation meiner Arbeit konnte ich Erfahrungen fiir
zukiinftiges Lernen und Studieren sammeln.

]

18) Der Inhalt von Projektarbeiten sollte iiber den Lehrstoff der
jeweiligen Schulstufe hinausgehen.

19) Der Inhalt von Projektarbeiten sollte nicht Priifungsstoff sein.

Fragen von allgemeinem Interesse:

20) Mir sind einige grofe Priifungen lieber als die ,stindige
Beobachtung der Mitarbeit™.

21) Ich halte den Einsatz folgender Hilfsmittel bei Schularbeiten (nicht
nur bei reinen Problemldseschularbeiten) fiir sinnvoll:
TI-92
Formelsammlung
Buch
Hefte

22) Man sollte Schiilerlnnen mehr Moglichkeiten geben, eigenstindig
Wissen zu sammeln und selbsténdig zu arbeiten.

(I I N A

I B B

I o B B

O O od

23) Eine Erweiterung des Angebots an Wahlpflichtfachstunden zur
Entwicklung individueller Interessens- und Begabungsschwerpunkte
konnte Leistungen von Schiilern spezifisch fordern.

|

O

OJ

(|

24)Ich  halte eine umfassende Allgemeinbildung fiir ein
erstrebenswertes Ziel.

25) Der Schulversuch hat fiir mich eine zusitzliche Belastung gebracht.

]

O

]

]

26) Mathematik zdhlt zu meinen Lieblingsfiachern.

|

O

OJ

(|

27) Ich werde Mathematik vermutlich fiir meine weitere Ausbildung
bendtigen.
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Noch zwei Fragen
(1) Uberlege, ob und wodurch du mittels des Schulversuchs etwas fiir dich persdnlich
profitiert hast. Was hast du profitiert?

(2) Gib an, ob und was man vom Schulversuch in eine allgemein giiltige Priifungsordnung
iibernehmen konnte/sollte!
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Auswertung des Fragebogens:

1+2: 1.
3+4: 3.

triftt vollig zu, 2. trifft eher zu
trifft eher nicht zu, 4. trifft gar nicht zu

Die Angaben sind Prozent der fiir diese Frage giiltigen Antworten. Zu- bzw. Ablehnungen tiber
80% sind fett gedruckt.

Geiinderte Schularbeitsdauer / Kurzschularbeit 1+2| 3+4

1. Esist eine positive Anderung, die Schularbeitsdauer flexibel gestalten zu 89 11
konnen.

2. Es ist vorteilhaft, Kurzschularbeiten kurzfristig und nicht schon zu 78 22
Semesterbeginn ansetzen zu konnen.

3. In Kurzschularbeiten sollte grundlegendes, vom Werkzeug unabhéngiges 36 64
Wissen abgefragt werden. (Nur mit Papier und Stift!)

4. Man sollte auf Kurzschularbeiten verzichten! 11 89

5. Kurzschularbeiten sind schwieriger als herkdmmliche Schularbeiten. 14 86

Problemlosearbeiten

6. Problemlosearbeiten sind schwieriger als herkdmmliche Schularbeiten. 74 26

7. Ich will wissen, ob ich imstande bin, den Mathematiklehrstoff auf neue 72 28
Situationen anzuwenden.

8. Es sollte fiir eine positive Beurteilung geniigen, sehr dhnliche Beispiele 74 26
wie in der Schuliibung 16sen zu konnen.

9. Man sollte nur fiir Problemldsearbeiten alle Hilfsmittel zulassen. 42 58

10. Man sollte fiir Problemldsearbeiten einen groeren Zeitrahmen haben: 59 41
»lch kann so lange arbeiten, bis ich zu einem gewissen Abschluss
gekommen bin®.

Projektarbeiten/Facharbeiten

11. Projektarbeiten sind prinzipiell eine sinnvolle Neuerung. 92 8

12. Ich glaube durch das Verfassen einer Projektarbeit viel gelernt zu haben. 84 16

13. Fiir Projektarbeiten sollte der Schiiler/die Schiilerin das Unterrichtsfach 79 21
frei wihlen konnen.

14. Eine Projektarbeit in einem Fach wie Mathematik oder Physik 35 65
unterscheidet sich in den Anforderungen nicht von anderen Féchern.

15. Eine begleitende Unterrichtsveranstaltung zum  Gestalten und 62 38
Préasentieren von Projektarbeiten ist notwendig.

16. Es geniigt eine Projektarbeit schriftlich vorzulegen. 27 73

17. Durch die Prisentation meiner Arbeit konnte ich Erfahrungen fiir 77 23
zukiinftiges Lernen und Studieren sammeln.

18. Der Inhalt von Projektarbeiten sollte iiber den Lehrstoff der jeweiligen 52 48
Schulstufe hinausgehen.

19. Der Inhalt von Projektarbeiten sollte nicht Priifungsstoff sein. 44 56

Fragen von allgemeinem Interesse:

20. Mir sind einige grofle Priifungen lieber als die ,,stindige Beobachtung 40 60
der Mitarbeit®.

21. Ich halte den Einsatz folgender Hilfsmittel bei Schularbeiten (nicht nur
bei reinen Problemloseschularbeiten) fiir sinnvoll:
TI1-92 98 2
Formelsammlung 100 0
Buch 57 43
Hefte 75 25
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22. Man sollte Schiilerlnnen mehr Mdoglichkeiten geben, eigenstindig 82 18
Wissen zu sammeln und selbstindig zu arbeiten.

23. Eine Erweiterung des Angebots an Wabhlpflichtfachstunden zur 93 7
Entwicklung individueller Interessens- und Begabungsschwerpunkte
konnte Leistungen von Schiilern spezifisch fordern.

24. Ich halte eine umfassende Allgemeinbildung fiir ein erstrebenswertes 89 11
Ziel.

25. Der Schulversuch hat fiir mich eine zusitzliche Belastung gebracht. 33 67

26. Mathematik zihlt zu meinen Lieblingsfachern. 56 44

27.Ich werde Mathematik vermutlich fiir meine weitere Ausbildung 59 41
bendtigen.

6.3 Zusammenfassung der Ergebnisse

Zu nahezu 100% beflirworten die Schiilerlnnen den Schulversuch und wiinschen sich eine
Ubernahme in das Regelschulwesen.

Kurzschularbeiten werden unabhingig von Leistung und Geschlecht als positive Neuerung gesehen
(89%). In den freien Antworten findet sich mehrmals, dass man mittels Kurzschularbeiten zum
Mitlernen gezwungen wird und kleinere Stoffkapitel lernt, was sich vorteilhaft auf das Verstindnis
auswirkt.

Problemlosearbeiten ~ werden von  allen  Schiilerlnnen  kritischer  gesehen.  Hohen
Anforderungscharakter sehen 74%. Die Beurteilung der Schwierigkeit variiert hier stark von Klasse
zu Klasse (88% der 7RG Piaristengasse erleben Problemldsen als schwer gegeniiber nur 62,5% der
ORG-SchiilerInnen).

Einen gewissen Widerspruch zeigen die Fragen 7 und 8. 74% wollen wissen, ob sie den Stoff auf
neue Situationen anwenden kdnnen, aber 72% meinen, es miisste fiir eine positive Note geniigen,
dhnliche Beispiele wie in der Schule l6sen zu kdnnen. Interessant ist, dass keine grofle Mehrheit fiir
Zulassung aller Hilfsmittel (58% dagegen) und unbeschrinkter Zeit (59% dafiir) ist.
Projektarbeiten werden als sinnvolle Neuerung gesehen, weil die Schiilerinnen finden, dabei viel
gelernt zu haben. Allerdings halten es 79% fiir giinstig, das Unterrichtsfach frei wéihlen zu konnen.
Viele meinen, durch die Prisentation fiir ihr zukiinftiges Leben viel gelernt zu haben.
Fragen von allgemeinem Interesse: 100% wollen Formelsammlungen und 98% den TI bei
Schularbeiten verwenden. Bei Verwendung von Buch (57%) und Heften (75%) ist das Votum nicht
mehr so eindeutig. Die Schiilerlnnen deklarieren sich als Befiirworter einer Allgemeinbildung
(89%), wollen eigenstindig arbeiten und Wissen erwerben (82%) und wiirden ein verstirktes
Angebot von Wahlpflichtfachern zur Férderung von Begabungsschwerpunkten begriilen (93%).
Ein Drittel der Befragten hat den Schulversuch als zusédtzliche Belastung gespiirt. Beachtliche 56%
zahlen Mathematik zu ihren Lieblingsfachern.

Freie Antworten: Hier fallen bei Frage 1 die fast ausschlielich positiven Stellungnahmen auf.
Nahezu jeder/jede, hat das Gefiihl personlich profitiert zu haben. Mit diesem Hintergrund ist es
verstandlich, dass bei Punkt 2 von den Schiilerlnnen der Vorschlag kommt, den Schulversuch mit
Projektarbeiten (in Fdchern der eigenen Wahl als Ersatz fiir eine Schularbeit) und flexibler
Schularbeitsdauer in das Regelschulwesen zu iibernehmen.
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Einige freie Antworten:

(1) Uberlege, ob und wodurch du mittels des Schulversuchs etwas fiir dich personlich profitiert
hast! Was hast du profitiert?

e Bessere Zeiteinteilung.

e Durch die Tests lernt man leichter fiir die Schularbeiten.

e Das sture Lernen der durchgemachten Beispiele féllt Dank des Versuches weg, sondern man
muss verstehen, was man lernt, das hilft auch spéter fiir die Uni.

e Verschiedenste Probleme von den verschiedensten Seiten zu beleuchten und nicht nur einen
Losungsweg ins Auge fassen.

e Ich finde, dass sowohl Kurzschularbeiten als auch Problemldsearbeiten uns Schiilern sehr
geholfen haben, auch wenn einige die Problemldsearbeiten als zu schwierig ansehen. Die
Kurzschularbeiten bieten den Vorteil, dass man vor langer Zeit erlernten Stoff nicht
miihsam in einem Stiick durchackern muss, dass die zu lernenden Einheiten wesentlich
iibersichtlich und verstidndlicher werden. Man wird sozusagen gezwungen, iiber das ganze
Jahr hinweg mitzulernen, wozu ich personlich mich nie durchringen konnte. Die
Problemldsearbeiten finde ich insofern eine sehr gute Methode, als man mit realitidtsnahen
Beispielen konfrontiert wird und nicht nur mit abstrakten, realititsfernen Gebilden. Die
Komplexitét der Problemldsearbeiten hat mir personlich sicherlich dazu verholfen, mir eine
relativ analytische Denkweise anzugewdhnen, die sicher in vielen Lebensbereichen von
Nutzen ist.

e Ich habe profitiert: selbststindiges Sammeln von Material; selbststindiges Erarbeiten eines
Stoffgebietes; prasentieren von Projektarbeiten (freies Reden und Erkldren); wichtige
Grundkenntnisse durch Kurzschularbeiten.

e Durch die Projektarbeit habe ich viel dazugelernt: selbststindiges Erarbeiten eines
Stoffgebietes, verfassen einer Mappe, Layout.

e Erfahrung, man lernt vorzutragen und das Verfassen einer Projektarbeit, auch Stoff zu
sammeln (woher bekomme ich was?).

e Esist eine gute Vorbereitung fiir Arbeiten, die beim Studium und im Berufsleben
unausweichlich sind.

e Ich weil} eigentlich nicht genau, in welcher Weise ich profitiert habe, da ich nie einen
,,normalen“ Unterricht erlebt habe.

e Projektarbeiten sind eine ideale Moglichkeit, gute Noten durch personliches Interesse zu
erlangen. Man bekommt besseren Einblick in ein Spezialgebiet, aber die
Problemldsearbeiten sind mir ein Kaliber zu hoch. Weniger Begabte beiflen hier 100%ig ab!
So schon auch alles ist, all das erfordert zusétzlich Kraft und Ressourcen und ab und zu
gibt’s auch ein Leben hinter Mathematik.

e Ich habe durch eigenstiandiges Arbeiten bei Problemldsearbeiten und dem Verfassen von
Projektarbeiten profitiert.

e FEigenstindiges Erlernen von Stoffgebieten, facheriibergreifendes Arbeiten, Vortragen von
mathematisch-physikalischen Inhalten, Problemldsen, Hilfe beim Verfassen von
Fachbereichsarbeiten und wissenschaftlichen Arbeiten.

e Ich habe den Umgang mit dem TI erlernt, analytisches Denken wurde gefordert, man
beschrinkt sich nicht mehr auf rechnen!

e Organisatorisch war das Projekt anspruchsvoll, im Grunde war es ein Referat mit

iiberhohtem Arbeitsaufwand. Zeiteinteilung und Engagement sind wichtige Anforderungen!

Habe nichts profitiert - liel andere arbeiten

Man lernt in der Gruppe zu arbeiten.

Teamwork ist toll!

Gestaltung der Mappe und des Handouts macht SpaB.
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e Habe gelernt Informationen zu sammeln und selbststdndig auszuarbeiten.

e Verbesserung des Prisentationsverhaltens - Steigerung der Verantwortung innerhalb der
Gruppe.

e Man kennt sich besser aus, weil man selbststindig arbeitet.

e Kenne mich beim Thema meiner Projektarbeit wirklich gut aus!

e Ich habe SpaBl am Arbeiten mit dem TI-92. Ich konnte meine vorherige Abneigung abbauen.
Durch das praxisbezogene Arbeiten wirkt Mathematik nicht mehr wie ein abstrakter Gegen-
stand fiir Freaks (personliche Einstellungsdnderung).

e Ich habe erkannt, wie der wirkliche sinnvolle Unterricht auszusehen hat. Man wird direkter
mit dem Stoff des jeweiligen Faches konfrontiert und kann sich so ein besseres und tieferes
Bild des Faches machen.

e Ich habe mehr gelernt als friiher, da fiir die Kurzschularbeiten immer nur ein Kapitel durch-
genommen wird. So wird alles genauer gelernt. Frither war es schlechter, da mehrere
Kapitel bei jeder Schularbeit waren.

e Ich habe moderne Mittel und schnelleres Rechnen kennen gelernt. Mir gefillt die Ver-
wendung des TI-92 und der Unterlagen bei der Schularbeit.

e Ich habe gelernt, Wichtiges zusammenzuschreiben und damit bei der Schularbeit zu
arbeiten.

e Ich habe erfahren, wie man Probleme mit Hilfsmitteln 16st.

e Durch die Verwendung von Hilfsmitteln (T1-92, Heft, ...) werden die Schularbeiten und
Kurzschularbeiten leichter. Der TI-92 ist enorm wichtig bei Berechnungen und auferdem
kann man sich mit Hilfe des Graphikfensters vieles besser vorstellen.

e Ich habe gelernt, wie man Wissen notieren muss, um es anwenden zu kénnen. Ich habe
gelernt, mit dem TI-92 umzugehen und mein Wissen wurde dadurch sinnvoll erweitert.

e Ich lerne jetzt selbststindiger und problemorientierter. In Mathematik schreibe ich nicht stur
ab, sondern 16se die Probleme individuell.

e Der Stoff ist leichter zu verstehen, da es kurze Tests gibt. Diese Kurzschularbeiten fordern
die Bereitschaft zum Mitlernen.

e Man lernt auf spezifische Probleme einzugehen und lernt nicht nur stur auswendig.

(2) Gib an, ob und was man vom Schulversuch in eine allgemein giiltige Priifungsordnung
iibernehmen konnte/sollte.

e Mehrmalige Uberpriifungen

e Geidnderte Schularbeitsdauer; Kurziiberpriifungen; Mitarbeit sollte auch in anderen Féachern
so stark mit eingerechnet werden wie in Mathematik.

e Ich denke, dass die Kurzschularbeiten und die Problemlosearbeiten unbedingt als allgemein
giiltige Priifungsordnung eingefiihrt werden sollten, auch wenn dadurch die Schwierigkeit
des Mathematikunterrichts wahrscheinlich noch ansteigt, weil Schiiler es gew6hnt sind, in
der Mathematik blof3 die gegebenen Beispiele auf die einmal eingelernten umzumiinzen.
Aber genau diese Vorgangsweise kann in der Realitét fast nie angewandt werden.

e Ich denke, dass man den gesamten Schulversuch in eine allgemein giiltige Priifungsordnung
iibernehmen sollte, da es dadurch moglich wird, die Leistungen eines Schiilers besser zu
beurteilen.

e Kurzschularbeiten mit Grundkompetenzen (2mal)

e Projektarbeit, Problemlosearbeit, Kurzschularbeit (2 mal)

e Die Projektarbeit (freiwillig!) ja, priifen derselben nein!

e Ich bin fiir Projektarbeiten, die man statt einer Schularbeit machen kann. Sie sollten aber
nicht verpflichtend sein! (2mal)
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Referate und Projektarbeit. Allgemein mehr Moglichkeiten, sich die Note zu
verdienen.(2mal)

Man sollte eher wenig libernehmen, da Schiiler die Projektarbeit nie so gut wie ein Lehrer
riiberbringen.

Projektarbeiten iibernehmen, Kurzschularbeit weg, immer TI verwenden, Hefte und Biicher
beim Problemlosen.

Projektarbeiten (Vorbereitung auf Fachbereichsarbeiten, selbststindiges Arbeiten;
prasentieren von selbst erlerntem Stoff) und Kurzschularbeiten (Grundlagen werden
abgepriift)

Die Projektarbeit soll eine Schularbeit ersetzen.

Alle Hilfsmittel zu verwenden ist super!

Uber die Projektarbeiten sollte unbedingt eine groe Wiederholung gemacht werden, wo die
Handouts verwendet werden diirfen, damit alle aufpassen miissen.
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7 SCHULARBEITEN:

71

Beispiele fiir Kurzschularbeiten

5. Klasse:

Gestaltet von: Mag. Sieglinde Fiirst

1. Kurzarbeit:

) a=b+— M=2
M ..
Gib bei jedem Umformungsschritt die entsprechende Regel (elementare Aquivalenz) an!
4 Punkte
2) Ein Kapital K, wird 7 Jahre zu 2% p.a. verzinst und dann noch 3 Jahre zu 1,5% verzinst.
Gib eine Formel fiir das Kapital nach 10 Jahren an!
4 Punkte
3) Die Gesamtzahl der Schiiler einer Schule ist a. p% davon sind weiblich.
a) Wie viele Madchen und wie viele Burschen gibt es an der Schule?
b) t % der Burschen und » % der Miadchen sind Internatsschiiler.
Wie viele Schiiler sind Internatsschiiler ?
Wie viel Prozent aller Schiiler wohnen nicht im Internat?
6 Punkte
4) Gegeben sind zwei Briiche % und 3 . Gib die Rechenregeln fiir die 4
Grundrechnungsarten (+; - ;.; : ) an!
4 Punkte
5) Stelle durch einen Bruch dar und kiirze, wenn moglich!
m—k
m__k—m _
m  k
m
6 Punkte
2. Kurzschularbeit:
1) Leite eine Formel zur Losung der Gleichung x” + px + ¢ = 0 her!
5 Punkte
2) Welchen Wert muss & annehmen, dass die Gleichung x*+ kx - (k* - 5) = 0 genau eine Lsung

hat? Wie hei3it diese Losung?Was lésst sich iiber die Anzahl der (reellen) Losungen einer
quadratischen Gleichung aussagen? Kannst du deine Aussage begriinden und geometrisch
erkldren?

8 Punkte
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3) Wie lautet jene quadratische Gleichung, deren Lésungen -5 und 3 sind?
3 Punkte

4) Gib fiir die Zahl 5 das neutrale und das inverse Element beziiglich der Addition und
Multiplikation von reellen Zahlen an! Schreib die Gesetze vom neutralen und vom inversen
Element auch allgemein auf!

4 Punkte
5) Zerlege x* + 6x —7 in Linearfaktoren!
4 Punkte
Gestaltet von Mag. Ingrid Schirmer:
Art: ohne TI-92 Dauer: 30 min
1) a. Gib eine quadratische Gleichung an, die folgende Losungen besitzt:
x,=-2 x,=-5
b. Lose folgende quadratische Gleichungen in R!
x*+6x+9=0
x*-16=0
xX*+9=0
2) Was kann man aufgrund der angegebenen Bedingungen iiber die Koeffizienten p und ¢ der
Gleichung x* + px + g = 0 aussagen? Begriinde!
a. Die Losungen unterscheiden sich nur im Vorzeichen.
b. Eine Losung ist der Kehrwert der anderen.
c. Genau eine Losung ist 0.
3) a. Zeichne die Graphen folgender Funktionen (R — R):
()=~
’ 2x
y,(x)= |x| -3
y3(x) = (x—2)*
b. Wenn du die Funktion y(x) um eine Einheit nach oben verschiebst, ergibt sich
welche neue Funktionsgleichung?
c. Ebenso verschiebe y3(x) um 5 Einheiten nach links; welche neue Funktionsgleichung
ergibt sich?
4) a. Ermittle die Losungsmenge L fiir G = R rechnerisch mittels Fallunterscheidung:

|1-2x/>3
b. Ermittle die Losungsmenge L fiir G = R grafisch:
| x—2| =1-+sgn(x)

ZB: Verindere eine Zahl in der Gleichung von 4b so ab, dass es nur eine Losung gibt!
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Gestaltet von: Mag. Hermine Rogner

1. Kurzarbeit:
Dauer: 15 min ohne TI-92

1) Welcher der gegebenen Graphen stellt eine Funktion dar? Begriinde! Stelle diesen
Sachverhalt auch graphisch dar! Beschreibe das Monotonieverhalten einer dieser
Funktionen! (8 Punkte)

- L

2) Wie lautet die Definition fiir eine streng monoton fallende Funktion?
(4 Punkte)
3) Wie lautet die Gleichung zu den gezeichneten Geraden e und A? k und d sind nur

ndherungsweise zu ermitteln! Was versteht man unter dem Differenzenquotienten einer
linearen Funktion?
(7 Punkte)

| N

4) Skizziere die folgende Funktion: f (x) = | x—2 |—1 .

Wie lautet die Wertemenge dieser Funktion?
(5 Punkte)
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2. Kurzarbeit:
Dauer: 15 min ohne TI-92

1)

2)

3)

Aus einem Haustlibungsheft ist die folgende Losung einer Gleichung (G = R) gegeben:

1 4 6
—|— =
x—3 x+3 x2-9
I(x+3)+4(x—3)=6
x+3+4x—12=6

5x—9=6
5x=15
x:3—>L:{3}

Gib in jeder Zeile die durchgefiihrten Rechenschritte an, erkliare, welchen Fehler der Schiiler
gemacht hat, und fiihre die Korrektur durch!
(9 Punkte)

Die wahren Aussagen sind anzukreuzen! Falsche Aussagen sind zu korrigieren und zu
begriinden!

a. Eine Ungleichung bleibt richtig, wenn man beide Seiten der Ungleichung mit einer
negativen Zahl multipliziert und die Ordnungsrelationen unverdndert lasst.
Fiir die Losungsmenge der Ungleichung x <x gilt: L= { }.
c. Um die Losung einer Gleichung zu ermitteln, ist es mitunter sinnvoll, wenn man die
Gleichung mit Null multipliziert.
(5 Punkte)

Folgende Ungleichung (G = R ) ist gegeben:

w—11
(2w—1)-(4w—5)Z 0

Ermittle die Definitionsmenge! Gib die Bedingungen der einzelnen zu unterscheidenden
Féille an! Welche Menge ist zum Ermitteln der Teillosungsmenge und der

Gesamtlosungsmenge notwendig?
(10 Punkte)
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6. Klasse:

Gestaltet von: Mag. Sieglinde Fiirst

1. Kurzschularbeit

1.

2.

Lose die Gleichung sin x = - 0, 64 mit Hilfe des Einheitskreises! ( Einheit =5 cm )

4 Punkte
Beantworte folgende Fragen:
Welcher Winkel erfiillt die Gleichung cos x = -1? X = e
Welcher Winkel erfiillt die Gleichung sin X = cos x ? X = e
In welchem Quadranten liegt x, wenn gilt sin x =- 0.57  ......ccocoiiiviieennenn.
In welchem Quadranten liegt x, wenn gilt tan x =- 0.57  ......cooiiiiiiieieens
4 Punkte

3. Gib die Schaltfunktion einer Schaltung an, welche das in der Schaltwerttabelle beschriebene

Verhalten besitzt! Vereinfache die Schaltung und gib eine Gatterdarstellung an!

X1 X2 X3 Sx1, x2, x3)
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0
8 Punkte
a) Vereinfache und stelle das Ergebnis mit positiven Hochzahlen dar:
e (7))
(2y— x)74 at-(2y— x)72
b) Es gibt Laser, die Energie in extrem kurzen Pulsen abstrahlen. Die Pulsdauer betrdgt

4-10-9 Sekunden. Die abgestrahlte Energie in dieser Zeit 1,2 104 Joule. (1Ws=1J).
Berechne die Leistung in Watt, die dabei abgestrahlt wird!
(Hinweis fiir physikalische Blindgénger: Energie = Arbeit = Leistung mal Zeit )

8 Punkte

Zusatz: Wenn du bei 3) die zur Umformung verwendeten Gesetze der Schaltalgebra
angeben kannst, gibt es Zusatzpunkte!
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2. Kurzschularbeit

Gegeben ist a”.

a) Welche Voraussetzung muss man treffen, dass eine reelle Funktion vorliegt?
b) Welches Monotonieverhalten kann auftreten? Unter welchen Umstédnden?

c) Skizziere den Verlauf der Graphen fiir die unter b) genannten Félle!

d) Wie verhalten sich diese Graphen (Funktionen) fiir x— + o0 und x— - ©?

e) Wie lauten die Umkehrfunktionen von y =2"und y =¢" ?

2 Zusatzpunkte: Wie kann man Umkehrfunktionen algebraisch bzw. geometrisch ermitteln?

f) Welches Verhalten ist fiir alle Exponentialfunktionen typisch? (SATZ + Beweis)

(20 Punkte)
2
1. a) Berechne: lim 21’12—31’1 =
n—oco Sp” 44
b) Wie erkennt man auf den ersten Blick, ob die gegebene Folge der Form
r r—1
a, = < n‘ t ’il et (c; und d; sind irgendwelche reelle Zahlen)
dn’+d_n"" +..+d,
einen Grenzwert hat? Wann ist sie eine Nullfolge?

(8 Punkte)

2. Forme unter Benutzung der Rechenregeln fiir Logarithmen so um, dass die Logarithmanden

moglichst einfach sind:
o (x4y)
y

(4 Punkte)

3. Stelle als Logarithmus eines einzigen Logarithmanden dar:

%10gx—2-10gy—3-logz =

(4 Punkte)

4. Berechne die Basis: “log8 = —%
(3 Punkte)

1

5. Berechne den Numerus: *logx=0,5
(3 Punkte)

6. Vereinfache auf ein Wurzelzeichen: 3x \/; =
(3 Punkte)
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Gestaltet von: Mag. Ingrid Schirmer-Saneff

Art: ohne TI1-92 Dauer: 30 min

1.

Beweise, dass fiir spitze Winkel gilt:
cosa = /(1—sina).(1+sina)

tan «

41+ tan2¢

Gelten diese Formeln auch fiir stumpfe Winkel? Begriinde deine Antwort!

sina =

2. a) Welche Winkel haben den gleichen Sinuswert wie o = 32°?
b) Welche Winkel haben den gleichen Kosinuswert wie o = 59°?
C) Fiir welche « ist sina > 0?
d) Fiir welche «ist cosa < 0?
e) Stimmt die Formel sin(a-90°) = cosa?
Begriinde die Richtigkeit oder forme um!
f.) Ebenso fiir cos(at720°) = cosa!
3. Die Sinusfunktion:
a) Warum ist diese Funktion eine Winkelfunktion?
b) Erklédre die Zuordnung mit Hilfe des Einheitskreises (Skizze)!
¢) Gib den Wertebereich, Maxima, Minima und Nullstellen an!
d) Gegeben ist cosa = % . Bestimme sina und tane, ohne « zu berechnen!
4. Gegeben ist eine Raute mit & und e. Gib ein Modell fiir die Berechnung von U und A4 an!
ZB: Wie schnell ist Linz bei der tdglichen Rotation der Erde um ihre Achse? Der Erdradius
betrdgt etwa 6378 km. Linz liegt in 48,3° nordlicher Breite. Gib fiir die Berechnung ein
Modell an!
)12 2)14 3)12 4)10 zB:6 VIEL GLUCK!!!

Gestaltet von: Mag. Hermine Rogner

Dauer: 20 min ohne TI-92

1) Welche verschiedene Formen der Geradendarstellung gibt es? Gib je ein Beispiel dazu an!

2) Wann sind zwei Geraden g und /# im Raum windschief?

3) Gib eine Parameterdarstellung jener Geraden an, welche durch den Punkt P geht und zu der

von den Geraden g und / aufgespannten Ebene normal steht!

3 N (3
g:X=s2; h:X=|5|+1{2; P(0]4]-1)
2 2] |2
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4)

Von einem Quadrat kennt man die Koordinaten zweier diagonal gegeniiberliegender
Eckpunkte. Ermittle rechnerisch die Koordinaten der fehlenden Eckpunkte des Quadrats!
B(41-6), D(-212)

Gestaltet von: Mag. Ingrid Schirmer-Saneff

Art: ohne TI-92 Zeit: 30 Minuten

1))

2)

3)

4)

Welche Aussagen sind wahr? Stelle gegebenenfalls richtig und begriinde deine
Entscheidung!

Die Punkte P(-1 ] 1), P»(0|0) und P3(1 | 1) liegen auf der Kurve der Funktion f: y = x°
Beim Potenzieren einer Potenz diirfen die Exponenten nicht miteinander vertauscht werden.
Die Koordinaten des Punktes 7(1 | 1) erfiillen alle Funktionsgleichungen der Form y = x!"

Ordne die folgenden Funktionsgleichungen ihren Funktionsgraphen zu!

fiiy=adlx, friy=x% friy=x3, faiy=-3x+4
|~r — ch:um Tr‘ac,e- ReEPapthath Dr‘aw - f:p |~r — ZDDN'TI"‘EGE ReGPaph I"Iath Dr‘aw - fy

HMAIN KAD AUTO FUMC MAIN RAD AUTO FUMC

Fzr

Fev FE™ [F7
- {— Zoar Tr*av;e ReEr‘aph Math Otz |+ f - {— 200 Tr‘ac,e ReGPaph I"Iath Dr‘aw - fy

I

FAIN KAD AUTO FUHC MAIN RAD AUTO FUMC

Vereinfache: 3/125-x° -y’

1 1

Berechne: 0,12-10002

Schreibe als Potenz:

Erkldare den Begriff ,Parameterdarstellung® anhand ihrer allgemeinen Form und einer
Skizze. Benenne die einzelnen Teile und gib an, ob es sich um Skalare oder Vektoren
handelt.
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5) Gib ein Modell fiir die Berechnung folgender Aufgabe an:
Geg.: 3 Punkte 4, B, T
Ges.: a) Liegt T auf derselben Geraden wie 4 und B?
b) Liegt 7 innerhalb der Strecke AB oder aulerhalb?

Erkldre deine Vorgangsweise Schritt fiir Schritt.

Punkteverteilung: 1)7 2)4 3)6 4) 4

Notenschliissel: sehr gut: 27-28 gut: 24-26 befriedigend: 17-23

© Viel Gliick !!! ©

5)7

geniigend: 14-16
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7. Klasse:

Gestaltet von: Mag. Sieglinde Fiirst

1. Kurzschularbeit (ohne TI) 20. Dezember 2001 ................ 7R
a) Aix)=x",n € N.Berechne den Differentialquotienten mittels Grenziibergang|
b) Gib zwei (davon eine geometrische) Deutungen der Begriffe ,,Differenzenquotient” und

,Differentialquotient* (Eine Skizze ist mit Lineal und Bleistift zu machen!!).

c) Die Zeichnung (links) zeigt das Bild einer (reellen) Polynomfunktion mit lauter reellen
Nullstellen. Welchen Grad hat sie?
Wie konntest du den zugehorigen Funktionsterm bestimmen? (Ansatz geniigt)
Kennzeichne jene Bereiche der Funktion, in denen /" (x) <0, f'(x) > 0 und /" (x) = 0 ist!

¥ g ¥

d) Was ldsst sich iiber den Grad der rechts abgebildeten (reellen) Polynomfunktion sagen?
(Hinweis: Die Funktion hat nur an den abgebildeten Stellen einen Schnitt mit der ersten

Achse!)
e) Bilde die angegebenen Differentialquotienten:
F = 1 . Ql i Q2 d_F — 9
dme, 1’ dr
2
. U:Ek'?}—ri—] 8_U:? 8_U:?
g ar, ar,

Hinweis fiir Interessierte: U ist die Spannung eines Kugelkondensators mit dem Auf3enradius 7, und
dem inneren Radius r, bei dem eine kritische Feldstirke E; zum Durchschlagen fiihrt.

Mogliche Punkte 9 9 9 9 36

Erreichte Punkte
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7.2 Beispiele fur Problemlosearbeiten

5. Klasse:

Gestaltet von: Mag. Hermine Rogner

5C

1.

TI-92 100 Minuten

Eine Leihwagenfirma A4 vermietet ein Auto zu folgendem Tarif: eine Fixgebiihr von € 48,--
und € 0,30 pro gefahrenem Kilometer; eine zweite Firma B verlangt keine Fixgebiihr, hat
aber eine hohere Kilometergebiihr von € 0,42 pro gefahrenem Kilometer.

a) Ermittle beide Kostenfunktionen!

b) Bei wie vielen gefahrenen Kilometern sind die Kosten in beiden Féllen gleich?
Berechne das grafisch mit dem TR (gib die Befehle an!) und iibertrage die Zeichnung
ins Heft! Kontrolliere mit dem Befehl SOLVE! Unter welchen Voraussetzungen
wird man ein Auto bei der Firma 4, wann bei der Firma B mieten? Begriinde!

c) In welchem Kilometerbereich ist der Preisunterschied weniger als € 10,--?

(10 Punkte)

Welche Eingaben erzeugt den abgebildeten Graphen?

1 Fev | F= Y FE | _FE= |Fr
- E Zoom | Trace |ReGraph|Math |0 aw | ﬁ:?

Qsci=1; u§c1¥1 -

FUNETION FAD AUTO FUHC

(7 Punkte)

Gegeben ist eine Gleichung eines linearen Gleichungssystems: 3x + 5y = 2. Gib eine zweite
Gleichung jeweils so an, dass das lineare Gleichungssystem eine, keine, unendlich viele
Losungen besitzt. Was bedeuten diese einzelnen Félle graphisch?

(7 Punkte)

Wenn zwei Rohren gleichzeitig gedffnet sind, kann ein Wasserbecken in vierzig Minuten
gefiillt werden. FlieBt das Wasser zwanzig Minuten nur durch die erste Rohre in das Becken
und wird diese Rohre dann geschlossen, so muss das Wasser noch achtzig Minuten durch
die zweite Rohre zuflieBen, um das Becken zu fiillen. Es ist zu berechnen, wie lange das
Wasser durch jede Rohre allein zuflieBen miisste, um das Becken zu fiillen. Stelle das
Gleichungssystem auf und 16se dieses!

(8 Punkte)
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Der Querschnitt eines Projektils hat die in der Skizze dargestellte Form: Dabei ist ABCD ein
Quadrat und BEC ein gleichseitiges Dreieck. Die gesamte Linge des Projektils betrigt
1,5 cm. Berechne seinen Durchmesser! Stelle dafiir eine geeignete Gleichung auf! Um
welche Art von Gleichung handelt es sich dabei? Lose die Gleichung!

D C

(10 Punkte)

Weintrauben werden nach der Lese gepresst. Der Traubenmost fliet zundchst in ein
schachtformiges, mehrere Meter tiefes Becken mit quadratischer Grundfldche (Quadratseite
a = 15 dm) und steht dort # dm hoch. Gib das Volumen als Funktion von # an. Um welche
Proportionalitidt handelt es sich dabei und wie sieht das Monotonieverhalten dieser Funktion
aus?

(6 Punkte)

VIEL ERFOLG !!!

6. Klasse:

Gestaltet von: Mag. Sieglinde Fiirst

1. Schularbeit 22. November 2000 6R

Ein Kirchturmdach wird restauriert:

1.

Es hat die Form einer geraden quadratischen Pyramide mit der Grundkante ¢ = 6,8 m und

dem Neigungswinkel einer Seitenflache zur Grundfliche o= 70,39. Fiir die Zimmermanns—
arbeiten soll die Linge s eines Dachbalkens entlang der Seitenkante und entlang der Hohe 4
(= Dachsteher), sowie der Neigungswinkel f einer Seitenkante zur Grundfliche berechnet

werden. Wie grof} ist die neu einzudeckende Dachfldche?
(12 Punkte)

Von der Kirchturmspitze werden, um das neue Kreuz aufzurichten, ein 40 m und ein 45 m
langes Seil so zum Boden gespannt, dass zwischen den Seilen ein Winkel von 45° liegt.
Wie weit sind die Befestigungspunkte S und P der Seile am Boden voneinander entfernt?
Welche Winkel schlieen die Seile mit der Strecke SP ein?

(12 Punkte)

Du schlieBt an deinem 17. Geburtstag einen Bausparvertrag auf 2 Millionen Schilling ab.
Das heifit, du musst in den néchsten 10 Jahren 800 000 S ansparen ( Verzinsung 4,5% )und
erhiltst 10 Jahre spéter 2 Millionen S ( = Eigenkapital + Kredit ). Wie gro3 muss deine
jéhrliche Einzahlung sein, beginnend am Ende des Jahres vor deinem 17. Geburtstag, 10 mal
getitigt, damit du am Ende des Jahres, in dem du deinen 27. Geburtstag gefeiert hast, iiber
800 000 S Eigenkapital verfiigen kannst?

(12 Punkte)
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4. Indiana Jones findet eine alte Schatzkarte mit folgender Anweisung: Von Death City gehe

2500 Schritte nach Osten, dann 1500 Schritte nach Norden. Dort liegt der Indian Rock.

Gehst du von Death City 9000 Schritte nach Osten und 4000 Schritte nach Norden, so

kommst du zu einem Baum am Snake River. Von der Richtung Indian Rock — Baum muss

man sich ca. 30° nach Norden halten, dann liegt der Schatz genau 5000 Schritte entfernt.

Indiana Jones rechnet kurz nach und macht sich nach Osten auf den Weg.

a) Wie viele Schritte muss er nach Osten und dann nach Norden gehen um direkt zum
Schatzversteck zu gelangen?

b) Der alte Joe, von dem die Karte stammt, hatte keinen Kompass, d.h. die GroBBe des
Winkels ist nur auf 5° genau geschitzt. Mit welcher Abweichung muss Indiana Jones
rechnen?

(12 Punkte)
4. Schularbeit, am 15. Mai 2001 (zweistiindig) ........c........ 6R
1. Gegeben sei die Zahlenfolge a, = <75n + T>
n—

a) Stelle eine Monotoniebehauptung auf und beweise sie!

b) Berechne den Grenzwert der Folge!

c) Gib eine Definition des Begriffs ,,Grenzwert und fithre mit dem in b) errechneten
Wert einen exakten Grenzwertbeweis!

d) Ab dem wie vielten Glied liegen die Glieder der Folge in einer & - Umgebung, wenn
£=10,001 ist?

e) Erklére die Begriffe Supremum und Infimum! Kannst du sie bei der gegebenen Folge
angeben?

2. a) Zeige, dass die Punkte 4, B, Cmit A(10 | 1| 1), B(0 |4 3), C(-6 | 2 | 8) eine Ebene E;

aufspannen und ermittle ihre Gleichung!
b) Ist die Ebene E| zur Ebene E, : 2x +y - 3z =11 parallel? (Begriindung!)

4 3
C) Zeige, dass die Gerade g: X=|[11|+ ¢-|—7| mit der Ebene E, den Schnittpunkt
2 —1

S(1] 18] 3) hat!

d) Lege durch S eine zur Ebene £ normale Gerade /# und berechne den DurchstoBpunkt
Fvon hund E;!

e) Berechne die Lange der Strecke SF!

3 Zusatzpunkte: Welchen Korper bilden die Punkte 4, B, C, S und wie kann die Strecke SF

in diesem Zusammenhang gedeutet werden? Kannst du — ohne es auszufiihren — eine zweite
Methode zur Berechnung der Lénge SF angeben?
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Im Jahre 1992 lebten 5,48 - 109 Menschen auf der Erde. Zur Prognose der Bevolkerungszahl

dienen verschiedene Wachstumsmodelle:

a) Modell 1: Die jahrliche Wachstumsrate betrage 2,2%. Welches Wachstumsmodell
wird dieser Aussage gerecht? Gib eine Formel zur Berechnung der Weltbevilkerung
in ¢ Jahren an!

b) Modell 2: Zur Errechnung der Weltbevolkerung in ¢ Jahren wird die Formel

K-N,-a'
N,-a" +(K —N,)
No= 548" 109 . Erkliire das hier verwendete Wachstumsmodell, insbesondere den
Wert K! Die Befiirworter des Modells 2 prognostizieren fiir das Jahr 2025 (also 33
Jahre nach 1992) 8,47 - 109 Menschen. Berechne den Wert von a!

c) Berechne mittels beider Modelle, in welchem Jahr die Weltbevélkerung auf 10 - 109
Menschen angewachsen sein wird!

N(t) =

verwendet. K wird mit 11109 angenommen und

Ein (bestimmter) Raucher fiihrt seinem Blut eine tégliche Nikotinmenge von 0,02 mg zu.

Andererseits wird tdglich 1% des im Blut vorhandenen Nikotins abgebaut. Zu Beginn sei im

Blut kein Nikotin enthalten.

a)  Berechne den Nikotingehalt am 1.( Es wird nur Nikotin zugefiihrt, aber noch nichts
abgebaut!), 2., 3., 4., 5., ... n-ten Tag!

b)  Begriinde, dass eine geometrische Reihe entsteht!

c)  Gib eine rekursive Darstellung an und zeige, dass die Termdarstellung (= Summe der

Reihe) s, =0, OZ-ﬂ =2-2-0,99" lautet.
1-0,99
d)  Beweise, dass der Nikotingehalt im Blut insgesamt steigt, der Korper mit dem Abbau
also nicht nachkommt! Gibt es einen Grenzwert? (= Langzeitverhalten des
Nikotingehalts)
e) 1 mg Nikotin im Blut ist ein gefdhrlicher Schwellenwert. Wird bei diesem
Rauchverhalten dieser Wert jemals erreicht oder sogar iiberschritten? Wenn ja, wann?
f) Stelle den Nikotingehalt am TI graphisch dar! (Angabe der Window- Einstellungen,
Skizze im Heft!)

7. Klasse:

Gestaltet von: Dr. Otto Wurnig

1. Semesterschularbeit 3.2.2000 (100 Minuten)

1)

2)

Die Punkte 4 = [3,0,-1], B = [1,4,-1] und C = [-2,0,4] liegen auf einer Kugel, deren

Mittelpunkt in der Ebene €: 2x + 3y - 8z =4 liegt.

a) Stelle die Kugelgleichung auf!

b) Berechne das Volumen jener Pyramide, die das Dreieck ABC zur Grundfliche hat
und deren Spitze der tiefste Punkt der Kugel k: (x+2)* + y* + (z+1)> =25 ist!

Der Mittelpunkt der Ellipse E: 16x> + 25)% = 400 ist der Scheitel einer Parabel, deren
Brennpunkt mit dem rechtsseitigen Brennpunkt der Ellipse zusammenfallt. (SKIZZE!)

a) Wie lauten die Gleichungen der gemeinsamen Tangenten und die Koordinaten der
Beriihrungspunkte?

b) Berechne den Schnittwinkel, den die Ellipse £ mit der Parabel P: )? = 12x
einschlieft!
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3) Angenommen, ein punktformiges Objekt bewegt sich langs der durch
fix—> (1/4) (*+2x*-3x), [-2;2] >R
beschriebenen Kurve und trifft auf eine Wand, die durch die Gleichung x =2 beschrieben
wird. Unter welchem Winkel « trifft das Objekt auf der Wand auf ?
Mache am Beginn eine am Graphik-Fenster orientierte SKIZZE!

Zusatzaufgabe:
Gegeben ist ein Rechteck mit 15 cm Lénge und 8 cm Breite. In den vier Ecken sind gleich grofe

Quadrate auszuschneiden. SKIZZE! Die dadurch entstehenden Rechteckstreifen sind aufzubiegen,
damit eine oben offene Schachtel entsteht.
Wie grof} sind die Quadratseiten zu wihlen, damit das Volumen der Schachtel moglichst gro3 wird?

2. Semesterschularbeit 17.06.2002 (100 Minuten)
HU-Heft, Formelsammlung, TI-92

1) Eine gingige Verpackungsform fiir Getrinke ist die zylinderférmige Aludose mit 1 Liter

Inhalt.

a) Gib eine Termdarstellung der Funktion O: x — O(x) an, wobei x der Radius der
Dose in cm und O(x) der Oberflicheninhalt einer solchen Dose ist. (Dicke
vernachléssigt)

b) Zeichne den Graphen dieser Funktion im Intervall [2, 9] und bestimme in diesem

Intervall die Extremstelle [x, O(x)].

2) Der Ellipse 36x* + 9y? = 324 (2. Hauptlage) ist ein symmetrisches 6-Eck von grofitem
Umfang einzuschreiben, dessen Diagonale die groBe Achse der Ellipse ist. Bestimme den
maximalen Umfang des 6-Ecks mit den Methoden der Differenzialrechnung! Skizze!

3) In einer Grof3stadt sind erfahrungsgeméil 7% der U-Bahn-Fahrgéste Schwarzfahrer.
a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich in einem U-Bahn-Waggon mit 40
Fahrgidsten genau 3 Schwarzfahrer bzw. mindestens 4 Schwarzfahrer befinden?
b) Unter wie vielen Fahrgésten ist mit mindestens 90%iger Wahrscheinlichkeit
mindestens ein Schwarzfahrer zu erwarten?
Zeichne zu den ersten drei herausgegriffenen Fahrgisten den betreffenden Baum!

Zusatzaufgabe (eventuell als Alternative zu Beispiel 1 oder Beispiel 2):
Die Kostenfunktion eines Betriebes lautet: K(x) = 0,0007x3 - 0,63x% + 360x + 28900 (x ist
dabei der monatliche Umsatz in Stiick). Der Verkaufspreis betragt 1200 € pro Stiick.

a) Bestimme die Erlosfunktion E(x), die Gewinnfunktion, die Gewinnschwelle und den
grofBtmoglichen Gewinn.
b) Wie dndern sich der maximale Gewinn und die Grenzen des Gewinnbereichs, wenn

der Verkaufspreis von 1200 € auf 1000 € herabgesetzt wird?
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Gestaltet von: Mag. Ingrid Schirmer-Saneff
1. Schularbeit, am 28. 11. 2001 7C Arbeitszeit: 75min

Materialien: TI-92, SU-Heft, HU-Heft, Schulbuch

Differentialrechnung

1. Ein Intercity bremst

Der Intercity-Express (ICE) fahrt mit hohen Geschwindigkeiten bis zu 300 km/h. Bei

normalen Bremsvorgéngen braucht er recht lange, um von einer hohen Geschwindigkeit

zum Stillstand zu kommen, der Bremsweg ist dann entsprechend lang. In Bild 1 ist eine

Stroboskopaufnahme eines solchen Bremsvorgangs im 10-Sekunden-Takt auf dem TI-92

dargestellt. Der Bremsvorgang beginnt zum Zeitpunkt ¢ = 0, nach 2 Minuten und 20

Sekunden kommt der Zug zum Stillstand.

Die genaue Auswertung des Bildes liefert die Werte der Tabelle 2 und die Eingabe der

Tabelle in den Data/Matrix-Editor ergibt den Scatter Plot von Bild 3.

a) Mit welcher Geschwindigkeit fahrt der Zug zu Beginn des Bremsvorgangs? Welche
Geschwindigkeit hat er nach der Hélfte der Bremszeit? Zu welchem Zeitpunkt ist die
Geschwindigkeit noch gerade halb so gro3 wie die Anfangsgeschwindigkeit?

b) Wie grof3 sind die Geschwindigkeiten nach 2000 bzw. 4000 m?

c) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit hat der ICE fiir den gesamten Bremsvorgang?
ZB: Gibt es einen Zeitpunkt, an dem die Momentangeschwindigkeit genau so grof3
ist wie diese Durchschnittsgeschwindigkeit?

d) Was lisst sich iiber die Anderung der Geschwindigkeit wihrend des Bremsvorgangs
aussagen?

2. Don't drink and drive!

Ein betrunkener Autofahrer fahrt auf einer 12m breiten Strale Schlangenlinie (betrachte zur

vereinfachten Rechnung die Bewegung des Massenmittelpunktes), wobei er zuerst den

rechten Fahrbahnrand beriihrt, nach 200 m iiber die Mittellinie auf die andere Fahrbahnseite

kommt und in einem Bogen nach weiteren 100 m wieder auf seinen Fahrstreifen

zuriickkehrt.

a) Ermittle eine Funktion, die diese Bewegung beschreibt und skizziere die Funktion!
(MaBstab angeben!)

b) Wie weit kommt der Radfahrer auf die Gegenfahrbahn?

c) Gibt es einen “Punkt”, wo er die Richtung des Lenkradeinschlags édndert? Wenn ja,
in welcher Entfernung vom Fahrbahnrand und wo ist er?

d) Ist es moglich, mittels Regression am TI eine Funktion zu ermitteln? Wenn ja,
welche?
e) Vergleiche die in a) und d) ermittelten Funktionen in Bezug auf Wirklichkeitsnihe!
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3. Denksportaufgaben:

Was ist jeweils das groBtmogliche Ergebnis?

a) Denk dir zwei Zahlen zwischen 1 und 100, wobei die zweite gleich 100 abziiglich
der ersten Zahl ist! Bilde das Produkt der gedachten Zahlen!

b) Denk dir zwei Zahlen zwischen 1 und 100, wobei die zweite gleich 100 abziiglich
der ersten Zahl ist! Bilde das um 1000 vermehrte Produkt aus 3 Werten: der um 60
verminderten ersten Zahl, der um 60 verminderten zweiten Zahl und der um 50
verminderten zweiten Zahl!

7Z.B: Pazifischer Fisch

Der Zusammenhang zwischen der Linge (in m) und dem Gewicht (in kg) einer speziellen

Fischart im Pazifik ist durch G(L) = 10,375 L? gegeben. Die Anderungsrate der Linge ist

durch L’(¢) = 0,36 — 0,18 L gegeben, wobei t in Jahren gemessen wird.

a) Bestimme eine Formel fiir die Anderungsrate des Gewichts G'(#) in Abhingigkeit
von L!

b) Bestimme die Gewichtsdnderung, wenn ein Fisch 30 kg wiegt! (Unter Verwendung
der in a) gefundenen Formel)

17 2)17 3)14

VIEL GLUCK !!!!

Gestaltet von: Mag. Sieglinde Fiirst

2. Schularbeit (100 Minuten  23. Jinner 2002 ........... 7R

I.

Eine sphérische Linse (besteht aus zwei Kugelflichen) wird symmetrisch von einem Strahl

durchsetzt (siehe Skizze). Die Kugel 1 hat den Mittelpunkt M,(4 | 2 | 4) und den Radius

r=5cm. Die Kugel 2 hat ihren Mittelpunkt im Koordinatenursprung und ebenfalls den

Radius 7 = 5 cm. Der Lichtstrahl trifft im Punkt Q(4 | -2 | 1) auf die erste Kugel.

a) Berechne den Punkt P bei symmetrischem Strahlendurchgang, dh. der Strahl verlauft
parallel zur Achse durch die Kugelmittelpunkte.

b) Man kann sich die Linse durch ein Prisma, das die Tangentialebenen in P und Q bilden,
ersetzt denken. Berechne diese Ebenen!

c) Berechne die Schnittgerade der Ebenen (= brechende Kante)!

d) Berechne den Winkel &!

Zusatzfrage (1 Punkt): Konnte man in diesem Fall die Ndherungsformel zur Berechnung
der Gesamtablenkung ¢= ¢ (n - 1) anwenden? Begriindung!

7-17



16 Punkte

Ein betrunkener Autofahrer fahrt auf einer 12 m breiten geraden Strafle ,,Schlangenlinie®
(betrachte zur vereinfachten Rechnung nur die Bewegung des Massenmittelpunktes), wobei er
zuerst den rechten Fahrbahnrand beriihrt, nach 200 m (Straenlénge) iiber die Mittellinie auf
die andere Fahrbahnseite gerdt und in einem Bogen nach weiteren 100 m (StraBBenlédnge)
wieder auf seinen Fahrstreifen zuriickkehrt.

a)

b)
c)

d)

Ermittle eine Funktion, die den Weg des betrunkenen Autofahrers beschreibt!
Skizziere den Verlauf der Funktion (MafBistab angeben!)

Wie weit kommt der Autofahrer auf die Gegenfahrbahn?

Gibt es einen Punkt, wo er die Richtung des Lenkradeinschlages dndert? Wenn ja, in
welcher Entfernung vom Fahrbahnrand und wie viele Meter (Straenlinge) nach
Beriihrung des rechten Aullenrandes geschieht dies?

Ermittle aus den gegebenen Daten mittels Regression am TI eine Funktion! Welche
ist das?

Vergleiche die in a) durch Rechnung und in d) durch Niherung ermittelten
Funktionen auf Wirklichkeitsnéhe!

16 Punkte

Die Kostenfunktion eines Produktionsbetriebes kann ndherungsweise durch die Funktion
K(x) = 0,05x° — 3x* + 100x + 1000 beschrieben werden (x sind die Mengeneinheiten ME des
erzeugten Produktes).

a)
b)

Zeige, dass bei steigender Produktionsmenge die Kosten stets zunehmen!

Die Firmenleitung mochte die Produktionskosten pro erzeugter Mengeneinheit

K(x)
X

dies der Fall? Wie groB sind dann die Kosten pro Mengeneinheit?

Uberpriife mittels Zeichnung am TI, dass tatsichlich ein Minimum vorliegt! (Angabe

K(x)

K(x)=

minimieren. Gelingt dies? Wenn ja, bei welcher erzeugten Menge ist

der WINDOWS-Einstellungen!) Skizziere den Verlauf der Funktion K(x)= !

Kannst du das Minimum auch durch Rechnung nachweisen? Wie muss man
vorgehen?

7-18



d) Die Produktionskapazitit der Firma ist mit 30 ME begrenzt. Wie viele
Mengeneinheiten konnen unter diesen Umstinden erzeugt werden, damit die

K(x)

X

minimal wird?

sogenannte Stiickkostenfunktion E(x) =
16 Punkte

Viel Erfolg bei der ersten Schularbeit,
bei der Mathematikhefte und Buch als Hilfsmittel erlaubt sind!
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8 FOLDER:

gestaltet von Mag. Hermine Rogner
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*— Leistungsbeurteilung und
Qualitatsstandards

Die Anforderungen eines zeitgemalien
Mathematikunterrichts und die Verwen-
dung neuer Technologien (Computer-
algebrasysteme) erweitern die bisherigen
Moglichkeiten Leistungen zu erbringen.

m Problemlosen
offene Aufgaben ohne
»Kochrezepte“

m Facharbeiten
eigenverantwortliches
Prasentieren

m Referate
mit Begleitung des
Arbeitsprozesses

m Portfolios
Dokumentation des
Lernprozesses

m Hand-outs
Materialien von Schiilerinnen
fiir Schiilerinnen

Leitideen  wie Eigenverantwortlichkeit
werden durch diese vielfaltigen
Maglichkeiten  der  Leistungserbringung
gefordert und konkretisiert.

m Projektleitung:

Landesschulinspektor
HR Mag. Dr. Helmut Heugl|

m Projektkoordination:

Mag. Walter Klinger
Mag. Walter Wegscheider

ACDCA am PI-Hollabrunn
Abt. AHS

Dechant-Pfeifer-Stralle 3
A-2020 Hollabrunn

m E-Mail: acdca@pinoe-hl.ac.at
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+ Neue Lernkultur

m Mathematik lernen mit Hilfe
verschiedener Methoden

m Mathematik lernen mit allen

Sinnen

m Mathematik
lernen

eigenverantwortlich

Gleichzeitig soziale, kommunikative und
methodische Kompetenzen entwickeln,
pflegen und férdern.

FUr einen derartigen Mathematikunterricht
entwickeln wir

m Stationenbetriebe

und
= Lernspiralen

In Seminaren und Workshops werden diese
Materialien far Lehrerinnen von
Lehrerlnnen hergestellt.

Info und Downloads unter:
www.acdca.ac.at
www.tibs.at/nlk

+ Didaktische Betreuung und
Englisch als Arbeitssprache

Es gibt immer mehr Lehrerlnnen, die ihren
naturwissenschaftlichen Unterricht veran-
dern wollen.

Wir bieten eine dauernde didaktische
Betreuung durch erfahrene Lehrerlnnen an.

In  einem IT-gestutzten Mathematik-
unterricht ergeben sich viele Maoglich-
keiten Englisch als Arbeitssprache zu
nutzen (Fachterminologie, Fachliteratur,
ErschlieRen von fremdsprachigen Quellen
im Internet).

Die Gruppe stellt eine umfangreiche Liste
von Antworten auf der Homepage unter

m FAQ “FREQUENTLY ASKED QUESTIONS"

bereit.

Neben Tipps und Tricks zum Gebrauch der
Technologie findet man wertvolle Hinweise
zur Behebung von Hard- und Software—
problemen.

Einstiegs- und Argumentationshilfen flr
innovationsbereite  Kolleglnnen  werden
angeboten!
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4+ Unterrichtsmaterialien im
Lichte neuer Technologien

Die Verwendung neuer Technologien
fordert

m  Grundkenntnisse der Informations-
und Kommunikationstechnologie

m  Nutzung mathematischer Inhalte im
Internet

und ermaglicht

m offenere Fragestellungen zu
klassischen Beispielen

m Beispiele mit realitatsnaheren
Aufgabenstellungen

Im Rahmen des Projektes werden folgende
Angebote auf- und ausgebaut:

m Linksammlung

m themenzentrierte
Unterrichtsmaterialien

m Aufgabensammlungen

m Literaturhinweise

m Vorstellung von Neuigkeiten im
Technologiebereich

= Hinweise zu
Fortbildungsveranstaltungen

Der derzeitige Projektschwerpunkt ist die
Erstellung einer erganzenden Aufgaben-
sammlung fur den computeralgebra-
unterstutzten Mathematikunterricht.
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