Wahr scheinlichkeitsrechnung und Statistik

Otto Wurnig

Der folgende Kommentar stellt eine Zusammenfassung der Erfahrungen dar, die in der Ober-
stufe der AHS mit dem Einsatz des T1-92 in den genannten Stoffgebieten gemacht wurden.

Da der Einsatz des TI-92 in der Unterstufe noch nicht allgemein akzeptiert wird, soll kurz
erlautert werden, an welchen im Lehrplan der 5. und 6. Klasse vorgesehenen Kapiteln
wichtige T1-92 Befehle erarbeitet werden, die dann in der 7. und 8. Klasse bei der Behandlung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik zur Verfligung stehen.

In der 5. Klasse AHS ist das Kapitel ,Darstellen und Analysieren von Daten- und
Bez ehungsstrukturen” vorgesehen.

R. FISCHER schreibt 1991 im offiziellen Lehrplankommentar (S.78f), dass es dabel im ersten

Bereich um die klassische beschreibende Statistik gehe.

Es geht um die Bearbeitung der Werte einer Variablen:

* um graphische Darstellungen wie die Angabe von Haufigkeitsverteilungen in Tabellen,
Histogrammen, Kreisdiagrammen oder Kastenschaubildern,

* um die Beschreibung von Datenmengen durch Kennzahlen, wie das arithmetische Mittel,
Median, Modus sowie Spannweite, Quartile, mittlere lineare Abweichung oder empirische
Standardabwei chung.

Es geht um die Bearbeitung der Werte zweier Variablen, es geht oft darum, einen Zusam-

menhang zwischen diesen Variablen herzustellen, d.h.:

» eine Darstellung in eéinem zwei dimensionalen K oordinatensystem vorzunehmen und

» gegebenenfalls eine Trendkurve fUr diese Punktwolke zu finden.

Fir die Bearbeitung solcher Listen stellt der TI-92 eigene Befehle zur Verfligung, die im
HOME-Fenster oder professioneller im Daten-Editor verwendet werden.
(vgl. REICHEL-MULLER 1997, S 54ff)

In der 6. Klasse AHS werden im Kapitel Funktionen - Analysis viele Grundbegriffe erarbeitet,

die gerade mit dem T1-92 gut behandelt und dargestellt werden kdnnen.

Grol3e Bedeutung hat

» die Darstellung und Behandlung von reellen Funktionen im Home-, Tabellen- und
Graphikfenster,

» die Darstellung und Behandlung von Zahlenfolgen al's besondere Funktionen im Home-
Fenster und im SEQUENCE-Mode im Tabellen- und Graphik-Fenster.

Fur die Darstellung von Zahlenfolgen steht im Home-Fenster ein eigener SEQUENCE-
Befehl zur Verfligung:

Die Zahlenfolge {1, 4, 9, 16} kann man durch den Befehl seq(n™2,n, 1,4) erhalten
werden.
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1. Der T1-92 Zufallsgenerator

Um zum Modell der Laplace-Miinze (L-Minze) und des L-Wirfels zu kommen, sind zum
besseren Verstdndnis zuerst eigene Versuche und anschlief3end Simulationen von grof3er
Bedeutung. Dazu steht beim T1-92 ein eigener Zufallsgenerator zur Verflgung.

T1-92 Befehle: (T1-92 Handbuch 1996, S.432)

RandSeed Zahl

Zahl =0 setzt die Ausgangsbasis (,, seed”) fur den Zufallsgenerator auf die Werksein
stellung zurtick.

Zahl 20 erzeugt 2 Basen, die in den Systemzahlen seedl u. seed2 gespeichert werden.

rand(n) nist eine ganze Zahl # 0
rand() gibt die néchste Zufallszahl aus einer Zufallszahlenfolge zwischen O und 1 aus.
rand(6)gibt eine ganzzahlige Zufallszahl 1< x < 6 aus.
rand(-6) gibt eine ganzzahlige Zufallszahl -6 < x < -1 aus.
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Es kann somit problemlos im HOME-Fenster ,, gewtrfelt* werden (Fig. 1). FUr eine Folge von
Zufallszahlen wird der TI-Befehl SEQ herangezogen. Da aber im Fenster nur wenige Zufalls-
zahlen sichtbar sind, schlagen REICHEL/MULLER (S.159f) zwei verschachtelte SEQ-Befehle
vor (Fig. 2). Durch Abzéhlen kann festgestellt werden, dass die Augenzahl 5 10mal
vorkommt.

Da aber beim L-W(rfel ale sechs Augenzahlen mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorkommen
und dies bei den 48 Wrfen des TI-Wirfels in Fig. 2 auch nicht angendhert der Fall ist, sollte
die Qualitét des TI-Zufallsgenerators mit einer gréf3eren Folge von Zufallszahlen (z.B. 960)
getestet werden. Dafur ist die Verwendung des Matrix-Editors bestens geeignet.
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Um die absoluten Haufigkeiten der Augenzahlen des TI-Wirfels ohne eigenes Abzéhlen
feststellen zu kdnnen, kann man zu Spalte c1 ein Histogramm (Fig. 6) herstellen lassen.
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Der Tl kann im TRACE-Modus selbst die absoluten Haufigkeiten der Augenzahlen
feststellen. In Fig. 6 kommt die Augenzahl 1 bei 960 Wurfen 145mal vor. Die relative
Haufigkeit fur die Augenzahl 1 ist somit 145/960 oder in gekirzter Form 29/192. Gibt man
der Relhe nach die absoluten Haufigkeiten fur 1,2,3,4,5,6 mit der Hand im Daten-Editor ein,
so erhdlt man Fig. 7.

mww T 1 1 1T | FioL IdPEeeenn..

I‘Fi"'m]’ FE Tr: T & Trs Trs;r]’ T ] il Tginhbest Flot = )
¥ f==|Flot. Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat E Flot Tupe Ecatierk J

Markeeasecaannaanns Souare

cl cZ " 1
1 i s T I I R R R R PR el
2 [z 577320 RN
i i gi’:ggg Uze Frey and Categories? HO+
5 |5 Er-JE0 i
) 3 [T - —
7 : : RO R
c3= 1 {Enter=SAUE ESC=CAMEEL » |-
MAIN TEG AUTO FUNC USE + AND & T0 OFEN CHOICES

Fig. 7 Fig. 8

Die sechs Zahlenpaare [1, 29/192], ..., [6, 163/960] lassen sich mit Hilfe des
Darstellungstyps SCATTER leicht im Graphik-Fenster as Punkte (Fig. 10) darstellen.
Abschlief3end kann durch Einzeichnen der Geraden y = 1/6 anschaulich Gberprift werden, ob
die sechs Punkte nahe bei dieser Geraden liegen.
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Da im dargestellten simulierten Experiment alle sechs Punkte nahe bei der Geraden y = 1/6
liegen, hat der TI-Wurfel den L-Wdrfel, d.h. eine Gleichverteilung, gut simuliert. A. ENGEL
(1973, S. 111f) nennt einen Wirfel dann ,gut”, wenn der y?>-Anpassungstest einen Wert
kleiner als 8,16 ergibt. Im dargestellten Fall liefert der y>-Anpassungstest den sehr guten Wert
3,09.




2. Berechnung der Binomialkoeffizienten durch Simulation des M iinzwurfs

Aufgaben zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten waren friher vielfach mit Kombinatorik
verknupft. Der Lehrplan 1989 sieht dieses Kapitel aber nicht mehr ausdriicklich vor. Daher ist
der Vorschlag von R. FRASER (GB), die Binomiakoeffizienten durch ein stochastisches
Experiment zu erarbeiten, von besonderer Aktualitét. Es werden n Minzen (z.B. 1, 2, 3, 4)
sehr oft aufgeworfen (guinstig ist z.B. 64, 128, 256 mal) und dann ausgewertet, wie oft Zahl
(2) und Wappen (0) vorkommt. Der Munzwurf 183 sich sehr schén mit dem TI1-92 durch den
Befehl RAND(2)-1 simulieren und kann sofort im Daten-Editor ausgefuhrt werden.

Im anschlief3enden Beispiel wurde in den Spalten cl, c2, c3, ¢4 je 512mal der Minzwurf
simuliert: seq(rand(2)-1,x,1,512) Anschlief3end wurde in ¢5, ¢6, c7 der Reihe nach
cl+c2, cl+c2+c3, cl+c2+c2+c4 berechnet und dadurch beim Wurf mit zwei, drei, vier
Minzen festgestellt, ob Zahl jeweils 0, 1, 2, 3, 4 mal vorkommt.

Um sich das direkte Abzdhlen der Haufigkeiten zu ersparen, kann man mit dem TI-92 das
Histogramm bilden und im Graphik-Fenster die absoluten Haufigkeiten im TRACE-Mode
ablesen.
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Auswertung der Histogramme

In der Auswertung der Histogramme soll das jeweilige Verhdltnis der Sdulen (der absoluten
Haufigkeiten) zueinander festgestellt werden. Dieses Verhdtnis errechnet man dadurch, dass
die Anzahl der Versuche (also 512) fur n=1,2,3,4 der Relhe nach durch 256,128,64,32
dividiert werden. Als Ergebnis erhélt man die ersten Zeilen des Pascal schen Dreieckes.

n=1
k 0 1 )
absolute Haufigkeit 269 243 512
Division 269 : 256 243 : 256 512 : 256
(gerundetes) Ergebnis 1 1 2
n=2
k 0 1 2 )
absol. Haufigkeit 133 253 126 512
Division 133: 128 253:128 126: 128 512 :128
(gerund.) Ergeb. 1 2 1 4
n=3
k 0 1 2 3 >
abs. Haufig. 79 189 162 82 512
Division 79:.64 189: 64 162 : 64 82:64 512: 64
(ger.) Ergeb. 1 3 3 1 8
n=4
k 0 1 2 )
abs. Haufig. 36 140 166 122 48 512
Division 36: 32 140: 32 166 : 32 122: 32 48: 32 512: 32
(ger.) Erg. 1 4 6 4 1 16

Diese erhaltenen Zahlen heilRen Binomialkoeffizienten, da sie beim Potenzieren des Binoms
(a+b)" mit n O N, auftreten. Sie konnen mit dem T1-92 mit nCr (n,k) berechnet werden.
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3. Simulation der Binomialverteilung

REICHEL/MULLER (1997, S.159f) simulieren den Reil3nagelwurf (P(, Spitze unten*) = 0,7 und
P(, Spitze oben*) = 0,3) mit dem SEQ-Befehl in Verbindung mit einer WENN-DANN-
SONST - Abfrage (Fig.1l). Zum erzeugen einer Versuchsreihe verwenden sie zwel
verschachtelte SEQ-Befehle (Fig.2).
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G. MALLE betont im Kommentar zur AHS-Oberstufe 1991 (S.163), dass zum Verstandnis der
Binomialverteilung es zundchst notwendig ist, herauszuarbeiten, , dald die absolute Haufig-
keit H des Eintretens eines Ereignisses in einer Versuchsserie als eine Zufallsvariable auf-
gefaldt werden kann und eine gewisse Wahrscheinlichkeit besitzt“. Da in Fig. 2 genau eine
solche Versuchsserie dargestellt ist, sind ale Voraussetzungen vorhanden, um mit dem TI-92
Augabenstellungen zur Binomialverteilung zu simulieren.

Beispidl:

Peter und Klaus spielen gegeneinander Tennis. Peter gewinnt i. a. 7 von 10 Satzen. Wie grol3

ist die Wahrscheinlichkeit, dass Peter bei 10 gespielten Satzen mindestens 6 Sitze gewinnt?

a) Essollen nun 1280 Satze durch den T1-92 ssimuliert werden und dann
in 10er-Gruppen auf dem Gerét ausgewer tet werden.

Die erzeugte Versuchsreihe wird als Matrix mit 10 Zeilen und 128 Spalten am Home-Fenster
ausgegeben und unter den Namen mat1 gespeichert(Fig. 3). Um die absolute Haufigkeit der
Siege (der Einser) bei 10 Sétzen zu erhalten, bentétigt man die Spaltensumme. Der TI-Befehl
sum(matl) gibt die Summe der Elemente aus den Spalten der Matrix matl als Zeilenvektor
aus (in Fig. 4 [6, 6, 7, ...]). Da aber im Daten-Editor zur weiteren Verarbeitung eine Liste
benttigt wird, wird der Vektor mit dem TI-Befehl mat»list([ ... ]) in eine Liste {...}
verwandelt.
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Diese Liste der absoluten Haufigkeit der Siege bei je 10 gespielten Sdtzen wird mit dem
Befehl COPY kopiert und mit dem Befehl PASTE in die Spalte c1 des Daten-Editors geholt
(Fig. 5). Anschlief3end wird von der Spalte c1 das Histogramm im Graphik-Fenster dargestellt

(Fig. 8).
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Im Histogramm kénnen die absoluten Haufigkeiten (abs. H.) von 0, 1, 2, ..., 9, 10 Siegenim
Graphik-Fenster im TRACE-Mode bestimmt werden. Durch Division der absoluten Haufig-
keiten (rel. H.) durch 128 erh@t man dann die relativen Haufigkeiten.

Auswertung des Histogramms

o
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abs.H. 17 22 43 23 15 5 128

rekH. ] 0] 0] 0| O |]0.023] 0070 | 0.172 | 0.336 | 0.180 | 0.117 | 0.039 | 1

b) Es soll mit der Formel der Binomialverteilung die Wahr scheinlichkeiten P(X=i)
(i ist die Anzahl der gewonnen Sétze bei 10 gespielten Sétzen) berechnet und die er
haltenen Ergebnisse mit den Ergebnissen der Simulation verglichen werden.
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Vergleich der Wahrscheinlichkeiten von Modell und Simulation

Siege |0]1]2]| 3 4 5 6 7 8 9 10 >
Modell {0] 0 | 0 |0.01] 0.04 | 020 | 020 | 0.27 0.23 0.12 | 0.03
Simul. |[0J0| 0| O | 002 | 007 | 017 | 0.34 0.18 012 | 0.04 1

4. Graphische Dar stellung der Binomialverteilung

Es ist vorteilhaft die Formel der Binomialvertellung im HOME-Fenster unter einem Namen
wie z.B. bv(n,k,p) zu speichern. Ruft man dann bv(n,k,p) auf, so sieht man, dass der T1-92 zur
Berechnung der Binomialverteilung die e-Funktion verwendet.

Dadie Binomiaverteilung eine diskrete Verteilung ist, kann die graphische Darstellung leicht
im SEQUENCE-Mode durchgefihrt werden. Die Werte von P(X=k) kdnnen sowohl im
Tabellen-Fenster asauch im Graphik-Fenster (TRACE-Mode) abgelesen werden.
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Im SEQUENCE-Mode ist zu beachten, dass fir dask in der Formel stets n als Laufvariable
genommen werden muss!
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Die beiden Binomiaverteilungen bv(10, k, 0.5) und bv(10, k, 0.3) haben ein unterschiedliches
Aussehen. Sie besitzen an verschiedenen Stellen ihr Maximum (ihren Erwartungswert), die
erste fur k=5 und die zweite fir k=3, und ,, streuen” auch verschieden um diese.

5. Ableitung von p und o einer Binomialverteilung bei gegebenem n

G. MALLE (1991, S.162) schlagt im Lehrplankommentar vor, von den mit Hilfe der relativen
Haufigkeit formulierten Formeln fur Mittelwert und Varianz einer Haufigkeitsverteilung
(5. Klasse AHS) auszugehen, um damit die Formeln fir Erwartungswert und Varianz einer
diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung zu motivieren:

M =E(X) =2x; . P(X =) 02=V(X) = Z(x - n)?. P(X = x)

G. MALLE (1991, S.163) meint weiter, dass es im einfachsten Falle genlige, die
entsprechenden Formeln fur die Binomialverteilung den Schilern einfach mitzuteilen

H=n.p o?=n.p.(1-p)

oder fir n < 3 mit beliebigem p aus der Definition von E(X) und V(x) mit der Hand herleiten
zu lassen.

ASPETSBERGER / SCHLOGELHOFER (1996, S.95f) zeigen, dass der T1-92 in der Lage ist, die
Formeln fur die Binomiaverteilung fir n = 20 und hoher problemlos aus der Definition
herzuleiten. Allerdings ist die Rechenzeit bei der Berechnung der Varianz bedeutend langer
as bel der des Erwartungswertes. Die Rechenzeit bei der Varianz kann allerdings reduziert
werden, wenn man die zweite Formel fur die Varianz aus der Formelsammlung nimmt:

V(X) = Zk2 . P(X = x) - u2 = E(X? - [E(X)]? (KRAFT/BURGER/UNFRIED/HASCHKOVITZ,
Mathematische Formrlsammlung, Verlag Holder-Pichler-Tempsky, Wien, 1994).
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Berechnung von E(X) fur n=20 u. n=50 Berechnung von V(X) auf zwei Arten




6. Eine M usteraufgabe zur Binomialverteilung

In einer Grol3stadt sind erfahrungsgemal’ 6% der U-Bahn-Fahrgaste Schwar zfahrer.

a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich in einem U-Bahn-Waggon mit 50 Fahr-
gasten genau zwei bzw. mindestens drei Schwar zfahrer befinden ?

b) Unter wie vielen Fahrgasten ist mit 90%iger Wahrscheinlichkeit mindestens ein Schwarz-
fahrer zu erwarten ?

¢) Ein Kontrolleur tberprUft taglich etwa 300 Fahrgaste. Wie viele Schwarzfahrer wird er im
Mittel treffen ? In welchem Bereich liegt mit (mindestens) 90%iger Wahrscheinlichkeit die
Anzahl der Schwarzfahrer, die er an einem Tag trifft ?

Aufgabe aus M. KoTH, 100 Maturaaufgaben, Nummer 2, Seite 29, Verlag Holder-Pichler-
Tempsky, Wien, 1993.

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Schwarzfahrer unter 50 Fahrgésten an. X wird as
binomialverteilt mit n=50 und p=0.06 angenommen.

a) P(X=2) = ? bzw. P(X23)="7

I’Fi ]’ Fev Tr3v]’ruvT 3 ]’ 5 T]
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P(X = 3) kann mit dem TI-92

S, 2, .08 2eeads entweder direkt als Summe von 3 bis 50

u k=3bu(5El, ko, DG . SE3ITS4 berechnet Werden Oder

i ﬁ s, k. 08 — wie ohne CAS-Rechner Uber die Gegen-
isa ' wahrscheinlichkeit P(X = 3) = 1 - P(X < 2).

1-E<¢hudS0. k. 0063 k. 0,23
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Die Wahrscheinlichkeit in einem U-Bahn-Waggon mit 50 Fahrgasten genau zwei Schwarz-
fahrer zu finden betrégt 22,6%, mindestens drei Schwarzfahrer zu entdecken 58,4%.

b) Lose die Ungleichung: 1-0.94" >0.90 nON soll méglichst klein sein.

- A1 aebralcs lejother [Framiolciean up| | P(X=1)=1-P(X=0)=1-P(X=0)=0.9
LRI R-C L 1-1.941" & .9 1-0.94">0.90

meoluelt (941" E L9, ) (a4 =1

'5'31”9[1;f-943'”= .%:n) n=37.2133 Der T1-92 kann die Ungleichung nicht
"1-(e4)7z.8|n=37 false |6sen, wohl aber die Gleichung.

01 -(.94)" = .9 |n=38 true

1-¢.94>"*n? .9 1n=38|

MAIN EAD AUTO FUMC 520

Durch eine anschlief3ende Probe kann die richtige natirliche Zahl (n = 38) problemlos
ermittelt werden. Es befindet sich mit 90%iger Wahrscheinlichkeit unter 38 Fahrgasten
mindestens ein Schwarzfahrer.




|c) Anzahl der Schwarzfahrer im Mittel ? - Bereich mit 90% Wahrscheinlichkeit ?

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Schwarzfahrer unter 300 Fahrgésten an. X wird als
binomiaverteilt mit n=300 und p=0.06 angenommen. E(X) = =300.0.06 = 18.

Der Kontrolleur wird im Mittel 18 Schwarzfahrer pro Tag antreffen.

Gesucht ist ein symmetrisches Intervall [p-z, pu+z], z O N, so dass die Summe der
Einzelwahrscheinlichkeiten von P(p-z) bis P(u+z) = 0,90 ist ! (L=18)

M. KoTH l6st dieses Beispiel (S. 165) dadurch, dass sie die Binomialverteilung durch die
Normalverteilung annghert. Mit dem T1-92 kann aber das Problem mit Hilfe des Befehls
cumSum(listel) gel 6st werden.

T1-92 Befehl: (T1-92 Handbuch 1996,S.386)

cumSum(Listel) - Liste Eingabe: cumSum({1, 2, 3,4}) Ausgabe: {136 10}

Der Befehl gibt eine Liste der kumulierten Summen der Elemente aus Listel zuriick, wobei
bei Element 1 begonnen wird.

Es sind also solange die folgenden Teilsummen der Wahrscheinlichkeiten zu bilden, bis 0,90
erreicht oder erstmals Uberschritten wird:

1. Teilsumme = P(X=18) = 0,09654
2. Teillsumme = P(X=18) + P(X=17) + P(X=19)
3. Tellsumme = 2. Teilsumme + P(X=16) + P(X=20)

Losungsidee: Erzeuge im Dateneditor in einer Spalte (c2) P(X=17), P(X=16), ... und
in der anderen Spalte (c3) P((X=19), P(X=20), ...
so lange bisdie Teilsummen gro3er oder gleich 0,90 - P(X=18) =0,80346 sind!
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5 ] .EI4983|23 04509, red L %5
& z At 05217 roldd L] bl FA0 , k, A5 .933581
7 1 L 0223225 02263 Darhd k=11

ch=cumSumtcZ+cd> ZthociD k. 0.06> k.11 ,.25>
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In Spalte c5 sind die Teillsummen ! richtiges Interval: [11, 25]

Die Zahl der pro Tag angetroffenen Schwarzfahrer liegt mit (mindestens) 90%iger Wahr-
scheinlichkeit im Bereich [11, 25].




7. Die Poissonverteilung als Sonderfall der Binomialverteilung

Wenn bei einer Anwendung die Zahl n der Teilversuche sehr grof3, hingegen die Wahrschein-
lichkeit p der einzelnen Versuche sehr klein ist, so dassder Limesfirn —cvon n.p — A
mit A als endliche reelle Zahl geht, so kann die Binomialverteilung durch die Poisonverteilung
angendhert werden. Diese Néherung ist fir 0< p <0,1 sehr gut und kann auch fir 0,9< p <1
durch Anwendung auf die Gegenwahrscheinlichkeit verwendet werden.

A. ENGEL (S. 118f) schlagt einen Weg fur die Gewinnung der Formel vor, der mit dem TI1-92+
sehr gut gegangen werden kann (Bild 1 u. 2). Verwendet man jedoch einen normalen T1-92, so
erscheint die Meldung ,, Circular definition* (Bild 3). In Bild 4 wird gezeigt, wie man das
auftretende Problem durch nachtrégliche Substitution mit a=k + 1 |6sen kann.

- |1 aebra|cs 1e ot her [Pram 1ofc1ean Us| | - |1 aebra|cs 1e ot her [Pram 1ofc1ean Us| |
(k+11(r-1177 n [k+11Tn—x]
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buin, k. Pl (k+110p—-1) " buin, B, P [-(p-11)
[k-nlp A [k —m)x w Linlf e =111 0 =2 -3
e e A LR CEICED] n;g[[ (F-11] ]IP = e
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Bild 1: bv(k+1)/bv(k) mit dem TI-92+ Bild 2: bv(k+1)/bv(k) — M(k+1)
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Bild 3: Probleme beim normalen TI1-92 Bild 4: Substitution a= k+1 — Bild1, 2
bv(n,k+1,p) A
Rekursionsformel: = mit bv(n,0,p)= *
bv(n, k, p) k+1
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Durch Einsetzenfirk =1, 2, 3, ... ergibt sich al's Formel fur die Poissonverteilung:
2K
pv(n, k) = — mit A=p=n.p als Erwartungswert und Varianz ¢*

k!




Beispiel

4% aller Fluggaste, die Pléatze reservieren erscheinen nicht. Die Fluggesellschaft weil3 dies
und verkauft 75 Flugkarten fir die 73 verflgbaren Platze.
Wie groRist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Fluggaste Platz bekommen ?

Aufgabe aus KIRSCHENHOFER/ARNOLD, Aufgabensammlung zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung mit didaktischen Beitragen, Band I, Institut fur Mathematik,
Universitéat Linz, Nr. 2.16, S. 32.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fluggast erscheint, betrégt 0,96, dass er nicht erscheint 0,04.
Somit sind bei der Binomiaverteilung zwei Varianten moglich: Es bekommen alle Fluggéste
einen Platz, wenn hochstens 73 Fluggaste erscheinen oder wenn mindestens 2 der 75
Fluggaste nicht erscheinen.

Berechnung von p bzw. A:

n=75 fUrp=096istu=75.096=72 firp=004istu=1L=75.004=3
Ldsung als Binomialverteilung  bv(n,k,p) L dsung als Poissonverteillung pv(a, k)
- |1 aebra|cs 1e ot her [Pram 1ofc1ean Us| | - |1 aebra|cs 1e ot her [Pram 1ofc1ean Us| |

o ] M
n T BwlTS, k, .96 . SRE9ET PV(3s b k!

k=@ 75

75 = opiE, kD =uot=tve
= T BWTS, k, .04 . SOEDET k=2

K=z w1 - pulE, 01— pul3, 1) . SOEESE
2 varianten der binomialvert.| pixr=23 = H-ZE{pu{3d k) k. 0O0.1>
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Die erscheinenden Fluggaste bekommen einen Platz mit ca. 80%iger Wahrscheinlichkeit.
Binomialverteilung p = 80,7% Poissonverteilung p = 80,1%

8. Darstellung der Binomialverteilung als Histogramm und als

Wahr scheinlichkeitsdichtepolygon

Da die Binomialverteilung eine diskrete Verteilung ist, ist die addquate Darstellung das
Punkt- bzw. das Stabdiagramm. Leider ist das sehr anschauliche Stabdiagramm — die
Summe der Stabléngen ist 1 — mit dem TI1-92 nur anndhernd as Staffelbild mit schmalen
Staffeln darstellbar (Bid 4).

Daher erscheint es sinnvoll, auch im Hinblick auf die Vorbereitung der Normalverteilung, das
Staffelbild (Histogramm) mit der Staffelbreite 1 zu verwenden (Bild 6). Als Mal3 fir die
Wahrscheinlichkeit gilt nun die Summe der Flécheninhalte der Rechtecke (Gesamtsumme 1).
Verbindet man die Breitenmitten der Rechtecke (Bild 8), so erhdt man ein flachengleiches
Polygon, ein Wahrscheinlichkeitsdichtepolygon (Bild 10). Es stellt sich beim Betrachten
des Bildes die Frage, ob nicht das Polygon durch den Graphen einer Funktion ersetzt werden
konnte. (— Kapitel 9)




Dar stellungsfor men der Binomialverteilungmit n=20, p=% und k=0,1,2, ..., 20.
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Bild 9: xy-line (Streckenzug) Bild 10: Wahr schein.dichtepolygon



9. Der Zugang zur Normalverteilung tber die Binomialverteilung

Dadie Normalverteilung als Grenzwert der Binomialverteilung aufgefasst werden kann, kann
sie fur grof3e n durch die Normalverteilung angendhert werden. Dieser Weg wird auch von
REICHEL/HANISCH/MULLER (1989, S.196ff) gewéhlt. Die Verwendung des TI-92 in der
7. Klasse ermdglicht, die Schiler so an Punktdiagramme und Histogramme der Binomialver-
teilung zu gewdhnen, dass mit der Zeit die Frage aktuell wird, ob nicht durch die erhaltenen
Punkte (,, Glockengestalt*) der Graph einer Ausgleichsfunktion gelegt werden kann. Der im
Folgenden skizzierte Weg ist im Unterricht erprobt worden (vgl. O. WURNIG, 1993, S.ff).

Zuerst werden im Graphikfenster im FUNCTION- Mode drei verschiedene Binomialver-
teilungen fur n = 20, 25, 30 und p = 0.5 bei gleicher WINDOW — Einstellung gezeichnet.
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Vergleicht man die drei graphischen Darstellungen fir n = 20, 25, 30 so sieht man,
» dassalledre Bilder symmetrisch sind (p = 0.5),
» dass mit wachsendem n
der Erwartungswert L = n.p immer grof3er, f(1) hingegen immer kleiner wird,
die Standardabweichung o = v(n.p.(1-p)) = n®%/2  standig zunimmt.
Es wird daher fur alle drei Darstellungen eine Standardisierung auf g = 0 und o = 1 durch-
gefuhrt. Dies gelingt mit Hilfe der Transformation k — (k-p)/o und f(k) - o.f(k).
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Standardisierung fir n = 20 standardisierte Binomialverteilung n=20

Dasfolgende Bild enthélt alle Punkte der standardisierten Darstellung fur n = 20, 25, 30.
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Betrachtet man dieses Bi |d, so stellt sich viﬂ Hl*;F;Er*a Cra3lvc, EltrPI!n;r* F'r‘ngmIEI I:le-a‘rfE a-z.. |

sofort die Frage, welcher Funktionsgraph BuC2 M LS B Dore

die_se Punkte mbgl iChSt_ gut annéher_n kann. e AR Tavehs L 3evsdes

Esist somit eine Funktion f zu bestimmen, " Lim (o(2 M) blm)) . 395942

die folgende Eigenschaften besitzt: "

« f(x) 20fir allexund f(0) = d "B eeee
(Ab&hnltt auf del’ y-AChse), MAIN TEG AUTO FUHL /50

« der Graph von f ist glockenférmig und Berechnung von f(0) = d = a(n).b(p)
symmetrisch zur x-Achse; z.B. n=40, y=40*0.5=20 - d=0.396

» dievonder Kur\_{e und der x-Achse ein- Gibt esfiir n oo einen Grenzwert ?
geschlossene Flache hat den Inhalt 1. N~ 2n, W - nergibt d=15(2m

Wie man im Bild erkennen kann, ergibt die Funktion y1(x) =d . ™ eine glockenformige, zur
x-Achse symmetrische Funktion, aber der Flacheninhalt von -c nach +eo ist 0.7 und nicht 1.
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Um die Gestalt der Kurve bei gleichbleibendem d so zu verandern, dass der Flacheninhalt von
-co nach +oo wirklich 1 wird, erhélt der Exponent einen noch genauer zu bestimmenden Kor-
rekturfaktor a. Da die angesetzte Gleichung mit dem Integral wegen der Grenzen -co und +oo
nicht gel 6st werden kann, werden die Grenzen durch -10 und +10 ersetzt. Ergebnis. a= 0.5
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Es soll diese neue Funktion y1(x) = d.€%¥9 mit d=1/V(2m) kontrolliert werden, ob sie
wirklich von -co bis +co bzw. von —10 bis +10 den Flacheninhalt 1 besitzt.
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Der Flacheninhalt unter der Kurveist 1. Der Flacheninhalt von —10 bis+10 ist 1.

12. Diskussion der GAUSSschen Glockenkurve

Die erhdtene standardisierte Funktion ist aber nur der Sonderfall mit p = 0 und o =1 der
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion nv(x,u,0):

1 - 0,5.((x - W/ o)?
nvix, ,,6) = — e
VQ2n) . 6

Die durch diese Dichtefunktion festgelegte stetige Verteilung heil3t Normalverteilung mit
den Parametern i und . Der Graph von nv(X, U, ¢) heilst GAUSSsche Glockenkurve. Von
ihr konnen durch Differenzieren im Home-Fenster immer das Maximum und die
Wendepunkte berechnet werden. Im Graphik-Fenster konnen diese Punkte auch, aber nur fir
bekanntes 1 und o bestimmt werden.
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Maximum/Wendepunkte von nv(x,u,0) Wendepunktefur pu=0 und o=1
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Der TI-92 gibt hier —1,027.10°" statt 0 aus! Einer der beiden Wendepunkte von nv(0,1)

Die Tatsache, dass die Glockenkurve bel (p-0) u. (u+0), bel der standardisierten Form bei +1
und —1, Wendepunkte besitzt, sollte beim Erstellen von Skizzen stets berticksichtigt werden.

Um eine Wahrscheinlichkeit, d.h. einen Flacheninhalt, gut abschédtzen zu kénnen, ist es
wichtig zu wissen, wie grof3 der Flacheninhalt um p im symmetrischen o-, 20- und 30-
Bereichist.
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Flacheninhalt im o-Bereich 68,27% Flacheninhalt im 2o0-Bereich 95,45%

Im 30-Bereich betragt der Flacheninhalt bereits 99,9937%.

11. Eine Aufgabe - vier Ldsungsvarianten

Die SAuglingssterblichkeit, d.h. die Wahrscheinlichkeit, innerhalb des ersten Lebengahres zu
sterben, betrage in einem bestimmten Land 1.8%.

Wie grol3ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 von 1000 zuféllig gewahlten Sduglingen mehr als
950 und weniger als 980 Kinder den ersten Geburtstag erleben?

Aufgabe aus REICHEL/MULLER/HANISCH, Lehrbuch der Mathematik 8, Nummer 432c,
Seite 124, Verlag Holder-Pichler-Tempsky, Wien, 1992.

1. Variante: Lo6sung alsBinomialverteilung bv(n,k,p)

viﬂ F|1~5|F§lr:ur'~a Cra3lvc, EltrPI!n;r* F'r*ngmIEI I:le-a‘rfE a-z.. | BV n= 1000 p = 0982
) .. Die Wahrscheinlichkeit, dass von 1000
Tnertn, Rl -plt TebuinadoR) Sauglingen mehr als 950 und weniger as
i 980 den ersten Geburtstag erleben ist
= % ba1008, k, . 982) 267822
k=951 26.8%.
ZC(hu (1000, k. 0.9823 k., 951,979
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Bei grof3em n kann die Binomialverteilung durch die Normalverteilung angenahert werden,
jedoch ist eine Stetigkeitskorrektur vorzunehmen: d.h. statt [951, 979] - [950.5, 979.5].
2. Variante: Losung mit der standardisierten Normalverteilung nv(0,1)
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Ergebnis: 27.6% Ergebnis: 27.6%

3. Variante: Losung mit der Normalverteilung _nv(u,0)
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Der T1-92 berechnet somit mit der BV 26.8% und mit der NV beide Male 27.6%.

Die L6sung dieses Beispiels zeigt, dass sich solche Aufgaben zur Binomialvertellung mit dem
T1-92 durch blof3e Summation mit Z |6sen lassen. Es zeigt sich aber auch deutlich, dass die
Binomialverteilung unter Beachtung der Stetigkeitskorrektur durch die Normalverteilung
angenahert werden kann:

Faustregel: g=v(n.p.(1-p))>3

4. Variante: Lo6sung mit die Poissonverteilung pv(A, k)

Bei groRemnund kleinemp (p< 0,1) kann die Binomialverteilung auch durch die
Poissonverteilung angenahert werden. Bei groRemp (p>0,9) kann das Problem durch
Berechnung der Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses gel0st werden.

Umformulierte Fragestellung:

Wie groRist die Wahrscheinlichkeit, dass von 1000 zuféllig gewahlten Sduglingen weniger als
21 Kinder den ersten Geburtstag nicht erleben?
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12. Der Zugang zur Normalverteilung Uber die Augenzahlsummedreier Wrfel

Damit die Normalverteilung nicht nur als Grenzverteilung der Binomialverteilung betrachtet
wird, wahlen BRENNER/LESKY/VOGEL 1980 als Einstiegspr oblem das mehrmalige Wiirfeln.
Sie begrinden ihre Wahl (S. 108) damit, dass sich sowohl beim mehrmaligen Wirfeln as
auch bei der mehrmaligen Durchfihrung des Bernoulli-Experimentes (zur Erzeugung von
Binomialverteilungen) die Zufallsvariablen as Summe von identisch verteilten
Zufalsvariablen wiedergeben lassen und das offenbar zur Folge habe, dass sich mit
zunehmender Versuchszahl die Graphen der Wahrscheinlichkeitsfunktionen immer mehr
einer Glockenkurve anndhern. Diese Glockenkurve ist charakteristisch fur den Graphen
der Dichtefunktion einer Normalverteilung. Mit dem TI-92 lasst sich das Experiment des
mehrmaligen Werfens dreier Wiirfel rasch simulieren. Es sollen daher drei Wirfel unabhangig
voneinander 864mal mit Hilfe des TI-92 Zufalgenerators gewdrfelt und anschlief3end
bezogen auf die Augenzahlsummen das Histogramm erstellt werden.
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¢4 Augenzahlsumme dreier Wiirfel Histogramm fir die Augenzahlsummen

Die absoluten Haufigkeiten der Augenzahlsummen 3,4, 5, ..., 17,18 werden im Graphik-
Fenster mit Hilfe des TRACE-Mode bestimmt.

3 4 5 6 7 8 9110|1112 |13 |14 |15| 16| 17 | 18

1 9 |24 |54 |51 | 77|103|120|119| 94 | 77 |54 |46 | 25| 9 1

Werden die absoluten Haufigkeiten durch die Anzahl der Wiirfe (n = 864) dividiert, so erhalt
man die relativen Haufigkeiten.

3| 4 5 6 7 8 9 10 | 11 |12 |13 | 14| 15| 16 | 17|18

/n| 9n | 24/n | 54/n | 51/n | 77/n | 103/n | 120/n| 119/n [ 94/n | 77/In | 54/n| 46/n | 25/n | 9/n | 1/n

Nun erfolgt die Eingabe der 16 relativen Haufigkeiten im Daten-Editor, die Definition des
Graphiktyps SCATTER und danach die Ausgabe im Graphikfenster mit 16 Punkten.
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Definition des Graphiktyps
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Verteilung der 16 Augenzahlsummen

Da die Punkte (fast) symmetrisch in Glockenform liegen, soll mit Hilfe von p und o mit der
Dichtefunktion nv(x, W, 0) die dazu passende Gaul3sche Glockenkurve gezeichnet werden.
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Im Daten-Editor kénnen mit dem Funktionsaufruf F6 statistische Berechungen durchgefihrt

werden. Der Erwartungswert p=Z x; *
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Die errechnete Varianz 62 =X (x; -

pi kann unter Z x = 10.460648 abgel esen werden.
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M2 . p; istunter X x = 8.253081 zu finden.
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nv(x, 4, ) Gaufische Glockenkurve

Wie man sieht, passt sich die Gauf3sche Glockenkurve recht gut an die dargestellten Punkte
an.



Darstellungim MODELL

Da die Augensummenzahlen aler drei Wurfel im Modell gleichverteilt sind, ist die Anzahl
der verschiedenen M 6glichkeiten des Zustandekommens der Augensummen 3,4, 5, ..., 17, 18
, z.B. mit Hilfe eines Baumdiagramms zu bestimmen. Die relativen Haufigkeiten erhat man,
wenn die absoluten Haufigkeiten, das sind die guinstigen Méglichkeiten, durch die Anzahl
aller Moglichkeiten (n = 216= 6.6.6) dividiert.

So kann die Augensumme 10 auf folgende 27 Arten erzielt werden: 1+3+6, 1+4+5, 1+5+4,
1+6+3, 2+2+6, 2+3+5, 2+4+4, 2+5+3, 2+6+2, 3+1+6, 3+2+5, 3+3+4, 3+4+3, 3+5+3, 3+6+1,
A+1+5, 4+2+4, 4+3+3, 4+4+2, 4+5+1, 5+1+4, 5+2+3, 5+3+2, 5+4+1, 6+1+3, 6+2+2, 6+3+1.

In der folgenden Tabelle wird ein Vergleich der absoluten Haufigkeiten der Augensummen-
zahlen von Simulation und Modell vorgenommen. Da bel der Simulation mit den TI-Wrfeln
864mal gewurfelt wurde, mussen im Modellversuch die absoluten Haufigkeiten mit 4
multipliziert werden: aus 864 =216 .4 folgt daher fur die Augensumme 10 27 .4 =108.

Vergleich von Simulation (2. Zeile) und Modell (3. Zeile) bel 864 Wirfen

3 4 5 6 7 8 9 110|111 (12|13 |14 |15| 16| 17 | 18
1 9 |24 |54 |51 | 77|103|120|119| 94 | 77 | 54 | 46 | 25| 9 1
4 |12 | 24 | 40 | 60 | 84 100|108 |108 | 100| 84 | 60 | 40 | 24 | 12 | 4

Tabelleder relativen Haufigkeiten fir den Modellversuch (n = 216)

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 |1 13| 14 | 15 16 | 17 |18
In| 3n | 6n | 10n|15n|21Un| 25/n | 27/In | 27In | 25/n|21/n| 15/ | 10/n | 6/ | 3/n |1/n

Nach der Eingabe der relativen Haufigkeiten im Daten-Editor und der Definition des
Graphiktyps SCATTER, ergibt sich im Graphik-Fenster das folgende Bild. Die Punkte liegen
im Modell streng symmetrisch in Glockenform. Um die passende Dichtefunktion nv(x, W, 0)
zu erhalten, ist wiederum p und o zu bestimmen.
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Der Erwartungswert p ergibt sich als Summe der c3-Spalte und die Varianz 62 als Summe
der c4-Spalte.
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nv(x, Y, o) Gaul3sche Glockenkurve

Die Bedeutung der Normalverteilung begriindet sich darin, dass bel vielen praktischen
Anwendungen die i. a unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung der auftretenden Zufals-
grofien sehr gut durch die Normalverteilung beschrieben werden kann.

, Ein gemeinsames Merkmal solcher Zustandsgr6fken besteht darin, dass sie sich durch Uber-
lagerung einer grofien Anzahl weitgehend voneinander unabhéngiger zufélliger Effekte er-
geben, wobei jedoch jeder dieser Effekte nur einen - im Verhaltnis zur Summe der anderen -
unbedeutenden Einfluf auf die betrachtete Zustandsgr63e besitzt.”

G. MaiBAUM (1971, S.187)

Mit Hilfe von DERIVE konnen Aufgabenstellungen zur Normalverteilung ohne Trans-
formation und Tabelle direkt mit der Integralrechnung gel6st werden. Es sollte aber immer
eine Skizze mit der GAUSSschen Glockenkurve fur die Dichtefunktion nv(x, W, o) verlangt
werden, wobel der Flacheninhalt als Mal3 fur die Wahrscheinlichkelt zu schraffieren ist.

Beim T1-92 kann ganz analog wie bei DERIVE vorgegangen werden, wobei die Wahr-
scheinlichkeit als Flacheninhalt im Graphikfenster moglichst oft dargestellt werden sollte.
Es ist aber im Graphik-Fenster zu beachten, dass zur Berechnung nur endliche Grenzen
verwendet werden dirfen. Die passenden Werte fur die WINDOW-Einstellung erhdt man mit
Hilfe des Tabellen-Fenster.

Beim T1-92 mit 128 kB liefert das Integrieren mit Grenzen wie +co und -0 im HOME-Fenster
nicht immer ein Ergebnis, wohl aber mit endlichen Grenzen. Da bei der numerischen
Berechnung des Integrals die Grof3e des verflgbaren Speichers eine wichtige Rolle spielt, ist
vor alem beim TI1-92 mit 128 kB zu empfehlen, um die Rechenzeit zu verkirzen, haufig die
standardisierte Dichtefunktion nv(x, 0, 1) mit den transformierten Grenzen zu nehmen.



13. Eine M uster aufgabe zur Nor malverteilung

Automotoren haben eine mittlere Lebensdauer von 100000km mit einer Standar dabweichung
von 20000km.

a) Wieviel Prozent der erzeugten Motoren haben eine Lebensdauer von mindestens
125000km ?

b) Bel wieviel Prozent der Motoren weicht die Lebensdauer um mehr als 15000km vom
Mittelwert ab ?

c) Auf wieviel km muf3 durch Verbesserung des Motors seine mittlere Lebensdauer erhoht
werden, damit bei gleichbleilbenden o mindestens 80% der Motoren 90000km laufen ?

Mache bei allen drei Rechnungen zuerst eine Skizze mit Hilfe der Glockenkurve!

Aufgabe aus FIALA / MOSER, Mathematik Maturaaufgaben, Nummer W 19, Seite 314, Verlag
Holder-Pichler-Tempsky, Wien, 3. Auflage (1. Auflage 1982).

Die Zufallsvariable X gibt die L ebensdauer der Automotoren in km an. X wird als normal-
vertellt mit p=2100000 und o =20000 angenommen.

|a) P(X > 125000) = ? Ldsung mit dem T1-92+ ohne Standardisierung
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numerische Integration (co obere Grenze) Einstellung der Tabelle

Es erreichen somit ca. 10.6% der erzeugten Motoren mindestens 125000 km.
Der TI-92 ermdglicht diese berechnete Flache graphisch darzustellen. Um die richtige Fenster-
einstellung fir das Graphik-Fenster zu finden, ist es gunstig, nv(x, W, o) zu tabellieren.
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Ablesung der Tabellenwerte Einstellung des Graphik-Fensters
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symmetrische Einstellung des G-Fensters Schraffierung und richtige Berechnung

Far Schraffierung u. Berechnung im Graphik-Fenster wurden as Grenzen 1.25 und 8 gewahit.

b) 1 - P(85000 <x <115000) = ? Losung mit dem T1-92+ ohne Standar disierung
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Losung im HOM E-Fenster nur Schraffierung im Graphikfenster

Bel ca 45.3% weicht die Lebensdauer der M otoren um mehr als 15000 km ab.




| b) 1 - P(85000 <x <115000) =?  Ldsung mit dem T1-92 (128 kB) mit Standardisierung |
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transformierte Grenzen: [-3/4, +3/4] numerische Losung im Graphik-Fenster

Die Berechnung konnte im HOME- und GRAPHIK-Fenster durchgefiihrt werden.

C) Fir welchespist P(X >90000) = 0.80 ? (o bleibt 20000)

L 8sungsweg mit dem TI1-92+ durch gezieltes Probieren mit nv(x,u,0) und interpolieren.

Es kdnnen vom TI1-92 fir verschieden angenommene L wie 100000, 105000, 106000, ... die
Flacheninhalte von 90000 bis oo (abgeéndert auf 200000) berechnet werden, bis 0.80 knapp
unter- bzw. Uberschritten wird. Anschlief3end ist linear zu interpolieren.
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Berechnung der Flacheninhalte lineare Interpolation

Die mittlere Lebensdauer der Motoren muifdte auf ca. 106840 km erhdht werden.
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nv(x, 100000, o) und nv(x, 106800, o) Durch die Berechnung des Flécheninhaltes
sind Ubereinander gelegt und die gesuchte von 90000 bis o wird noch eimal
Flache von 0,80 schraffiert, Uberprift, ob 0,80 knapp Uberschritten

wird.



14 Beispiele zur Normalverteilung

Die folgenden Beispiele sind eine exemplarische Zusammenstellung von Aufgaben zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung, die zum Teil aus Lehrbiichern der AHS-Oberstufe entnommen
ist und fir deren Lésung eine Naherung durch die Normalverteilung verwendet wird.

Auf die Behandlung von Standardaufgaben, die in alen Lehrbtichern zu finden sind und die
auch im klassischen Mathematikunterricht immer wieder gerechnet werden, wurde hier
bewusst verzichtet. Es wurden nur solche Beispiele aufgenommen, die ohne CAS System

nicht oder nur schwer [6sbar sind.

Bei der Losung der Beispiele finden die folgenden Strategien Verwendung :

» Direktes Losen einer Gleichung mit dem Befehl solve oder nsolve
* Ansatz der Gaul¥flache direkt als Integral bzw. as numerisch berechnetes Integral mit dem

Befehl nint.

*  Verwendung der Tabellenfunktion des Rechners und Suchen einer Losung.
» Grafische Darstellung einer Funktion und Ablesen des Ergebnisses.

* Verwendung der Standardisierungsformel.

Alle diese Techniken werden an einigen Beispielen vorgestellt. Oft fihren mehrere Wege zum
Zidl, jedoch mit unterschiedlichem Aufwand bzw. mit erheblich differierenden Rechenzeiten.
Welche Methode gewahlt wird bleibt dem Benutzer vorbehalten.

Verwendete For meln und Funktionen

Binomialverteilung mit den Parametern n, k und p

bv(n,k,p)

Summe Uber mehrere Werte fir k

bvsum(n,p,a,e) wobei a und e den Anfangswert und
den Endwert der Summation darstellen

Gaul? sche Formel der Normalverteilung

nv(x,u,0)

Gauld sche Flache

nvfl(u,0,a€) wobel a und e den Anfangswert und
den Endwert der Integration darstellen

Gaul} sche Fldche — numerisch berechnet

nvflin(u,0,a,€)

Alle diese Funktionen konnen entweder direkt im Home Screen oder mit dem

Funktioneneditor eingegeben werden.



1. Beispiel : Ein Einstiegsbeispiel zur Binomialverteilung.

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf? beim 1000-maligen Wirfeln mindestens 120 und
hochstens 155 6er vorkommen?

Wir rechnen bvsum(1000,1/6,120,155); der Rechner bendtigt mehr als 2 Minuten, das
Ergebnislautet 0,171892.

Wir untersuchen die gleiche Aufgabe mit n = 200 und dem Intervall [30,45]. Das Ergebnis
von 0,75 bendtigt etwa 20s.

Fir Rechnungen mit grofRen Zahlen ist die Summenbildung eine sehr zeitaufwendige
Methode — der Rechner ist zu langsam. Man sucht daher eine bessere Variante.

Zur Veranschaulichung rechnen wir nochmals fir n = 100, | =[10,18]
bvsum(n,p,10,18) — 0.675

Zur besseren Veranschaulichung stellen wir die Verteilung grafisch dar.
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Durch die Bakenbreite 1 lasst sich die Wahrscheinlichkeit ads Féache darstellen, man
verwendet die bekannte Formel von Gauf3.

1 - 0,5.((x - W/ o)?
nv(x,p,06) = ———— '€

2n) . ¢

Diese Formel wird in den Rechner eingespeichert und mit nv(x,m,s) (Normal-Verteilung)
bezeichnet.

Die Buchstaben p und ¢ sind etwas mihsam im Rechner einzugeben. Zur Vereinfachung
werden im Tl in weiterer Folge immer die Buchstaben m und s verwendet.




Wir wollen nun die Giite dieser Formel untersuchen. Dazu schalten wir aus dem

Funktionsmodus in den Sequence Mode um.

Zuerst legen wir im Home-Screen einige Parameter fest, um die Eingabe spéter zu

vereinfachen.

Essal n =100 und p = 1/6. Dann geben wir die Funktionen im Sequencemode ein, erstellen
eine Tabelle und lassen die Funktionen grafisch darstellen.
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ul: Line
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Dabel stellt die Funktion ul die Werte der Binomialverteilung und u2 die Werte der
Normalverteilung dar. Dabei ist zu beachten, dass im Sequencemode der Parameter stets mit n

bezei chnet werden muss.
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d.h. Die Treppenfunktion der Binomialverteilung kann durch eine stetige Funktion angenahert
werden. Diese Annaherung ist umso besser, je grof3er nist.
Ausder Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten wird die Flache unter der Kurve.



2. Beispid

Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, beim 100-maligen Wirfeln mindestens 10 und hochstens
18 6er zu erhalten?

Zuerst rechnen wir als Binomialverteilung, dann als Normalverteilung.
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Zur Vereinfachung der Berechnung definiert man die Funktion
[(nv(x,p 6,),x,a8) — mfl(u,c,ae Gaul-Flache
Damit erhét man fir das obige Beispiel : nvfl(u,5,10,18) — 0.6029
Der Einsatz der Stetigkeitskorrektur bringt dabei eine deutliche Verbesserung des

Ergebnisses

nvfl(4,6,9.518.5) --> 0.6614




3. Beispiel :

Eine Abfllleinrichtung ist auf eine Abflllmenge von 500g eingestellt. Die Standardab-
weichung betragt 3g. Stelle die Verteilungsfunktion grafisch dar.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass die Abfullmenge
a) hochstens 5069 betragt,
b) nicht unter 4979 sinkt,
¢) um nicht mehr als 3g vom Mittelwert abweicht. Stelle den Bereich grafisch dar !
d) Wie grol3ist die Toleranz d zu wahlen, damit 90% der abgefillten Pakete in diesem
Bereich liegen.

Fur die grafische Darstellung — zur besseren Veranschaulichung - definiert man zuerst die
Variablen m und s im Homescreen und die Funktionswerte der Normalverteilung im
Funktionen - Editor nv(x,m,ss) — y/(x) und l&sst diese Funktion mit den angegebenen
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Fensterwerten zeichnen.

uriln=-, 1
graE=.la
gsclf.l

a)u=>500,0=3

nvfl( p, o, - «, 506) = 0,97725

Dieser Ansatz ist zwar formal richtig, praktisch aber sinnlos und fuhrt auch im Rechner immer
wieder zu kryptischen Fehlermeldungen. Aul3erdem dauert die Berechnung sehr lange.
Bessere Ansdtze sind nvfl( u, o , 0, 506) oder nvfl( u, o , 480, 506). Letzterer Ansatz
berticksichtigt eine o-Grenze und liefert sehr rasch ein brauchbares Ergebnis.

b) nvfl( u, o, 497, «) = 0,84135 =2 84,14% oder besser nvfl( u,  , 497, 520)

¢) nvfl( u, o ,497, 503) = 0,97725

Fir die Grafik wahlt man F5/Shade,
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bestétigt Above X axis und gibt die untere und obere Grenze ein.

d) Ansatz : nvfl( u, o , 500 - d, 500 + d)

nsolve(.....= 0.9,d) ergibt fur d den Wert d = 4,93g

Diese Rechnung braucht relativ lange (ca. 4 min).

Eine andere Mdglichkeit wére die Verwendung einer Tabelle und das Herantasten an die
L6sung. Diese Technik wird in den folgenden Beispielen verwendet.




4.Beispidl:

Durch eine Sichprobe soll der Anteil p der Ausschussstiicke einer Maschine mit 90%-iger
Scherheit auf 0,02 genau geschétzt werden. Wie grol3 ist die Stichprobe zu wahlen?

n sei die Grofe der Stichprobe und p der Anteil der Ausschussstlicke.
Es soll dann P(p-d < X < p+d) = 0,90 gelten, wobei d = 0,02*n.

Wir setzen den Spezialfall p= 0.5 an.

Definiert man nun m = n*p und s = v(n*p* (1-p)), und Ubersetzt man die obige Gleichung in
die Sprache des T1-92, so erhalten wir : nvfl(m,s,m-d,m+d) = 0.90
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Bestétigt man die letzte Zeile mit Enter, so erh&lt man

SR =7 einen wenig &sthetischen Ausdruck. Dies soll uns
s Frll-Fl+s .5-Ir| Wwelter nicht storen, er muss nur nach n gel0st werden,
.02 n>d 820 ynd die gesuchte StichprobengroRe wird erhalten.

nuflim s _m—d_m+di=_90
Hi DES AUTO FEQ Y4A30

Leider macht uns hier der Rechner einen Strich durch die Rechnung. Wartet man lange genug
(einige Minuten) so erhdlt man die Meldung: No solution found.

PECH !

Diesen L 6sungsweg kénnen wir ver gessen.

Ein echter Mathematiker 1&sst sich aber nicht unterkriegen und versucht einen anderen
Weg.

Bemerkung: Rechner mit einem Plus M odul liefern hier das folgende Ergebnis.
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1691.| Stimmt tatsachlich! Dauert aber ca. 5 Minuten!
Lolveinufl{m.s, . m—d, m+d>=.9_.n»
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Hier wurde zum Lésen der Gleichung der Befehl nSolve verwendet. Solve alleine fuhrt nicht
zum Zidl.




Es kénnen aber auch ander e Lésungswege gewahlt werden.

« Versuch mit der Tabelle

Im Funktionen-Editor muss als Variable immer x verwendet werden. Es soll die Stichproben-
grofe berechnet werden, somit wird diese mit x angesetzt. Definiert man die notwendigen
Parameter sowie die Funktion nvfl wie angegeben, so erhélt an diese Tabelle:
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Daraus |8sst sich eine Stichprobengr6i3e von etwa 1700 ablesen.

Fuhrt man dieselbe Aufgabe fir p = 0.2 durch, so erhdt man eine Stichprobengrof3e von
n = 1100. (Ubung)

» Grafische Ldsung

Wir definieren die Funktion y4(x) = y3(x) - 0,90, und lassen diese Funktion mit geeigneten
Fensterparametern darstellen. Von dieser Funktion suchen wir die Nullstellen.
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Wir erhalten das “ gleiche Ergebnis’ wie oben.

Probleme: Der Rechner zeichnet sehr lange. Wenn man den richtigen Bereich nicht erraten
kann, dann ist diese Variante eher unguinstig.



5. Beispid :

Ein Meinungsforschungsinstitut befragt 2000 zuféllig ausgewahlte Personen und stellt fest,
dass 31,5% davon fir die Partei A sind. Mit 95,5%-iger Scherheit soll eine Aussage tber den
Anteil p der A-Sympathisanten in der wahlberechtigten Bevolkerung gemacht werden.

X sei der Anteil der A-Freunde unter den 2000 befragten. X wird als binomialverteilt mit den

Parametern n=2000 und p = 0,315 angenommen.

Wir berechnen m und s und jenes symmetrische Intervall
[m-d, m+d] fur das gilt W(m-d< X< m+ d) = 0,955.

Die Losung der Integralgleichung mit dem Befehl nSolve ist
sehr aufwendig, innerhalb einer vernunftigen Zeit erhdlt man

kein Ergebnis.
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Wir versuchen einen Ansatz lber die Tabelle. Da wir nicht wissen, was herauskommt setzen
wir fUr die Tabellenparameter vorerst einmal grobe Werte an und erhalten :
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WHarnind: Buer Mlow replaced by o or -4

Der gesuchte Wert liegt somit zwischen 40 und 50. Damit |&sst sich die Tabelle verfeinern.

i i i i T ]

vlﬂ Seriup EENE T ’ 5-‘-::;-=T:=ﬂ g
3 [Tk
E_ - 345834

41, L Falary

|42, RE=ETE

43, 95154

44, ==k

45, - EFFOSE

ETEN 973194

47, - IFEIEL

x=410.

LimkECH FAb auTh FUHE

Man erkennt : d = 42.

Somit gilt W(630-42< X < 630+42) = 0,955 bzw. W (588< X < 672) = 0,955,
d.h. zu 95.5% liegt der Anteil der A-Wahler zwischen 29,4% und 33,6%.

Sehr hilfreich kann auch der Umweg Uber die Standardisierung sein.
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Lost man diese Gleichung mit nSolve nach d und
substituiert man zurick erhdt man das gleiche
Ergebnis wie oben.
Die benctigte Zeit ist dabei wesentlich kirzer.



6. Beispid :

Vor einer Bundesprasidentenwahl, bei der nur zwei Personen kandidieren, wird unter 3000
Personen eine Meinungsbefragung durchgefthrt, von denen 1512 den Kandidaten A
bevorzugen.

a) Kann mit 99%-iger Scherheit gesagt werden, dass A die absolute Mehrheit erreichen
wird?

b) In welchem Bereich wird der Anteil von A zu 99% liegen?

¢) Mit mindestens wie vielen Stimmen kann A mit 99%iger Scherheit rechnen?

a) Esist zu untersuchen, ob folgendes gilt W(X > 1500) > 0,99

Zuerst werden die Parameter eingegeben.

Der Ansatz nvfl(m,s,1500,1512+4s) ware zwar logisch, man kommt aber nicht recht weiter,
weil der Rechner zu lange braucht — auf3erdem treten beim Ldsen der Gleichung
Fehlermeldungen (Overflow) auf.

Ein anderer Ansatz konnte mit Hilfe der numerischen Integration funktionieren.
nint(nv(t,m,s) ,t, a, b) — nvfln(m,s,ab)
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Nimmt man als obere Grenze 1512+4s, so ist man auf jeden Fall im sicheren Bereich.
Kandidat A wird nur mit 67%-iger Wahrscheinlichkeit die absolute M ehrheit erreichen.

b) Gesucht ist wieder ein symmetrisches Intervall um den Erwartungswert, so dass gilt:
W(m-t <X <m+t) =0.99

» Eine mdgliche Vorgangsweise wére wie im obigen Beispiel mit Hilfe der Tabelle.

» Einandere Ansatz wére der Versuch Uber die Standardisierung: W(-d < X <d) =0.99

d.h.imTI nvfl(0,1,-d,d) = 0.99
E-Jﬂle < Jin - s
v . In "7 Lést man diese Gleichung mit nSolve nach d,
EJ [ —= ]d so erhélt man
S0 lue g T =,99,d
z.57553 d = 2.57583

EEPIUE(J(E}*I(EA(_XAE/E},X,E,m

HAHRZCH EAD AUTO FUHC 7720

Nach Ricksubstituieren ergibt sich fir die untere Grenze 1441 (1441.46) und fur die obere
Grenze 1583 (1582.54).




Die Anzahl der A-Wahler liegt somit mit 99%-iger Sicherheit zwischen 1441 und 1583
d.h. zwischen 48,03% und 52,76%. Es kann mit 99%iger Sicherheit keine absolute
Mehrheit vor her gesagt werden.

C) Zu Lésen ist die Gleichung W(X >t) =0.99

Ein Ansatz mit Hilfe der Standardisierung kénnte etwa so aussehen : nvfl(0,1,-d,4) = 0.99,

wobel 4 wieder fur die obere Grenze (4.0) steht.
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Der Befehl nSolve liefert dieses Ergebnis, dauert
alerdingsreativ lange.

d=233

Durch Zurtuicksubstituieren ergibt sich a's unterer Wert 1448.26, was 48.27% entspricht.

Mit 99%-iger Sicherheit erhalt Kandidat A mehr als48,27% der Stimmen.

Eine andere LAsungsmoglichkeit ware wieder mit Hilfe einer Tabelle.

B Fi.

- i1 T T i e
® il

-3 BEEET=V

-2.9 |.9991

2.8 |.99741

“2.7  |.99E5

“2.6  |.99531

-2.5  |.99375

“Z2.d4 | 9LV
| -2.3  FEEERE)
x=-2.3
HAHEZCH EAD AUTO FUNC

Grafische Darstellung

1" _Fer Fu

- f—|Zoon |Trace [ReGraph|Math |Draw|- {5" i'—i::

[a—
HAHEZCH FAD AUTO FUMC

Herantasten an die Losung durch Verfeinern der
Tabelle!!

F5/Shade



7. Beispid :

In einem Wahlkreis werden 600 Wahlberechtigte hinsichtlich ihres beabsichtigten
Wahlverhaltens befragt, von denen sich 32 fir die Partei Z entscheiden. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit kann prognostiziert werden, ob diese Partel die 5% Hurde Gberspringen wird?

Zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeit W(X > 0.05*n)
¢ Erster Versuch: n=600, m und s berechnen und die Flachenfunktion ansetzen.

v i |n1 qebra|clc [ofher [Pramiolc1ean Up

= EE0 + 00

. _63828 F L6533

LIGR - 32,

mlh-p[l-pl+s 5. 5E4 )

. n+‘ m, s, -Ds, ry ; Error: Breskl Dauert sehr lange, ergibt auch Fehlermeldungen -
1 L DE= HIJT - FIONE _E720 Overflow !

* Zweiter Versuch mit der Standar disierung.

Wﬁﬂﬂj
- Algebra|Calc|0ther|P I0C1 1
; Ji;p“c.le_ rafCslclotherProani0lClesn el ] Berechnung der neuen Grenzen.
B lim, 5,05 n,0) Ertar: Break
. L;'” +t1 - 3634
Rl LR o521 Liefert einen Overflow und kein Ergebnis!
=
e lin, 1,81, L2 Ertor: Break
eaf 1o, 1,481, 120 E413 H H H H
R EIn D1 t1 £25 Mit der numerischen Integration erhalten wir den
i IEG: AUTO FONE 8750 Wert 016418 .
* Dritter Versuch: nvgf(0,1,t1,t2) = nvgf(0,1,t1,0) + nvgf(0,1,0,t2)
v i |n1 qebra|clc [ofher [Pramiolc1ean Up
. L;'” * 11 - 634
. ”—;” 12 183, 2
=108, 1, b1, 42 Error: Breakl Da t2 sehr grof3 ist, kann fur den zweiten
e R e 5412 Summanden 0.5 angenommen werden. Der erste
-82+ 5 5 418 Summand wird vom Rechner blitzschnell berechnet
WL MES AUTO FONE 11750 — man erhalt |nSgesamt den Wert 0.6418.
Geht sehr schnell !!

Die Partel Z Uberspringt die 5% Hurde zu 64%.
Abschliefiende Bemer kungen

Gerade Uber dieses Thema ist schon sehr viel geschrieben worden. Hier l&sst sich mit Hilfe
des Rechners die Qualitéat und die Wirklichkeitsnéhe der gestellten Aufgaben stark verbessern.
Beispiele, die fruher wegen ihres grof3en Rechenaufwandes nicht gegeben oder behandelt
werden konnten, sind hier vielfach kein Problem mehr. Auch die Einschrénkung auf kleine
Zahlen fallt weg, allerdings wird durch die technische Konzeption des Rechners bald seine
Kapazitétsgrenze erreicht.

Ahnliche Beispiele finden sich in vielen Ergénzungen zu Schulbiichern und personlichen
Abhandlungen, sowie in den Artikeln auf der ACDCA - Homepage http://www.acdca.ac.at
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