Analysisunterricht in vier Schritten

Im schulischen Analysisunterricht geht esin erster Linie um zwei Begriffe: um den Begriff der
Anderung (um den sich die Differentialrechnung - 7. Klasse - dreht) und den Begriff der
Kumulierung (um den sich die Integralrechnung - 8.Klasse - dreht). Beide Begriffe treten aber
schon friher im Unterricht auf und zwar beim Kapitel, Grenzprozesse und reelle Zahlen® -
6.Klasse - , das der Einfulhrung in die Analysis dienen soll. Ublicherweise werden im Rahmen
dieses Abschnitts Folgen und hier v.a. diskrete Wachstumsmodelle betrachtet und das sowohl
mit rekursiven als auch mit expliziten Darstellungen. Ziel ist es dabei, die Anderungen einer
Zustandsgrofie zu beschreiben, Zuwachs und Abnahme vorherzusagen.

Einlangfristig angelegter Analysisunterricht - der dem aktuellen Lehrplan entspricht, wenn auch
dieser frel interpretiert wird, wie dies bei einem Rahmenlehrplan moglich ist - kann somit in
vier Stufen gesehen werden:

Stufe 1:  Propédeutik der Analysis: Anderung und Kumulierung bei Wachstumsprozessen
Grundbegriffe: Iteration, mittlere Anderung in einem Zeitintervall, zeit- und
zustandsabhéngige Zunahme /Abnahme, diskrete und kontinuierliche Modelle
(FUr eine erste Skizze - die aber die Anfange der 10.Jahrgangsstufe - in einen
groferen Rahmen einbettet - siehe: LECHNER, 1998)

Stufe2:  Der Begriff der Anderung: Differentialrechnung
Grundbegriffe: Mittlere bzw. momentane (lokale) Anderung (Differenzenquotient,
Differentialquotient).
(Diewesentlichen Schritte sind in diesem Kommentar unter Abschnitt 1 ausgefiihrt.)

Stufe 3:  Begriff der Kumulierung: Integralrechnung
Grundbegriffe: Zustandsénderungen, Flacheninhalte, Volumina, Bogenlangen,
Mantelflachen, u.a. als Produktsummen. Integral as unendliche Summe von
Produkten mit einem unbegrenzt kleinen und einem sich veréndernden Faktor.
Naherungswei se und exakte Berechnung dieser Produktsummen.
(Diewesentlichen Schritte sind in diesem Kommentar unter Abschnitt 2 ausgefiihrt.)

Stufe 4:  Modellbildung in der Analysis: Anderung und Kumulierung in der Systemdynamik
Grundbegriffe: Zustandsgrofien und Zustandsdnderungen. (Diese kénnen von der
Zeit, vom Zustand selbst und von anderen Zustanden abhangig sein.)
Differenzen- und Differentialgleichungen als Mittel zur diskreten bzw.
kontinuierlichen Beschreibung von Systemen.
Nutzung der entwickelten analytischen Kenntnisse und Fahigkeiten zur Bearbeitung
anwendungsorientierter bzw. realitétsnaher mathematischer Modelle.
( Siehe auch Kommentar von H.URBAN zur Systemdynamik)



W.BLUM hat vor kurzem sieben Perspektiven fur einen , Analysis-Unterricht 2005" formuliert
(W.BLuUM, 2000):

* Perspektive 1. Mehr praformale Mathematik

Im Analysisunterricht sollte - beim Begriffshilden wie beim Beweisen - mehr praformal
gearbeitet werden, ohne dabei Abstriche an Strenge zu machen. Schiller sollten angemessene
Grundvorstellungen insbesondere vom Funktions-, Ableitungsbegriff- und Integralbegriff
erwerben.

» Perspektive 2: Mehr Realitdtsbeziige

Im Analysisunterricht sollten mehr Realitdtsbeziige hergestel It werden, und Schiler sollten mehr
Gelegenheit zum situierten Lernen erhalten. Sie sollten sowohl Modellieren lernen als auch
Umgehen mit Standardmodellen. Mit realen Anwendungen sollten alle Ziele gefordert und
sollte auch eine Antwort auf die Sinnfrage gegeben werden

» Perspektive 3: Mehr intelligentes Uben und Wiederholen
Schiiler sollten fortwahrend Gelegenheit zum intelligenten Uben und Wiederholen der
wesentlichen Inhalte haben. Dies kann auch durch geeignete offene Aufgaben geschehen.

» Perspektive 4: Mehr Computereinsatz

Computer, insbesondere Taschencomputer, sollten systematisch als Hilfsmittel verwendet
werden. Lehrer und Schiiler sollten sich der inhérenten Probleme und Gefahren bewusst sein
und auf diese auch Metawissen entwickeln.

» Perspektive 5: Weniger Kalkule
Das Curriculum sollte zu Lasten von formalen Algorithmen umstrukturiert werden, lokal und
global. Dadurch sollten Schiler auch ein ausgewogenes Mathematikbild erwerben.

» Perspektive 6: Angemessene Leistungsbeurteilung
Die Leistungsiiberprufung sollte die angestrebten Unterrichtsziele besser widerspiegeln, d.h.
weniger as bisher an Kalkilen orientiert sein, auch unter Verwendung von Computern als
Hilfsmittel und auch in anderer a's schriftlicher Form.

» Perspektive 7: Angemessene Unterrichtsgestaltung

Der Unterricht sollte weniger als bisher am Entwickeln und Eintiben von Kalkilen und mehr
daran orientiert sein, geistige Schuleraktivitdten und Reflexionen zu stimulieren und
verschiedene Methoden zu variieren, ohne dabei die zentrale Rolle des Lehrers zu reduzieren.

Der folgende Kommentar sieht sich diesen Perspektiven verpflichtet, er sieht sich aber auch
dem aktuellen Lehrplan der Oberstufe verpflichtet und mdchte - wie oben angedeutet - einen
roten Faden durch den Analysisunterricht der Oberstufe legen.



1. Differentialrechnung

Im Zentrum der Einfihrung der Differentialrechnung steht die Entwicklung einer tragféhigen
Grundvorstellung der mittleren und der momenaten Anderungsrate. Diese soll dann auf
verschiedene Weise (,,inhaltlich*, formal-symbolisch, geometrisch) beschrieben werden.

1.1 Herausarbeiten der Grundvorstellungen

Kenntni sse/Wissen:

Mittlere Anderungsrate = Differenzenquotient = Steigung der Hypotenuse im
Steigungsdrei eck(Sekantenstei gung)

Momentane(lokale) Anderung = Differentialquotient = Steigung der Hypotenuse im
Steigungsdreieck (Tangentensteigung)

Fertigkeiten/Fahigkeiten: .
Den Begriff der mittleren Anderung in Anwendungssituati onen, algebrai sch und geometrisch
verwenden konnen

Ex:  Der zurlickgelegte Weg beim freien Fall lasst sich beschreiben durch S(t) = %

Wennwir g = 10—2 setzen, bekommen wir aso s(t) = 5t>.
S

(1) Ermittle die mittlere Geschwindigkeit wahrend der 1., der 2. der 3., ... der n. Sekunde
des Fallens.
(2) Gib eine graphische Veranschaulichung der ersten drei Geschwindigkeitswerte an.
(3) Versuche die momentane Geschwindigkeit nach einer Sekunde Fallzeit anzugeben.
(1) Die Ermittlung der mittleren Geschwindigkeit in einem beliebigen Intervall kann durch ein
kleines Modul unterstiitzt werden.
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(2) Genauso |&sst sich die graphische Veranschaulichung mit einem Modul unterstiitzen
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(3) Durch Wahl entsprechend kleiner Intervalle lasst sich ein Naherungswert fur die
Momentangeschwindigkeit nach einer Sekunde bestimmen, ein exakter Wert ist aber mit dem
Differenzenquotienten allein nicht zu erreichen.

[Fi T Fer *I’r3~r*|’ r-n-‘|’ FE T FE+ T]
- E Alaebra|Calc|0ther |PramI0|Clean Up

oyl 1.0810
W doyil, 1)

5423 a0t) Daoe
IW-}M(L,H) Diohe
i1, 1,10 16,5
" g1, 1,010 10,05

10,005
undet

dg€l,.12

AMALYEL: DEG AUTO

FUHC &/20

Der wesentliche Schritt in diesem Beispiel ist einerseits die dreifache Darstellung des
Differenzenquotienten (inhaltlich, formal, graphisch) und andererseits das Aufzeigen seiner
kalkulmarigen Beschrankung (wenn das Zeitintervall zum Zeitpunkt wird, versagt der Kalkal).

Inhaltliche Beschreibung Formale Beschreibung Geometrische Beschreibung

) Lange der Kathete paralléel

Weg;unahme s(\ t) S(t), zur Ordinate im Sekanten-
(Wegintervall) bs Steigungsdreieck

: _ Lange der Kathete paralléel

vergangene zait bt zur Abszisse im Sekanten-
(Zetintervall) e Steigungsdreieck

s(t,) —s(t) .
mittlere Geschwindigkeit im — Steigung der Hypotenuse
betrachteten Intervall — . :
As Steigungsdreieck
At

1.2  Vonder diskreten Beschreibung zur kontinuierlichen

Kmntni_s_se/Wissen: )
Den Ubergang von der diskreten Beschreibung der Anderung zur kontinuierlichen
Beschreibung anwendungsbezogen, algebraisch und geometrisch deuten kénnen.

Ferti gk_giterVFéhigkeitm: )
Den Ubergang von der mittleren zur momentanen(lokalen) Anderung mittels Limesbildung
beschreiben kénnen.

Den Ubergang von der Sekanten- zur Tangentensteigung mittels Limesbildung beschreiben
konnen.

Wir landen also in einem Dilemma, wenn wir die Geschwindigkeit nach einer Sekunde Fallzeit
beschreiben wollen. Einerseits besteht kein Zweifel (oder doch?), dass die Geschwindigkeit
nach einer Sekunde einen bestimmten Wert hat, andererseits sind wir (noch) nicht fahig, diesen
Wert zu bestimmen. Ein bisschen kann nun die oben erarbeitete dreifache Darstellung der



Situation weiterhelfen, das Problem genauer zu fassen.

Problem: Ander Stellet=1ist der Differenzenquotient nicht definiert. Graphischwird in diesem
Fall aus dem Sekanten-Steigungsdreieck ein unbegrenzt kleines Dreieck (,triangulum
characteristicum®*), das einem Punkt dhnelt.
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1. Naherungsversuch: Wir konnten die Situation durch einen faulen Trick 10sen:

Fauler Trick: dq(Lt,) =

s(t)-s() _ 50’ -50° 500 -1 @, +D) 7 @ +D
t, -1 t,-1 t, -1 "

v(D) = dq(L,1) =51 +1) =10

Obwonhl dieser miese Trick exakt die vermutete Geschwindigkeit liefert, ist er auf Sand gebauit,
da die Behebung der urspriinglichen Beschrankung auf dem Kirzen des Faktors (t;-1) beruht.
Dieses Kirzen ist aber gerade fur den in Frage stehenden Fall t, = 1 ein Kirzen durch 0.
AulBerdem muss unsklar sein, dass sich nicht jeder beliebig Quotient so ,, glinstig” kiirzen l&sst.

2. Naherungsversuch: Mittels unbegrenzter Naherung.

Kommt t, dem Wert 1 nur unbegrenzt nahe, dann ist t;-1 auch nicht Null, sondern Null nur
unbegrenzt nahe, also ist nun das Kirzen durch t;-1 erlaubt. Diese intuitiv-anschauliche
Vorstellung vom unbegrenzt ,, Nahe-Kommen* soll durch das Symbol ,lim ..." zum Ausdruck
gebracht werden.

jim St =S _ 50" -50° _ 50t 1) {t, +1)

=5[{t, +1
weloot -1 t, -1 t, -1 &)



Betrachten wir zusammenfassend diesen Schritt in unserer dreifachen Darstellung:

Inhaltliche Beschreibung

Formale Beschreibung

Geometrische Beschreibung

Man kann nicht fir einen
Zeitpunkt eine
Geschwindigkeit angeben!

As _ s(t) - s(t)
At -t

ist nicht definiert, wenn
t,=tist!

Aus dem Sekanten-
Steigungsdreieck wird ein
Punkt, wenn t, =t ist und

ein Punkt besitzt keine
Steigung

Man kann fir ein beliebig
kleines Zeitintervall eine
Geschwindigkeit angeben!
(, Momentan-
Geschwindigkeit®)

E — ||m S(tl) - S(t)
d  uw-t t -t
Dat, beliebig nahe an t
heranrtickt, aber nie gleich t
wird, ist
i ()~ s(t)

Aus dem Sekanten-
Steigungsdreieck wir ein
unbegrenzt kleines Dreieck.

4t tl -t
immer definiert!
(Differentialquotient)

Bemerkung 1: Naturlichist damit der Grenziibergang nicht vollstandig exakt eingefihrt worden,
fur die weitere Behandlung erscheint die Grundvorstellung vom ,, Unbegrenzten-Nahekommen*
aber durchaus tragfaéhig (und auch ausreichend). Natdrlich kann sich spédter noch eine
Exaktifizierung des Grenzwertbegriffes anschliefen.

Bemerkung 2: Die Momentangeschwindigkeit 1&sst sich (natirlich) auch berechnen, wenn man
sich von links dem betrachteten Zeitpunkt t nahert. Dies sollte natlrlich auch thematisiert
werden.

Bemerkung 3: Selbstversténdlich kann (und soll) man auch mit einer anderen Definition des
Differenzenquotienten arbeiten, aber nicht zu friih (um nicht durch den Kalkil die Grundideen
zu verschitten). Ein kompakterer Formalismus ergibt sich durch eine alternative Angabe der

Intervallgrenzen: [t,t,] =[t,t + At]
tl
Damit konnen wir den Differential quotienten umschreiben:
. s(ty) —s(t . S(t+At) —s(t
i S =S®) _ | S(t+AD) -si(t)
b-t ot -t At-0 At
Diese Transformation sollte man den Schilern nicht ersparen, dader ,, At-Formalismus“ fr

die Integralrechnung bzw. fir numerische Anwendungen viel besser geeignet ist alsdie Gbliche
Darstellung.

Bemerkung 4: Selbstverstandlich kann man an dieser Stelle auch den Begriff der Ableitung
definierten (ob er wirklich notwendig ist, sei dahin gestellt):



1.3  Abletungskalkul

Der bisher dargestellte Zugang soll v.a. eines: eine tragfahige Grundvorstellung vom Begriff
des Differential- und des Differenzenquotienten vermitteln. Auf die notwendige Exaktheit soll
dabel aber nicht verzichtet werden, auch wenn ene intuitiv-heuristische Vorgangsweise
eingeschlagen wird. , Vereinfachen, aber nicht verfalschen® gilt hier einmal mehr. Es sei
aulRerdem darauf hingewiesen, dassder freie Fall nicht der einzige Anwendungskontext bleiben
darf. Der freie Fall war nur ein Beispiel, keineswegs hangt dieser Zugang an genau diesem
Beispiel. Wer keine besondere Affinitét zur Physik verspirt, soll eben einen anderen Kontext
wéhlen.

Kenntni sse/Wissen:

Ableitung an einer Stelle, Ableitung einer Funktion.
Zusammenhang zwischen Ableitung und Steigung.

V erschiedene Schreibweisen fur den Differential quotienten kennen.

Fertigkeiten/Fahigkeiten:

Potenz- und Polynomfunktionen ableiten kénnen, Summen-, Produkt-, Quotienten- und
Kettenregel anwenden konnen. Winkelfunktionen ableiten konnen.

Ableitungsregel herleiten konnen.

Kurven ableiten konnen (Implizites Differenzieren) -> as Einschub bei Ellipse

Der néchste Schritt besteht nun darin, sich von der Momentangeschwindigkeit zu einem
bestimmten Zeitpunkt zu l6sen und zur Geschwindigkeitsfunktion (die die
Momentangeschwindigkeit zu beliebigen Zeitpunkten beschreibt) Uberzugehen.
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Die Frage, wie weit der Ableitungskalkil durchgefihrt werden soll, 18sst sich sicher nicht

allgemein beantworten. Man hat aber nun sozusagen einen Freiheitsgrad gewonnen. Denkbar ist

a) ein Minimalprogramm, bei dem weitgehend auf Ableitungsregeln verzichtet wird,

b) ein Programm, bei dem die Ableitungsregeln mit CAS-Unterstiitzung behandelt werden,

c) ein Maximalprogramm, bei dem eine Herleitung sémtlicher Ableitungsregeln (ohne CAYS)
durchgefthrt wird.

Was soll im Vordergrund stehen? Das Durchschauen der Funktionsweise und die

Anwendungsbereiche. Wie weit man die Ableitungsregeln herleitet, hangt davon ab, welche

Bedeutung man ihnen fur das Verstandnis/ fir das Verstehen des Differenzierens beimisst.

Dass die sichere Handhabung nicht unbedingt mehr das priméres Ziel ist (das CAS beherrscht

die Ableitungen sowieso und ist dabei weniger fehleranfalig) liegt auf der Hand.

Bemerkung: NatUrlich sollten auch die Grenzen des Ableitungskonzepts thematisiert werden,
z.B. durch die Betrachtung von K nickfunktionen, Sprungfunktionen oder Oszillationsfunktionen



14 , Kurvendiskussion“ ade?

Die Funktionsdiskussion (félschlich als ,, Kurvendiskussion® bezeichnet) wird sicher in ihrer
bisherigen Gestalt verandert. Aus mehreren Griinden wére aber ein Verzicht wenig sinnvoll. Fur
das Beibehalten sprechen (nach H.BURGER / G.MALLE, 2000) folgende Punkte:

a) Mit Hilfe der Analysis ist Uberhaupt erst eine vollsténdige Beschreibung von Funktionen
maoglich - das Bestreben, dieinneren Zusammenhéange von Funktionen zu durchschauen sind
umgekehrt auch ein wesentlicher Grund, warum der Kalkul der Analysis entwickelt wurde.

b) Rasches Skizzieren von Graphen, entwickeln von Vorstellungsbildern fur Graphen ist erst
recht bei CAS-Einsatz wichtig.

c) Bel der Funktionsuntersuchung findet auch die Herleitung theoretischer Ergebnisse statt.
Z.B., dass eine Polynomfunktion vom Grad n hochstens n-1 Nullstellen hat oder dass eine

1 _Dx—uDZ
Funktionfvom Typ f(X) =——1[& do die Wendestellen o und -o besitzt.
a2

Traditionell dominiert bei den Funktionsdiskussionen etwa folgendes Schema (das aber meist
nur in Ausnahmefdllen vollstandig bearbeitet wird):

- Definitionsmenge

- Nullstellen

- Extremstellen

- Wendepunkte / Wendetangenten
- Monotonieverhalten

- Krimmungsverhalten

- Symmetrieverhalten

- Periodizitétsverhalten

- Gestalt des Graphen

In dieser Reihenfolge ist die Funktionsdiskussion bel CAS-Einsatz sicher nicht mehr sinnvall.
Von einem Abarbeiten eines Pflichtprogramms wandelt sich das Gewicht hin zum Verstandnis
der fur eine Funktion / einen Graphen wesentlichen Begriffe. Das kann nun auf verschiedenste
Weise erfolgen:

a) Durch eine Abarbeitung eines veranderten Schemas (nach H.BURGER / G.MALLE 2000):
- Monotoniebereiche
- lokale und globale Extremstellen
- Krimmungsbereiche
- Wendestellen
- Skizzieren des Graphen
- Nullstellen
b) Durch eine Variation von Aufgabenstellungen
(W.BLum 2000, H.W.HENN 2000, G.ScHMIDT 2000, H.BURGER / G.MALLE 2000)
¢) Durch eine Betonung der Umkehrung der Funktionsdiskussion, durch die Behandlung von
Spline-Funktionen, ganz generell durch das Modellieren von Funktionen auf Grund von
Teilinformationen



15 Flexiblereund vielfaltigere Anwendbar keit

Im Anwendungsbereich erfahrt die Differentialrechnung sicher die deutlichste Anderung. Hier
sind zuerst die verschiedenen Grundtétigkeiten zu nennen, die - direkt oder indirekt - betroffen
sind.

a) Betonung mathematischer Grundtétigkeiten

Darstellend-interpretierendes Arbeiten:

Absolute und relative Anderungen (eines Zustandes, eines Bestandes wie z.B. der
Geschwindigkeit eines Autos, der Geldmenge auf einem Sparbuch, der zu zahlenden
Einkommenssteuer usf.) sind wichtige Aspekte unseres Alltags, der Naturwissenschaft und
Technik. Vorgange und Prozesse mit den Mitteln des Differenzen- und Differential quotienten
zu beschreiben ist eine wichtige Mathematisierung, durch die erst derartige Aspekte unserer
Welt einer mathematischen Betrachtung und Analyse zuganglich werden. Zumeist werden
dabel Prozesse aus der Realitét (alle zeitlichen) als kontinuierlich empfunden.

Durch die (graphische) M&chtigkeit der eingesetzten CAS-Rechner kann vielfach auf eine
operative Behandlung Uberhaupt verzichtet werden, wenn sich Antworten bereits auf der
graphischen Ebene finden lassen (,, Elementarisierung”).

Formal-operatives Arbeiten:

Durch die Moglichkeit, Teile des Differential-Kalkils an das CAS ,,auszulagern®, wird es
einerseits moglich die klassische Reihenfol ge von Begriffsbildung - Kalkil - Anwendung zu
durchbrechen, andererseits wird es mdglich, eine breitere Palette an Funktionen und
Fragestellungen einer operativen Behandlung zuganglich zu machen.

Experimentell-heuristisches Arbeiten:

Durch einen flexiblen Einsatz von kleinen Modulen, durch den Einbezug von Programmen
der dynamischen Geometriesoftware, durch Gegenuberstellung verschiedener
Darstellungsformen werden neue Probleml 6sungsvarianten moglich.

Begrunden, Argumentieren:

Durch das verstérkte Auftreten graphisch-elementarer Methoden erscheint der Bereich des
Begrindens und Argumentierens umso dringlicher. Eine Exaktifizierung von intuitiv-
anschaulichen Vorstellungen fallt in diesen Bereich mathematischer Grundtétigkeiten.

b) Ein neuer Zugang zur Optimierung (nach H.BURGER / G.MALLE 2000)
Schematisch durchgefiihrte Optimi erungsaufgaben haben als Einstieg ihre Berechtigung, sie
durfen aber keinesfalls zu einer gedankenlosen Mechanik werden.
Es besteht die Chance, Optimierungsaufgaben in neuem Licht zu sehen: zur Herleitung
theoretischer Ergebnisse, etwa innerhalb der Geometrie (Verhdtnis von Volumen und
Oberfl&che), in der Optik (bel Extremalprinzipien wie dem Fermatschen Prinzip), in der
Statistik (Methode der kleinsten Quadrate)

) Stérkere Vernetzung
Gerade die Differentialrechnung eignet sich sehr gut fir eine Vernetzung mit anderen
Bereichen der Mathematik.



2.

I ntegralrechnung

21  Verschiedene Wege zum Integral

D

Eine Stammfunktion lasst sich auf zwel Arten , rekonstruieren”. Erstens, man kehrt die
Operation des Ableitens um (,, aufleiten). Da dies aber nicht immer moglich ist, kann man
zweitens auch so vorgehen, dass man die Anderungsrate der unbekannten (Stamm-)Funktion
ausnUtzt und schrittweise zur gesuchten Funktion kommt. Man erhdt dann eine Summe mit
einem variablen Faktor und einem sehr kleinen Faktor. In vielen Féllen ist es auch mdglich,
die Summenbildung unbegrenzt zu verfeinern und damit eine Termdarstellung fir die
Stammfunktion herzuleiten. Eine Naherungsdarstellung erhdlt man auf jeden Fall.

Graphische Rekonstruktion von Stammfunktionen durch Verwendung der
Steigung

Kenntni sse/Wissen:
Steigungsfeld, Stammfunktion, Unbestimmtes Integral, Anfangsbedingung

Fertigkeiten/Fahigkeiten:

Stammfunktionen a's Umkehrung des Differenzierens ermitteln kénnen.

Richtungsfelder fur vorgegebene Funktionen mit CAS zeichnen und Stammfunktionenin ein
Richtungsfeld einzeichnen kdnnen.

Stammfunktionen durch einen vorgegebenen Punkt aufstellen kdnnen bzw. an einen
vorgegebenen Anfangswert anpassen konnen.

AlsEinstieg in die Integralrechnung eignen sich Aufgaben, bel denen unter Verwendung des
Richtungsfeldes heuristisch bzw. graphisch versucht wird, den Prozess des Ableitens
umzukehren.

Dabei soll vom Steigungsfeld einer Funktion ausgegangen werden. Dieses Steigungsfeld | ésst
sich mit dem TI192+ / TI89 sehr einfach erzeugen. Im y - Editor des DE-Modus wird die
entsprechende Funktion eingegeben und einfach geplottet. Als Voreinstellung sollte dabel
(mittels ©-F) SLPFLD gewahlt werden

Exla): Gegebenist eine Funktion f(x) = -x2 + 2 (,, Steigungsfunktion®).

Gesucht ist eine Funktion F(x) mit F* = f, d.h. jene Funktion, deren Anderungsrate sich
mit -x2 + 2 beschreiben |8sst.
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Bemerkung: Esist eine gute Ubung, wenn die Schiiler in einem vergroRerten Ausdruck zuerst
versuchen, derartige Funktionen einzuzeichnen.

Eszeigt sich sofort, dass unendlich viel e derartige Funktionen gefunden werden
koénnen. Nur wenn ein Punkt (Start) vorgegeben wird, durch den die gesuchte
Funktion gehen soll, wird das Problem eindeutig.

Ex 1b) Graph der Funktion soll z.B. den Punkt (1 | 4/3), ... gehen.

Am TI192+/T189 kann dann der entsprechende Graph einfach dadurch gewonnen werden,
dass man sich (nach Betétigung von F8 - Initial Conditions) an die entsprechende Stelle
bewegt (ndherungswei se oder durch Eingabe (Strg-V) des entsprechendes Punktes direkt
im Graphik-Modus). Man kann den Punkt natirlich auch im y-Editor festlegen:

v{— ZFDEDTN Ed1 |v{— fula] m Trf;c.elRegr*aph I"Iat.h Dr*au v? ff |IF |
FLITE TRl % — e — = % LT
Lol R R e N W
I L R - A
q2i= B R P SRR,
1= e L o
0i3= IR ey POy S
o RIS Lol e
JETC RIS Du=as i USRI S
th=1. Bl e e NN W
ETHT O |5TAT DEG AUTO OE

Eigentlich konnte an dieser Stelle die Integralrechnung beendet werden, wenn man nur an
einer problemorientierten EinfUhrung interessiert ist. Es lassen sich ja auf diese Art und
Weise fur samtliche , Schul-relevanten’ Funktionen die entsprechenden Graphen erhalten -
und weit mehr als diese.

Bel (derart einfachen) Polynomfunktionen sehen die Schiler aber ohnehin sehr bald, von
welcher(n) Funktion(en) diese ,abstammen‘: In unserem Fall also von
3

X
F(X) = _E +2X +C. Durch Einsetzen des entsprechenden Punktes erhdlt man

schliefdlich die konkrete Stammfunktion

Bemerkung: Mit diesem Zugang sieht der Schiler einerseits auf ganz natirliche Weise die

Notwendigkeit der Integrationskonstanten. Er sieht, dass erst durch eine
zusétzliche Information die Angabe einer konkreten Funktion moglich ist. Hier
ist auch die richtige Stelle, den Begriff des unbestimmten Integrals (als eine
Klasse von Funktionen) zu besprechen.



(2 Numerische und analytische Rekonstruktion der Stammfunktion durch
Verwendung der Anderungsrate

Nach diesen Voriibungen soll mit einem anwendungsorientierten Beispiel zum Kern der Sache
vorgestol3en werden. Was macht man, wenn man die Stammfunktion nicht ,,errdt* bzw. durch
»aufleiten* (= Umkehrung des Ableitens) erhalten kann?

Ermittlung von Stammfunktionen durch Verwendung der Anderungsrate
Kenntnisse/Wissen:

Naherungswei se (numerische) Integration (Euler-Cauchy-V erfahren)
Ermittlung von Stammfunktionen durch unbegrenzt feine Summation
Integral as Produktsumme (néherungsweise und exakt)

Fertigkeiten/Fahigkeiten:

Stammfunktionen schrittweise (iterativ) unter Verwendung der Anderungsrate ermitteln
konnen (Euler-Cauchy-Verfahren).

V erbesserungen des Euler-Cauchy-V erfahrens angeben konnen.

Durch Ubergang zu einem Summationsprozess und unbegrenzter Verkleinerung der
Schrittweite Termdarstellungen von Stammfunktionen herleiten konnen

Ex 2: Geschwindigkeit und Weg
Ein Korper (Sportwagen) bewegt sich mit einer Geschwindigkeit v(t) = 3t? - 12t +12,
S(0) =0m.

(a) Iteration: Wie grof3 ist der zuriickgelegte Weg nach 2 Sekunden? Berechne dies
schrittweise (,iterativ®) unter Verwendung der jeweiligen Geschwindigkeit (=
momentanen Anderungsrate)

(b) Summation und Integration: Berechne den Weg nach n Zeitschritten und wéahle in der
Folge unbegrenzt kleine Zeitschritte.

(a) Iteration

Anschlief3end an die in a) gemachten Erfahrungen (aber selbstverstandlich auch unabhéngig
davon!) lasst sich die ndherungswei se Berechnung durchfihren.

Ausgangspunkt sei /\s-Achse
dabei diese Graphik:

unbekannte Funktion S(t)

/Fehler

>< v(t,)-At

s(to)+v(ty)-At

B>
ty+At t-Achse




Zu einem bestimmten Zeitpunkt t,, So wissen wir, ist der betrachtete Korper s(t,) Meter vom
Ausgangspunkt entfernt, d.h. wir wéhlen den Startpunkt ( t0 | s(t0) ). Von diesem aus kdnnen
wir den Weg nach der (kurzen) Zeitspanne At ermitteln, indem wir zu s(t,) den in dieser
Zeitspanne zurlickgelegten Weg v(ty)-At hinzuaddieren, womit wir also als neuen
zurlickgel egten Weg s(t,)) + v(t,)-At erhalten. Dieses Addieren kleiner Wegstticke kdnnen wir
natlrlich beliebig oft durchfiihren. Da wir dabel als Geschwindigkeit stets digjenige der
betrachteten Stelle nehmen, halt sich auch der Fehler in ertréglichem Rahmen (zweifellosist
er aber vorhanden). Das erlauterte Vorgehen konnen wir in einen Algorithmus kleiden.

Algorithmus zur schrittweisen Integration:

O  Setze den Startpunkt (t0/ s(t0))

O Schlefe:
- Bewege dich zum Punkt (t0 + At/ S(t0) + v(t0) *At)
- Mache den neuen Punkt zum alten Punkt

s(to),s(ty), s(ty), s(t3), ., s(tuy), S(ty), e ‘

s(ta)=s(ty)+v(t,)*At

“auswerten”

“riickkoppeln”

AmTI92/92+/ 89 |&sst sich dieser Algorithmus am leichtesten im Sequence-Moderealisieren.
Wir definieren dazu eine Folge ul, die Zeitschritte beschreibt, und eine Folge u2, die den
zuriickgel egten Weg (ndherungsweise) beschreibt. (Achtung: F7 Axisrichtig einstellen, ul auf
Abszisse, u2 auf Ordinate )

[Fi Trzv]’ F= TFH *I’rsvT FE™ T Fr T ] Fer
TE coom|Edit| ~ [All|Stule|Axes.. v:[— Z0arm ]
SFLOTE Ml m
! I._41=u1|:h -11+.1 Amax=s
Flotsiri=1.
plotStep=1.
“min=-1.
HMAxE=4.
wacl=1.
urin=-1.
urnax=10.
yscl=1.
u2(n) ndin—1x+uCulcn—1>>*_1
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Die letzte Graphik zeigt in der Gegenuberstellung mit der exakten Ldsungsfunktion den
Fehler, den wir bei diesem Verfahren machen. Damit haben wir - ganz beiléufig - auch ein
sehr wichtiges numerisches Verfahren kennengelernt und eingesetzt: das Euler-Cauchy-

Verfahren (,, Sehnenzug-Verfahren®).

Erweiterung: Wie l&sst sich der Iterationsprozess verbessern? Nun wir konnten einfach statt
der Anderungsrate am Beginn des betrachteten Intervalls den Mittelwert zwischen
Anderungsrate am Beginn und am Ende des Intervalls verwenden. Mit folgender allgemeiner
Skizze soll dieses verbesserte numerische Verfahren veranschaulicht werden.

AY

y (t+At)

kS

6 y(t)+r(t+At) -At

e,

r(t)+r (t+At)
y(t)+ ———— At

y(t) +r(t) -At

t
=

t+At

Durch eine entprechende Abanderung der Folge u2 erhd@it man ein erstaunlich gutes Ergebnis.

[Fi Trzv]’ F= TFH *I’rsv]’ FE™ T Fr T ]
TE coom|Edit| ~ [All|Stule|Axes..

T _fev

* f—|Z0om Tr*ac,e Regraph Math|0r-aw|+

FE-r Far TF7

FLOTE
< ul=ultn - 10+ .1

u2(n) w2tn—1>+unl Cn-1>+.13%.,
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Der Weg Uber das numerische Verfahren ist aus zwel Grinden kein Selbstzweck: einerseits
lernt der Schiler dabei ein fur die systemdynamische Modellbildung wichtiges Werkzeug
kennen, andererseits lasst sich daraus aber nun (fir die wichtigsten Schul-mathematischen)
Fale auch ein Term der Stammfunktion gewinnen.

(b) Summation und Integration
Der Ubergang von der Iteration zur Summation ist unser nachstes Ziel. In der durchgefihrten

Iteration steckt eine Summation. Wir brauchen nur die einzelnen lterationsschritte
aufzusummieren. Das wére mit der Hand mihsam, mit dem CAS st dies kein Problem.

/\ s-Achse
— v(t,t3At)At
At
T V(t+2At)At
unbekannte Funktion s(t) M\
\
v(tg+At)-At
At
\
At \\\ on
)
s(t) o
s(0)=0 e
=
") ti+At t-Achse
ity At s(toytv(te)-At

Wenn wir aso die einzelnen Iterationsschritte aufsummieren, bekommen wir einen
Néaherungswert fur den zurtickgel egten Weg nach n Zeitschritten At.

n-1

s(t) = s(t,) + Z V(t, +i [At) A

1=
Unsere Iteration hat sich damit in eine Summe verwandelt. Wir sind aber noch immer bel
einer diskreten Beschreibung. Wollen wir eine kontinuierliche Darstellung haben, so missen
wir die Diskretisierung der Zeitachse wegbringen. Dies soll im Folgenden gezeigt werden.

Ubergang von der diskreten zur kontinuierlichen Beschreibung (Verfeinerung der
Summation): Wenn wir die Schrittweite unbegrenzt klein wahlen (was dazu fuhrt, dass wir
die Anzahl der Schritte dafir unbegrenzt grof3 wird), erhalten wir einen unbegrenzt genauen
Wert fur den Weg.

Bem.: Die folgende Darstellung wurde mit dem Programm Tl-Interactive 1.0 durchgeftihrt.
Das Programm verfligt Uber einen Grofdteil des T192- Befehl ssatzes.



Durchfihring des Summationsprozesses

*Esser (=0
Diefine v{t} = 3[;2 -12t+ 12 "o

n-1
0+ 3 (liad s nl20Paf? - 3nac(act 4) + 4P+ 1240+ 24) ac
i=0 2
Die Schrittweite At ist gleich der vergangenen Zeit £ geteilt durch die Anzahl # der Schritte

n-1
0+ § (v(i-f_".t) At | At= t t-((Z-n2 -3n+ 1) £ 12n{n- 1)t+ 24-112]'
i=0 n a
21

Hun machen wir statt einem gleich unbegrenzt viele Schritte

n-1
0+ 3 (wlindan ar=t| el s+ 12)
i=0 11

1=
n —= o

] {t}

L - 6t+12)

—_
00 = M

= ML = MO

l
iy
T

Damit ist es uns gelungen, die Summation unbegrenzt zu ,, verfeinern®, wir konnen nun statt
Summe und Limes einfach das Integral zeichen verwenden:

S(t) = s(t,) +j’v(t) [dit

Bemerkung 1: Statt At durch n zu ersetzen und dann mit n gegen « zu gehen, kann man

natlrlich auch n durch At ersetzen und anschlief3end mit At gegen O gehen.

Bemerkung 2: Esist sehr wichtig, auch Beispiel zu betrachten, bei denen der Anfangswert nicht

bei (0/0) liegt, wie dasim folgenden der Fall ist.



Hun zoll mit einer anderen Anfangsbedingung gearbeitet werden:

*Esse1s(2)=8

Define v(t} =35 12t +12 "Trone"

n-1
8+ % (W2 +it)A) 3,5 3nCAY | ndf
1=0 > 2

Die Schrittweite 15t gleich der vergangenen Zeit # geteilt durch die Anzahl # der Schritte

+ 5

n-1
g+ ¥ (v(2+iht) AL |Ar=22
i=0
(2n2 - 3a+ - 6020230+ 1) 2+ 12(20% - 30+ 1)t +8(3n- 1)

on’

Mun machen wir statt ethem gleich unbegrenzt wiele Schrtte

n-1
. {8+ 3 (o(2+ 1AL A [At=2 2] efi? - 6+ 12)

i=0 n
n — o

Darnit haken wir auch die Termdarstellung der Zeit-Weg-Funktion gewonnen

n-1
- t-2 "Done"
o+ 2w 2 At Ay | A= ——
Deﬁnes(t}= lim[ i=|:|l<l< ) }l f ]

1 —= 00
i L2 6e+12)

Wir sehen aso: Man kann (naturlich) zu ein und derselben Zeit-Weg-Funktion kommen, auch
dann wenn man verschiedene (aber ,,zusammengehorige”) Startwerte wahlt. Aufpassen muss
man allerdings dann, wenn man den Zeitschritt At durch die (absolute) Zeit ersetzt.



3 Integral als Flacheninhalt und als Flacheninhaltsfunktion

Schliefdich soll nun auch die Ermittlung von Fl&cheninhalten durchgefiihrt werden. Dabel
werden wir auf ganz wesentliche Parallelen zum Bisherigen stofen, die es dem Schuler
erleichtern sollen, einen umfassenden Integralbegriff zu erwerben.

Kenntnisse/Wissen:

Berechnungsmethoden fir Flacheninhalte (Ober- , Unter-, Mittelsummen),
Flacheninhal tsfunktion, Bestimmtes Integral

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Fertigkeiten/Fahigkeiten:

N&herungsweise (nummerische) Berechnung von Flécheninhalten durch Ober- und
Untersummen durchfihren konnen.

Verbesserungen der ndherungsweisen Berechnung angebenen konnen (Mittelsumme bzw.
Trapezverfahren).

Durch unbegrenzte V erkleinerung der Schrittweite einen exakten Wert fir den Flécheninhalt
angeben koénnen.

Flacheninhaltsfunktionen néherungswei se und exakt angeben konnen.

Den Zusammenhang zwischen Flacheninhaltsfunktion und Fléchenbegrenzungsfunktion
kennen.

Den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung beweisen konnen.

Ex 1: Ermittle den Flacheninhalt A der durch die Funktion f(X)=3[{x —2)*unddie

K oordinatenachsen begrenzt ist

(& Summation und Integration: Wie grof3ist die Flache im Intervall [0;2] ? Berechne durch
Ein- und Umschreibung von Rechtecksflachen. Wahlein der Folge unbegrenzt schmale
Rechtecksfl&chen.

(b) Iteration: Ermittle die Funktion A(x), die den Flacheninhalt angibt, der von der Funktion

f (X) = 3[{x — 2)* und den Koordinatenachsen im Intervall | [0;x] begrenzt wird.

(&) Summation und Integration

Naherungsweise Ermittlung von A durch Zerlegung in Teilflachen. Hier |auft die Berechnung
nach dem (hinlanglich) bekannten Muster ab:

- 2-0_2
Schritt 1: Diskretisierung des betrachteten IntervallsAX = Bk g = =0,1

n | 20 20
Schritt 2: Naherungsweise Berechnung mittels Summen
n-1 19
O(n) =LS(n) = Z f (%, +i [AX) [AX LS(20) = Z3Edi 0,1-2)* 0,1=8,61

U (n) = RS(n) = Z f (%, +i [X) (X RS(20) = im D1-2) 01=7,41
1=1 =

Die Obersumme ist hier identisch mit der Linkssumme, die Untersumme identisch mit der



Rechtssumme. Beide Summen lassen sich natirlich direkt berechnen. Drei kleine
Hilfsfunktionen (Quelltext siehe Anhang) liefern aber auch neben den Berechnungen gleich
entsprechende Visualisierungen.

Direkte Berechnung:

Define fix) = 3-{xz - 2) "Done"

EBerechnung eines Mahenngswertes iber Obersummen:

n-1
Define O{n) = ¥ (Fidx)dz)  DO0F
i=0
Ofn)
n-(Z-n2 -ﬂx2 - 3ndhe {&x + 4::' + ﬂxz +124x+ 24) iy
2
Da die Schnttweite = Intervallbreite / Schrittanzahl i1st, kann man entsprechend substituieren:

n-1
Define Ofn) = ¥ (Flihx)ds) [Ax=2  'Done
1=10 n

1

expand(O(n}} 12 4
—+—+7
nooo2

O{20} 261

100
approx (O (2 o 261

Berechnung eines Naherungswertes Gber Untersumm en:

Define Uln) = ¥ (f(iax)Ax) Do
1=1

TTin
) 0202 8 + 30 (Ax - 4) + Ax® - 12Ax+24) Asx

2

Da die Schnttweite = Intervallbreite / Schrittanzahl 1st, kann man wieder entsprechend
substitui eren:

Define Uln) = ¥ (fidx) Ax) | Ax=—2  Done’
Z -

1=



expand{U{n}}
EEPER
1 o

LLCU Y
100
approx(U(EU}) 741

Berechnung eines Maherungswertes iber Wittel summ en:

Define M{n} = ¥

1=

n 1[ fidx) +HG+ Db} ) "Done’
g 2

Min
@) n-(E-n2 AE - 12nhx+ Ax + 24) ME

2

Da die Schrittweite = Intervallbreite f Schrittanzahl 1st, kann man noch einmal entsprechend
substitui eren:

n-

Define M{n} = P>

(f{i-&x} +f(2{i+ 1Az ﬁ‘XJ ax= 2 Dene’

1
i=0 1n

expatd {M{n} } 4

{20} 201
100
approx(M{ED}} 201

Exakte Berechnung
fm (O(})

(00

m (Mn))

n—=o



Berechnung und Visualisierung:

[ Fir [ Fer U (FET[_F&T B
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WA= Flot 4:
wanl=1. wPlot Jil~™ - wanalesishaemlist wanalesishemlisk
yriin=-1. wPlot Zil=" - xanalesisixulist rranalesisheulist
umax=13. ~“Plot 13k~ - =analesishiolisk »:analesisheelist
"3k 20% 4 P Done| |455151- 13
" ozuni@, 2, 20 Done 43z
B ysufld, 2, 200 Diore E5=
mpsunil, 2, 20 Diorie 5=
vl Cxd=f (x2
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Esgilt: U(n) < A < O(n)

Bem.: Analog zu oben kann man das numerische Verfahren durch Verwendung der

< f (% +i ) + f (% +(i +1) ()

MittelsummeM (n) =

(= Trapezverfahren).

2

[AAX verbessert werden



(b) Iteration

Die Funktion A(x), die den Flacheninhalt angibt, der von der Funktion f (x) = 3[{x —2)*und
den Koordinatenachsen begrenzt ist, ergibt sich (néherungsweise) durch folgenden Algorithmus:

Algorithmus zur schrittweisen Integration:

O Setze den Startpunkt (x0/ A(x0))

O Schleife:
- Bewege dich zum Punkt (x0 + Ax / A(x0) + f(x0) *Ax )
- Mache den neuen Punkt zum alten Punkt

A(xo),A(x1), A(X), A(X3), s A(Xny)s A(K,), ‘

...... .

*t A(Xy)=A(Xg) HE(X0) * Ax
e

“auswerten”

“rickkoppeln”

Am T192/92+/ 89 lasst sich dieser Algorithmus wieder am leichtesten im Sequence-Mode
realisieren. Wir definieren dazu eine Folge ul, die Zeitschritte beschreibt, und eine Folge u2, die
den zurtickgel egten Weg (naherungswei se) beschreibt. (Achtung: F7 Axisrichtig einstellen, ul
auf Abszisse, u2 auf Ordinate ). Plottet man das Ergebnis gemeinsam mit der Funktion f, dann
ergibt sich folgende Darstellung (Bild néchste Seite oben)

[Fi T Fer T Far T Fi+ *|’ FE T FE+ T ] 1 Fer | _Fz Y[ FET]_FET Fr
- E Alaebra|Calc|0ther |PramI0|Clean Up vﬂ Zoom|Edit| < [Al1|Stule|Axes..
FLOTE 1
-.fF-]_g-L 1;@ - xanalrsishxeoTisk wanalesisheolisk
Y oul=ulin—1)+ .1
uil=0Q
MRS L — 10 + frulin— 1.,
uizZ=n
2 L=
B3I a0 = 21° % F Dok ”iﬁ:
B osygmE, 2, 20 Done| [ uid=
w2in)=u2n—1>+Ffudn—1>>*.1
AHALYSIS KAD AUTO SEG &/s0 HMALT SIS FAD_AOTO SEG
|’F1 T 5 T rfi *|’ Fer T F= *I’F-q TFSTT FE™ T Fr *|’ ]
vE el ] vﬂ Foom|Edit| < |AL1|Stale|Axes..
nmin=g. JF'LIZJlTSE
Hrmax=20, o
p%ntétr‘t=%. jF‘luiut. i HRES ™y
Flo =1 WISLW Axes..... *
=i uil H,}jef; i w
EMAK=L. w2 # HAxis... ul>
xscl=1. wiz=i % Axiz... uZ=+
umin=-1. u3=
dmax=13, wiz= | CEnter=SAUEY CESC=CAMCEL >
yscl=1. Ld=
uig=
w2in)=u2n—1>+Ffud(n—1>>*.1
AMALTZIE EAD  [USE £ AWD ¥ T0 OFEW CHOICES
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Damit haben wir unser Ziel (zumindest naherungsweise) erreicht: wir kennen nun den Verlauf
jener Funktion, die den Flacheninhalt A(x) bis zur Stelle x beschreibt. Die Betrachtung des
Flacheninhalts war aber zum oben dargestellten Geschwindigkeits-Weg-Beispiel nicht nur
analog, es war sogar identisch! Ein Umstand der den Schilerinnen und Schillern meist erst an
dieser Stelle auffallt.

Vergleich: » Rekonstruktion von F(x) auf Grund ihrer Anderungsrate f(x) = F(x) und
* Berechnung des Flacheninhalts A(x) unter dem Graphen der Funktion f(x).

Rekonstruktionsfunktion Flacheninhaltsfunktion

1 Fevr |_F= FEx | _FE™ [F7 B 1 Fer | F= FE* | _FE™ [Fr B
- E Zoom|Trace Regraph Math|0r-aw|+ ﬁ? - E Zoom|Trace Regr‘aph Math|0Oraw|+ ff

heiza. " misE 20,
o i, ycid. 6l TwCi 2, ycig.
RHALYSIS RAD AUTO SEG RHALTEIS FRD_AOTO SEG

Der Vergleich liefert folgende Vermutung (den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung):

Die Flacheninhaltsfunktion A(x) (rechte Abb.) ist eine Stammfunktion von f(x) (linke
Abb.)

Der Inhalt des Hauptsatzes l&sst sich dann in den folgenden beiden Spalten darstellen:

Ableiten Integrieren
(= Bestimmen der momentanen (= Rekonstruktion der Bestandsfunktion
Anderungsr ate) auf Grund der Anderung des Zustandes)
Beschreibung Beschreibung
eines Zustandes F eines Zustandes F
v A
Beschreibung der Anderung des Beschreibung der Anderung des
Zustandes f Zustandesf
F'=1, F'(x)=1(x) X
[f=F FO)=F()*[ T(x)dx
%




Bisher wurden mehrere Wege zum Integral dargestellt, die aufeinander aufbauen, die aber auch
einzeln oder in bestimmten Kombinationen ihre Berechtigung haben:

* Nur Teil (1) wird ausgefuhrt:

Graphisch-heuristischer Weg.

Das Integral muss entweder anwendungsorientiert motiviert werden oder geometrisch (d.h.
eine Funktion beschreibt die Steigung einer anderen Funktion, dies kann mittels Steigungs-
bzw. Richtungsfeld dargestellt werden. Zeichnet man dieses fein genug, so kann die so
beschriebene Funktion rekonstruiert werden). Da der CAS-Rechner die Rekonstruktion in
ausreichender Genauigkeit durchfihrt, ist im Rahmen anwendungsorientierter Aufgaben
(insbesondere aber auch innerhalb der Physik) ein derartiges Vorgehen durchaus
gerechtfertigt.

* Nur Teil (2) wird ausgefuhrt:

Numerisch-analytischer Weg mit Betonung auf der Rekonstruktion von Funktionen.

Dieser Zugang ermoglicht es numerisch-iterativ zum Ziel zu kommen. Dariiber hinaus
kommt man in den meisten (fUr die Schule interessanten) Féllen auch zu einer exakten, d.h.
analytischen Darstellung der Stammfunktion. Der Vorteil dieses Weges besteht darin, dasser
in naturlicher Weise einen Zugang zu einem wichtigen Werkzeug fur spatere
Modellbildungen liefert, bzw. an genau die V erfahren anschlief3t, die moglicherweise bereits
in der Jahrgangsstufe 10 bel den Wachstumsprozessen V erwendung fanden.

* Nur Teil (3) wird ausgefuhrt:
Numerisch-anal ytischer Weg mit Betonung auf der Bestimmung von Flécheninhalten.
Dieser Zugang ist von der Rechentechnik dem Weg 2 vdllig gleichzusetzen. Allerdings wird
man hier mit der Summation und Integration beginnen, die lteration erst bei der Bestimmung
der Flacheninhaltsfunktion ins Spiel bringen.
Léasst man hier den iterativen Zugang aus, so reduziert sich dieser Weg auf den traditionellen
Zugang zum Integral

* Alle Telle (1,2,3) werden ausgefuhrt::
Dieser Weg ist in Realgymnasium-Klassen zu empfehlen, vor alemwird hier eine gute Basis
fur eine tiefergehende Behandlung systemdynamischer Modelle gelegt.

* Teil (2) und Teil (3) werden kombiniert:

Die Kombination erfolgt dabel in der Weise, dass z.B. das Produkt von Geschwindigkeit mal
Zeit as Flacheninhalt interpretiert wird (HENN, 2000).

Bel geschickter Vorgehensweise kann dabei die Linkssumme als Euler-Cauchy-Verfahren
erkannt werden und das Trapezverfahren al's verbessertes Euler-Cauchy-Verfahren.

Die Kombination ermdglicht auch einen Kurzzugang zum Integral, in dem man die
verallgemelinerte Produktsumme als Naherungswert ansetzt und mittels Grenziibergang eine
exakte Version (z.B. der Zeit-Weg-Funktion) erzeugt..

Egal welcher Weg nun tatsachlich gewahlt wird, folgende Grundidee / Grundvorstellung muss
auf jeden Fall angestrebt werden:



2.2  ldeeder verallgemeinerten Produktsumme

Das|Integra ist eine verallgemeinerte Produktsumme. Dies soll an verschiedenen Anwendungen
bzw. Begriffen, die in Anwendungen auftreten, klar werden. Das Aufstellen und das Operieren
mit dieser veralgemeinerten Produktsumme kann als eines der wesentlichsten Ziele des
Analysisunterrichts betrachtet werden.

Flacheninhalte
Kenntni sse/Wissen:

Vorzeichen bel Flacheninhalten, Uneigentliches Integral

Fertigkeiten/Fahigkeiten:

Flacheninhalte als Produktsumme (unbegrenzt schmaler Rechtecke) anschreiben kénnen.
Flacheninhalte berechnen kénnen, Umkehraufgaben zu Fl&cheninhalten berechnen kénnen,

uneigentliche Integrale berechnen kénnen.

Volumina

Fertigkeiten/Fahigkeiten:

Volumina a's Produktsumme (unbegrenzt diinner Querschnittsquader) anschreiben konnen.
V olumina berechnen kénnen, Drehkdrper um beide K oordinatenachsen.

Bogenlangen

Fertigkeiten/Fahigkeiten:

Bogenlangen a's Produktsumme (unbegrenzt kurzer Sekantenstiicke) anschreiben kdnnen.
Bogenlangen berechnen kénnen.

Mantelfl&chen

Fertigkeiten/Fahigkeiten:

Mantelfl&chen als Produktsumme (unbegrenzt schmaler Kegel stimpfe) anschreiben konnen
Mantelfl&chen berechnen konnen.

Integrale in der Physik

Fertigkeiten/Fahigkeiten:

Geschwindigkeit, Weg, Arbeit, Energie tber Integrale berechnen kdnnen.
Geschwindigkeit al's Produktsumme von Beschleunigung und Zeitintervall
Weg a's Produktsumme von Geschwindigkeit und Zeitintervall

Arbeit bzw. Energie als Produktsummen von Kraft und Wegstlicken

Als Abschluss der Integralrechnung kann dann eine Exaktifizierung mittels Riemannschen
Integral begriff treten.

Kenntni sse/Wissen:
Den Riemannschen Integralbegriff als Exaktifizierung des heuristischen Integralbegriffs
kennen.
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Anhang: Programme

Programme zur Differentiarechnung

sed(x,dx)

Prgm

{x,x+dx,x+dx, x}>drxx
{f(x),f(x),f(x+dx),f(x)}>dryy
NewPlot 1,2,drxx,dryy,,,.5
EndPrgm

std(x,dx)

Prgm

{x,x+dx,x+dx, x}>drxx
{f(x),f(x),f(x)+d(f(x),x)*dx|x=1,f(x)}>dryy
NewPlot 2,2,drxx,dryy,,,,5

EndPrgm

sede(x,dx,n)

Prgm

{x,x+dx, x+dx,x}>#("drx"&string(n))
{f(x),f(x),f(x+dx),f(x)}>#("dry"&string(n))

NewPlot n,2,#("drx"&string(n)),#("dry"&string(n)),,,,5
EndPrgm

sekd(xa,ya,dx,n)
Prgm
Local 1.,y
ya>y:{t>xselist:{}>yselist
For 1,0,n-1
augment(xselist,{i*dx, (i+1)*dx, (i+1)*dx,i*xdx})>xselist
y+r(i*xdx)*xdx>yn
augment(yselist,{y,y,yn,y})>yselist
yn-y
EndFor
NewPlot 4,2, ,xselist,yselist,,, .5
EndPrgm



Programme zur Integralrechnung:

osum(xa,xe,n)
Prgm
Local i,dx
(xe-xa)/n>dx:{}>xo0list:{}>yolist
For 1,0,n-1
augment(xolist,{i*xdx,i*dx, (i+1)*dx,(i+1)*dx})>xo0list
augment(yolist,{@,f(ixdx),f(i*dx),0})>yolist
EndFor
NewPlot 1,2,xo0list,yolist,,,,5
S(f(i*xdx)*dx,i,0,n-1)>nwos
PtText string(approx(nwos)),xmax*@.9+xminx@.1, 6 ymax*x@.9+yminx@.1
EndPrgm

usum(xa,xe,n)
Prgm
Local i,dx
(xe-xa)/n>dx:{}>xulist:{}>yulist
For i,0,n-1
augment(xulist,{i*xdx,i*xdx, (i+1)*dx, (i+1)*dx})>xulist
augment(yulist,{@,f((i+1)*dx),f((i+1)*dx),0})>yulist
EndFor
NewPlot 2,2,xulist,yulist,,,.,b5
S(f(i*dx)*dx,i,1,n)>nwus
PtText string(approx(nwus)),xmax*@.9+xmin*0.1,ymax*x@.8+ymin*@d.2
EndPrgm

msum(xa,xe,n)
Prgm
Local i,dx
(xe-xa)/n>dx:{}>xmlist:{}>ymlist
For i,0,n-1
augment(xmlist,{i*xdx,i*xdx, (i+1)*dx,(i+1)*dx})>xmlist

augment(ymlist,{@, (f(ixdx)+f((i+1)*dx))/2,(f(i*xdx)+f((i+1)*dx))/2,0}
)>ymlist

EndFor

NewPlot 3,2,xmlist,ymlist,,,,5
S((fCikdx)+f((i+1)*dx))/2*dx,i,d,n)>nwos

PtText string(approx(nwos)),xmax*.9+xmin*.1, 6 ymax*.7+ymin*.3

EndPrgm



Programme zur Integralrechnung:

ecl(xa,ya,dx,n)
Prgm
Local 1i,dx,y
ya»y:{t>xecllist:{}>yecllist
For 1,0,n-1
augment(xecllist,{i*xdx, (i+1)*dx, (i+1)*dx,i*dx})>xecllist
y+r(i*xdx)*xdx>yn
augment(yecllist,{y,y,yn,y})>yecllist
yn-y
EndFor
NewPlot 1,2,xecllist,yecllist,,, .5
EndPrgm

ecr(xa,ya,dx,n)
Prgm
Local 1,dx,y
ya>y:{}>xecrlist:{}>yecrlist
For i,0,n-1
augment(xecrlist,{i*dx, (i+1)*dx,(i+1)*dx,i*dx})>xecrlist
y+r((i+1)*dx)*xdx>yn
augment(yecrlist,{y,y,yn,y})>yecrlist
yn->y
EndFor
NewPlot 2,2,xecrlist,yecrlist,,,.,b
EndPrgm

eci(xa,ya,dx,n)
Prgm
Local 1i,dx,y
ya»y:{t>xecilist:{}>yecilist
For 1,0,n-1
augment(xecilist,{i*xdx, (i+1)*dx, (i+1)*dx,i*dx})>xecilist
y+(r(ixdx)+r((i+1)*dx))/2*dx>yn
augment(yecilist,{y,y,yn,y})>yecilist
yn-y
EndFor
NewPlot 3,2,xecilist,yecilist,,,,5
EndPrgm




