Vektoren — Analytische Geometrie Dr. Alfred Eisler

Vektoren - Analytische Geometrie

Der folgende Kommentar stellt eine Zusammenfassung der Erfahrungen dar, die in der Oberstufe der AHS mit dem
Einsatz des TI92 in den genannten Stoffgebieten gemacht wurden.

Dabei sind die angeflihrten Sequenzen, Beispiele und Funktionen in dieser Form in Unterricht durchgefiihrt und
erprobt worden.

Wann, wo und wie soll der CAS-Rechner eingesetzt werden?

Dariiber ist schon sehr viel diskutiert worden, die Meinungen gehen dabei auch weit auseinander. Dabei ist jedoch vor
allem die Frage zu beachten, was wir den Schiilern an unverzichtbaren Grundfertigkeiten mitgeben sollen bzw.
missen und was von der Hochschule verlangt wird.

Ich werde im folgenden bei meinen Ausfiihrungen immer wieder auf diese Problematik eingehen, die Antworten und
Aussagen sind subjektiv, haben sich aus der Erfahrung der letzten Jahre ergeben und wurden auch zum Teil revidiert
und Kkorrigiert.

Es gelten jedoch stets die folgenden Prinzipien:

- Was handisch schneller geht, wird ohne Maschine ausgerechnet.
Dort wo der Rechner hilft und didaktisch zielfihrend ist wird er eingesetzt. Ein Einsatz, nur um ihn einzusetzen ist
abzulehnen.
“Wenn es nicht notwendig ist, den Rechner einzusetzen, dann ist es notwendig, ihn nicht einzusetzen” (Zitat
Heugl/Bauer)

Seite -1-



Vektoren — Analytische Geometrie Dr. Alfred Eisler

Grundbegriffe, Handling

Fir die Darstellung - Eingabe - der Vektoren in den Rechner stehen zwei Méglichkeiten zur Verfiigung.

Erstens die Eingabe als Spaltenvektor, zweitens die Eingabe als Zeilenvektor. Fur ersteres spricht die Analogie zu
den meisten Blchern, allerdings lassen sich bei dieser Darstellungsform auf einer Bildschirmseite nur 3 bis 4
Vektoren darstellen, wodurch die Ubersichtlichkeit leidet. Trotzdem wurde von mir die Spaltenform gewahit.

Vektoren werden beim TI1-92 mit eckigen Klammern eingegeben, wobei die einzelnen Komponenten durch
Strichpunkte getrennt werden miissen.

I‘Fi T Fer TrhT e T TS T T& ]
va AlgebrafCalc|0ther|Prgnld{Clear a-z..

Mit diesen Vektoren kann dann gerechnet werden. Es gelten die

5 5
ublichen Rechenregeln. '[ -2] -4 [2]
3 z
[a]>e H
g
"a+h [2_
at+h
VYEETOR DEG AUTO SEQ 3AE0
viﬂ Hl;;?:ur*a I:Faglvc, thPI!u;r*lPr*ngmID I:lnz-arEE a-z.
=] T |-2-
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Es gibt jedoch auch die Punkt-Befehle, wobei komponentenweise |* 2 ** £ [-s]
gerechnet wird. pp— [5/3 ]
102
. 1257
"5 ." h [16 ]

|

VEKTOR TEG AUTO FEG B/E0
I’Fi"m‘l’ Fzv T r3vT Fa T FES T F& ]
~ f—|Alacbra|Calc|Other |Prami0|Clear a-z..

Ed S

n -+ =y
Zur Vereinfachung legen wir uns fur das praktische Rechnen die [3] [3]
folgenden beiden allgemeinen Vektoren an : _H S 5
r4 LZ]

YEETOR DEG AUTO FUHC 2/30

Befehle fiir das Rechnen mit Vektoren die uns der Tl 92 zur Verfiigung stellt :
Grundrechenarten

Skalare Multiplikation dotp(vl,v2)
Vektorielle Multiplikation crossP(v1,v2)
Betrag eines Vektors norm(v)
Einheitsvektor unitV(v)

Seite -2-



Vektoren — Analytische Geometrie Dr. Alfred Eisler

Einige Bemerkungen und Beispiele tiber die Anwendung von CAS Rechnern in
der 5. Klasse

Grundbegriffe der Vektorrechnung

Bei der Einfuhrung der Grundbegriffe scheint der Einsatz eines CAS Rechners nicht sinnvoll. Die Begriffe wie Ortsvektor,
Verbindungsvektor, Betrag eines Vektors sollen vom Schiler verstanden werden, er soll damit umgehen kénnen. Die
Maschine ist in dieser Phase - Anlernphase - wenig hilfreich, sie ist sogar hinderlich, weil diese Grundaufgaben handisch
wesentlich schneller zu 16sen sind.

Einfuhrung in die Analytische Geometrie mit Anwendungen

Die Berechnung des Abstandes zweier Punkte, des Halbierungspunktes oder von Teilungspunkten einer Strecke sind
Grundfertigkeiten, die jeder Abgénger einer AHS handisch durchfiihren kdnnen sollte. Das Verstandnis der geometrischen
Zusammenhange, die Anfertigung einer geeigneten Skizze und die Anwendung der obigen Begriffe sind dabei eine
Grundvoraussetzung.

Bei der Darstellung von Geraden muf3 der Schiler die einzelnen Formen, wie Hauptform, Parameterform und
Normalvektorform kennen und unterscheiden kénnen. Eine geeignete Geradengleichung ist je nach Angabe aufzustellen.
So kann etwa bei Angabe von zwei Punkten die Hauptform oder die Parameterform berechnet werden.

Ein Einsatz eines Rechners ist hier kaum mdglich, es sei denn man verwendet bestehende Programme als black box.

Der Schiler soll auch die unterschiedlichen Méglichkeiten der gegenseitigen Lage von zwei Geraden kennen und diese
aus einer Angabe bestimmen kénnen. Eine zu beherrschende Grundaufgabe ist dabei auch die Berechnung des
Schnittpunktes von zwei Geraden.

Dabei werden die friiher besprochenen Sachverhalte immer wiederholt und gefestigt - Festigungsphase.

In weiterer Folge &Rt sich das Gelernte an vielen konkreten Beispielen anwenden - Anwendungsphase. Jetzt kann der
Rechner durchaus hilfreich sein.

Kommt es dem Lehrer darauf an, ob und wie der Schiler das Gesamtproblem |6st, dann sind einzelne Teile der Aufgabe
wie etwa die Berechnung des Halbierungspunktes einer Strecke oder des Schnittpunktes von zwei Geraden wohl nicht
das primar abzufragende Lernziel. Diese Teile lassen sich von einer Maschine I6sen. Dazu werden im folgenden geeignete
Module entwickelt.
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Die folgenden Beispiele sollen Anregungen dafur sein. Wie der CAS-Rechner in den einzelnen Unterrichtsphasen
eingesetzt werden kann, wo er sinnvoll verwendet wird und wo auf seine Anwendung verzichtet werden kann.

Fiir das Rechnen mit Vektoren wurden von mir die folgenden Variablen und Funktionen mit den Schiilern
erarbeitet und im Folder VEKTOR abgespeichert. Sie sind gelockt und konnen somit weder versehentlich
tiberschrieben noch geléscht werden.

Xy [x:y]

Xyz [xy;z]

nv2(v) Normalvektor auf den Vektor v im R?

hp(x,y) Halbierungspunkt der Strecke XY
cosa(vl,v2) Cosinus-Alpha-Formel (erst in der 6. Klasse)

Die Funktion nv2(v) I8t sich auf die folgende Art definieren :

Zur Berechnung des Normalvektors zu einem gegebenen Vektor miissen die beiden Komponenten vertauscht werden und
bei einer Komponente wird das Vorzeichen geandert. Zum Vertauschen der Komponenten kénnte der Befehl rowSwap
verwendet werden. Ich glaube jedoch, dal? man versuchen sollte, mit mdglichst wenig Befehlen des Rechners
auszukommen — jeder zusatzliche Befehl tragt zur Verwirrung der Schiler bei.

I‘Fi T Fer Trsv]’ruv]’ FE T 5 T]
- E Alasbra|Calc|0ther|PramI0|Clean Up

Auf die einzelnen Komponenten eines Vektors kann man auch tber ihre
Matrixkoordinaten zugreifen.

Mit v[1,1] erhalt man das Element in der ersten Zeile und ersten Spalte .[ '2] i [2]
der Matrix (des Vektors). : f[l i 3_2
Mit v[2,1] erhalt man das Element in der zweiten Zeile und ersten Spalte |a [z, 1] 3
der Matrix (des Vektors). yl2,11]

YECTOR DEG AUTO FUHC /20

[‘Fi T Fev T Fav T Fir T FE T FE™ T ]

- E Algebra|Calc|Other|PrgmlId|Clean Up

“[°] 5]
3 3

Damit laft sich die Formel fir den Normalvektor eingeben.

Dieses Ergebnis wird als nv2(v) abgespeichert. Damit steht diese myll, 1] -z
Funktion zur Verfigung und kann jederzeit aufgerufen und angewendet = +[2. 1] I
werden. -["”52[1 1]1] * AVZ(W) Done

YECTOR DEG AUTO FUHC 4/20

I‘Fi ]’ Fev Tr:v]’ruv]’ FE ]’ FE™ T]
vaﬁlgebra Calc|Other|PrgmId|Clean U

'I-_IYII:IJIJJT'TI'«.-'.(_'\'«.-'J EUTII:'
z
L
AWZEL) [2]
Hier wird der Normalvektor zum Vektor v berechnet. _[3-5 ]_} . [3.5 ]
11.28 11.28
11.28]
" 2
P20 a) .5 |
VECTOR DEG AUTO FUHC 2/30

Die Implementierung des Halbierungspunktes einer Strecke kann so erfolgen :
(a+b)/2 = hp(a,b)
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Beispiel : Gesucht ist der Schnittpunkt der beiden Geraden

. o 1t_')+t A0

0. X = = & =
g'% g3ﬂ

a6 eelo

Durch handische Berechnung erhalt man den Schnittpunkt S(3/-2)

In der Anwendungsphase kann man die Berechnung des Schnittpunktes von zwei Geraden durch ein geeignetes
Programm vom Rechner durchftihren lassen. Didaktisch wertvoll ist es, wenn dieses Programm mit den Schilern
erarbeitet wird. Die Programmiertechnik und die ienzelnen Befehle werden hier nicht besprochen, sie kdnnen dem
Handbuch des Rechners enthommen werden.

Dieses Programm — eigentlich eine Funktion - berechnet den Schnittpunkt von 2 Geraden in der Ebene, wir
bezeichnen diese Funktion mit sp2g2. Dabei wird vorausgesetzt, dal3 die beiden Geraden in der Parameterform
gegeben sind.

Die notwendigen Parameter fir die Funktion sp2g2() sind :
- Einstiegspunkt der ersten Geraden,

Richtungsvektor der ersten geraden,

Einstiegspunkt der zweiten Geraden,

Richtungsvektor der zweiten Geraden.

Programmcode Erlduterungen

sp2g2(p1,a1,p2,a2) Kopfzeile - Funktionenname, Parameter

Func Anlegen der lokalen Variablen
Local em,m1,m2

[[a1[1,1],-a2[1,1]][a1[2,1],-a2[2,1]]->m1 Koeffizientenmatrix

(p2[1,1]-p1[1,1]1[p2[2,1]-p1[2,1]]]->m?2 Berechnung der Lésungen des Gleichungssystems
Berechnung des Schnittpunktes — das letzte berechnete

simult(m1,m2)->em Ergebnis wird ausgegeben.

pl+em[1,1]*al
EndFunc

Bem :
Mit dieser Funktion laf3t sich obige Aufbabe leicht l&sen.
Die Parameter sind einzugeben und der Schnittpunkt wird berechnet.

1 Fev Faw | FAw FE 5 e
- E Alaebr-a|Calc|0bher |PramI0|Clean Up JE Fllgrévbr‘alliglvcp I:Itrlzl;'r‘ Pr‘rgsmID ElEFaEr:ur U
B R [=]
n L +pl o 1 1
= = i [2] 7P [2]
4 4
1 1
.[3]+al [3] '[-2]+32 [2]
I 1] s
o Bt ) " spZaZipl, al, p2, a2 [_2
[152]+p2 ;
VELTOR BEG AUTD FIRC =750 e T R T

Die Verwendung dieser Funktion wirde ich ablehnen, wenn diese Aufgabe fir sich alleine gestellt wird. Die handische
Berechnung ist dann sicher schneller.

Was das Programm nicht kann:
Es wird keine Fallunterscheidung durchgefiihrt. Der Schiler soll erkennen, bzw handisch nachrechnen kénnen, ob die
beiden Geraden parallel (identisch) sind oder einen Schnittpunkt besitzen.
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Beispiel : Berechne die 4 merkwirdigen Punkte des Dreiecks A(-3/-5), B(9/4), C(-3/9)

Fur diese komplexere Aufgabe laRt sich das Programm sinnvoll einsetzen. Ich erwarte mir dabei, daf die Schiiler
wissen, wie die einzelnen Punkte berechnet werden, wie die Tragergeraden (Hohen, Schwerlinien,
Streckensymmetralen und Winkelsymmtralen) angesetzt werden, die Berechnung des Schnittpunktes von zwei
Geraden kann dann maschinell durchgefuhrt werden.

[Fi T Fev Trsv]’ruv]’ FE T FE™ T]
- E Al gebralCalc|0ther|PrgmId|Clean Up

Zuerst werden die Eckpunkte eingegeben. l -3] aa [3]
-5 5
o] H
-3 -3
'[9 ]” [9 _
NECTOR DEG AUTOD FUHC /30

—f”_T—Tjﬂ—T—ﬁW
* g=—|Algebra|Calc|0ther|PramId|Clean Up

.. . . . b -3
Hoéhenschnittpunkt und Umkreismittelpunkt [9 ]-m [9 ]

lassen sich so berechnen. T4
B sp2giia, nuic - b, c.nuch = a)) [4 ]

®=p2gl2ihplb. o), nelc — bB), he(a, b), nolb — 2
2]
2

sp2g2thpth. e . nuic—h) hpia. h).
DEG AUTO

YECTOR FUNC E/20

1 Fer Fir Fy= F& [
. . . - E ngebr‘all:aln:- Other|PramI0|Clean LIPT_\
Fr den Inkreismittelpunkt setzt man an : T T T E Ry =T

$p2g2(a,unitV (b-a)+unitV(c-a), b,unitV(c-b)+unitV(a-b)) ®sp2aZihplb, ¢, nuic — b, hpla, bY, rw(b4— »
9.8

2]

B =pZg2a, unitWbh — a) + unitic — a). b, unik
17

Z)

a2 hounitWic—h)+unitVW<a—-hl>

YECTOR DEG AUTO FUMC &/50
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Beispiel : Zeige, dal die beiden Geraden

0:: (x,y,2) =(0,1,-5) +s.(2,-2,3) und

0. : (X,y,2) =(1,3,-2) + t.(1,-2,1) einen Schnittpunkt besitzen.

Wir gehen so vor, wie beim Beispiel im R
Zuerst werden die Einstiegspunkte und die RV eingegeben und gespeichert.

rfim]’ Fer T FEx T e T FE T FE™ T ‘ 1 Fev FEr T Fa™ TE TE™
= f—|Alacbra|Calc|Other |PramI0|Clean Up k) ﬂ AlgebralCale Dtheplppgmln Clean LIpT_\

[3] [z ] [z ]
2]

s H I Ff;
i N :

[2;-2353]1+u3 [1;-2;511+vd

NECTOR DES RUTD FUHC B30 VECTOR DEiS RUTO FUHL 10750

Die Funktion sp2g2() ist hier unbrauchbar. Fir den Raum bendétigen wir eine neue Funktion, sie wird mit sp2g3()
bezeichnet.
Fur die Koordinaten des Schnittpunktes erhalt man dann :

w2 lA1 sebralca e [ofher Pram1olc1e5n Up
[-z] [-2]
1 1]
H v [-2
1 1]
4
B =p2g3ip3, w3, pd, wdd [ -3
1]
=p293(p3.v3, p4, v4) I

Im DES AUTO FUMC 1120

Die hier verwendete Funktion sp2g3() berechnet den Schnittpunkt von 2 Geraden im Raum, wobei auch untersucht
wird, ob die beiden Geraden windschief sind.

Programmcode Erlauterungen

sp2g3(p1,al,p2,02)
Func

Local em,m1,m2
[[a1[1,1],-a2[1,1]][a1][2,1],-02[2,1]]]->m] Wie bei sp2g2().
([p2[1,1]-p1(1,1]1[p2(2,1]-p1[2,1]]]->m2
simult(m1,m2)->em

If p1[3,1]+em[1,11*a1[3,1]=p2[3,1]+em[2,1]*a2[3,1] Es wird untersucht, ob die erhaltenen Werte fiir die
Then Parameter auch die dritte Gleichung erfillen.
pl+em[1,1]*al
Else Wenn ja -> Ausgabe des Schnittpunktes
"Die Geraden sind windschief"
Endlf Wenn nein -> die Geraden sind windschief.
EndFunc
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Einige Bemerkungen und Beispiele iiber die Anwendung von CAS Rechnern in
der 6. Klasse

Die cos a- Formel

a.b
cosa =
-
Eine Implementierung fur diese sehr oft benotigte Formel konnte etwa so aussehen :
cos ~' (dotP(a,b) / (norm(a) * norm(b))) -> ca(a,b)

Damit laRt sich der Winkel zwischen den beiden Vektoren a und b berechnen.

Bem:

1. Die Notation ca(a,b) wurde gewahlt, um die Eingabe und Anwendung mdglichst einfach zu halten.

2. Fur die Benennung von Programmen bzw. Funktionen ist es gunstig, Bezeichner mit mindestens zwei Buchstaben
zu verwenden. Erstens sind solche Bezeichner leichter zu merken, zweitens besteht nicht die Gefahr, daf3 durch
Driicken der Taste F6 wichtige Daten verloren gehen.

o . 380 ~ 240
Beispiel : a=g = b= o
lg 4 o
a1 oot [l Pronolc1emy U] |
it 3 . . .
-[1] + 3 [1] Die beiden Vektoren werden eingegeben.
-4 -4
[ ]e ]
moals, b 116.57  \Winkel : 116,57
YECTOR DEG AUTO FUHC /%0
Bem:

Ich glaube, dal3 diese Formel (Funktion) auch nur fiir komplexere Beispiele interessant ist. Verwendet man sie als
Werkzeug, blo3 um den Winkel zwischen zwei Vektoren zu berechnen, dann ist sie sehr aufwendig — die handische
Rechnung ist dann sowohl einfacher als auch schneller.

Natlrlich kann diese Formel auch fir die Berechnung von Winkeln zwischen zwei Ebenen oder einer Ebene und einer
Geraden verwendet werden.

Die Darstellung von Ebenen

Fir die Darstellung von Ebenen bieten sich viele Funktionen und Programme an, die man gemeinsam mit den Schulern
erarbeiten kann. Wie weit diese Module auch sinnvoll sind laf3t sich allgemein nicht feststellen, jeder Lehrer muR3 selbst
Uber die Erstellung und den Einsatz im Unterricht entscheiden.

Die folgende Tabelle soll eine Zusammenfassung jener Elemente sein, wo ein Einsatz des Rechners aus meiner Sicht
glnstig ist.

Aufgabe CAS (ja/nein) — Bemerkung

Wie lautet die Gleichung der Ebene (Parameterform) die | Nein — handisch schneller berechenbar.
durch die Punkte A, B und C verlauft?

Wie lautet die Gleichung der Ebene (parameterfreie Form) | Ja — das vektorielle Produkt muf3 berechnet werden.
die durch die Punkte A, B und C verlauft?

Berechne den Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene | Ja — ein Gleichungssystem ist zu I6sen, ich verwende eine
(Parameterform) selbstentwickelte Funktion (spge)

Berechne den Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene | Nein - handisch! Es ist nur eine lineare Gleichung zu lésen.
(parameterfreie Form)
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Berechne den Schnittpunkt von 3 Ebenen

Ja — mit simult oder rref |aRt sich das Gleichungssystem
I6sen.

Beispiel :

Berechne den Schnittpunkt der Geraden X =

?B
1o

e 18 )

. s : :

1 - mitder Ebene X = g- +s.gl ++z‘.g- 1+
&3 &

és- &1 5

36
- _+r

vaO
vaOvﬁag

Rechnet man handisch, so ist ein Gleichungssystem bestehend aus drei Gleichungen zu lésen.

Das folgende Programm liefert uns diesen Schnittpunkt.

Programmcode

spge(pl,al,p2,02,a3)
Func
local m1,m2,me

augment(augment(al,-a2),-a3)->m]1
p2-pl->m2
simult(m1,m2)->me

pl+me[l,1]*al

EndFunc

Zuerst werden die Daten eingegeben

|’F1 ]’ Fev Trsv]’ Fi ]’ TE T FE™
- E Algebra|Calc|Other|PramI0|Clean Llpm

it 3T
u| -2|sp1 -z
4 4 ]

-1-2 - 1-2]
L] +al 1
=5 5

VECTOR DES AUTO FUMC 250

|‘F1 T Fer T rzv]’ Fur ]’ FE T FE*
- E Alacbra|Calc|0ther|PramI0|Clean UF'T_\

[-3] [ 3]
2 2]
.Hm [-1
2 2
5 ]

B =pgeipl, al,pd, a2, a3) [El
i)

spgetpl. ai,p2 al.ad> g
YECTOR

FUMC B/%0

Erlauterung

Erstellt die Koeffizienzenmatrix

Lost das Gleichungssystem und berechnet den
Schnittpunkt, wenn vorhanden.

I’Fi T Fev Trsv]’ ruvT 3 T FE™ T
vﬂ Algebra|Calclother|PragmldjClean Up

[1] [1]

.[‘I ]Hz FS
] :

[2;-1;2]1+a3

YECTOR DEG AUTO FUHC &/%0

Nach Aufrufen des Programms erhalten wir den Schnittpunkt P(2/0/-6).
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Das vektorielle Produkt Ein anderer Zugang !

Gegeben sind die beiden Vektoren a = (3/-2/5) und &, = (2/1/-1)

|’F1 ]’ Fer Trsv]’ Fir ]’ FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a—=.

3 3]
ml -2+ al -2
] =

z 7

mf1 [+az 1
-1 -1

VEETOR DEG AUTO FUMC /%0

Vektor c.

¢ steht normal auf al
¢ steht normal auf a2

Zuerst werden die Vektoren in den Rechner eingegeben und abgespeichert.

|71E Fllgrévbr*a I:Faglvc. thrllugr* F'r*ngmIIII I:lnz-arEli a-Z...
[-1] [ -1]
= dotPial , a2) -1
-3
B orossPlal a2l o 13
T
B dotPial , gl o
B dotPiaZ, c) 0]
dotP<aZ. c2>

VEKTOR DEG AUTO FUMC B/30

Zuerst bilden wir mit
dotP(a1,a2) das skalare
Produkt.

Jetzt bilden wir
crossP(a1,a2); das Ergebnis
ist ein Vektor. Diesen
Vektor speichern wir als

Wie wird nun das vektorielle Produkt berechnet? Es soll versucht werden, eine Formel dafiir zu finden. Dazu werden
die Vektoren in einer allgemeinen Form eingegeben.

|’F1 T Fev TrsvT Fuw T FE T F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a—=.

ax ax]
e -

az az]

b b
l[bu}+h [hu

bz bz
[hx:bwyih=z1-+h

NEETOR DEG AUTO FUHC 2/30

Die beiden Vektoren a und b werden angelegt.

Dann bilden wir das Kreuzprodukt und sehen uns den erhaltenen Vektor an.

|’F1 T Fev TrsvT Fuw T FE T F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a—=.

-lng-H: by
bz bz |
ay-bz—az-by ]
-—ax- bz + az-bx
ax-by—ag-bx |

B crossPla, bl +hn

B dotPla, n) 0]
= dotPib, n o]
dotPC{h.n)

NEETOR DEG AUTO FUMC E/30

Damit haben wir die Formel fiir das vektorielle Produkt erhalten.

Beweis der Rechtwinkligkeit.
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Eigenschaften des vektoriellen Produkts

|’F1 ]’ Fer Trsv]’ Fir ]’ FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a—=.

[ag-bz—az-bu ]

B crossPla. b+ n —ax-bz+ az-bx

bz el Wir erhalten folgende Eigenschatt
[ax-bz—az-bx aAb=-bAa

-ax by + ay-bxl

crossPCh,.a
YEEKTOE DES AUTO FUMC 24200

Wir definieren einen neuen Vektor c.

®cros=Pib, a)

- a1 gebralcalc|other Pramiofclear a-z.. = $=2 A1 asbralcatc other Pramiofciear a-z.
Cx o] aycz—az-cd+by-cz-bz cy ]
'|:GH:|+G [G':l ['ax-c,z+az-c,><—b><-c,z+bz-c,><
CZ CZ] a¥-cd— ad-cx +bhe-cy—by-cx |
mcrossPla+ b, cl ® crossPia, o) + crossPib, o)
ad-cz-az-cdtby-cz-bz ooy ] ay-cz—az-cd+tby-cz-bz cy ]
[-ax-cz +az-cx-bx-cz+bz-ox —axccztaz-cx—bx-czt+bzocx
ax-cd-ad-cx+bx-cu—by-cx | ax-cd—ad- cx+bx-cu—-by-cx |
crossPCath. c2 crossPCa, cr+crossPCh, o2
YEETOR DEG AOTD FUML 2750 WEETOR DEG AUTD FUNE =300

Es wurde das Verteilungsgesetz gezeigt: (@+b)Ac=aAc+bAc

rfim]’ Fev T B ]’ Fiv ]’ FE ]’ T& ] I‘Fi*mT Fev ]’ rsz ad T FE T TG ]
* #=—|Algebra|Calc|Other|PramI0|Clear a-z.. = f=—|Alacbta|Calc|0ther|Pranil|Clear a-z
= |

e

ad-bz-x—az-bu-a ] [ay-bz - az-by)-a ]
B crossP(x-a, b) cax-bz-a+az-bx-a ® 5 crossPia, b “(ax-bz - az-bx) A
ax-buy-a - ag-bx-a . [ax by - au-bxl-a |
(au-bz - az byl S bk BBe
® 3 -crossPia, bl Tax-bz —az-bx)-a ® crossPra, &bl [-ax-bz-h+az-bx->.
[ax-bg—ag-bx]- s | axbg-n —ag-bwea |
A*crozssPCa_ b |crussP(a,h*h)
VEETOR DEG AUTD FORC 2720 VEETOR DEG AUTD FONC 3720

Es wurde gezeigt: (B8a)A b=8.(aA b)=a A (8b)

Ubung : Untersuche, ob das vektorielle Produkt assoziativ ist !
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Vektaoren — Analytische Geometrie

Dr_Alfred Fisler

Flacheninhalt des Parallelogramms

Gegeben ist ein Parallelogramm, das von den beiden Vektoren a und b aufgespannt wird.

Fur den Flacheninhalt gilt : A :\/az'bz - (a .b)2

Wir arbeiten im Folder Vektor; die beiden Vektoren a und b wurden bereits angelegt.

I‘Fi T Fev T Fav T Fuw T FE T F& ]
- E HlgebralCalc|Other|PrgmId|Clear a—z..

M)
n ay
LaZ]
Mo
[ ] l-:.|=|
Lbz |

3*a

+hb

- ]
ay
laz]
]
by
Lbz]

YEETOR DEG AUTO

FUHC 2/20

|’F1 T Fev TrsvT Fiw T FE T F&
- E Algebia|Calc|Other|PrgmI0|Clear a—=.

l[ng+b by
bz b=z
lentP(a ; a)-dotPh, by —(dotPia, b)jz +t1

Jaxz-[buz + th] - 2-aw-(ay-by+ az-bz) bk
® porml crossPla, b)) + 2

Jaxz-[bgz + bzz] - 2 ax-(ay-by + az-bz) - koP

normicrossPCa, h)) 2

NEKTOR DEG AUTO FUMC 4430

Wir lassen den Flacheninhalt aus obiger Formel berechnen und
speichern als t1.

Ebenso |a A b|; speichern als t2.
und vergleichen die Ergebnisse.

Die ersten Teile sind identisch. Zur genaueren Untersuchung subtrahieren wir vom ersten Ausdruck den zweiten.

|’F1 ]’ Fev Trsv]’ Fyr ]’ TE T F&
- E Algebra|Calc|Other|PragmI0|Clear a—z...]

=il —-12 o
mL1Z 5412

axz-[bgz + bzz] - Z-ax-[ag-by + az-bz)- bk
m12E 5 422

axz-[bgz + bzz] - Z-ax-[ag-by + az-bz)- bk
s - 122 o]

t12-t22

YEKTOR DES AUTO FUMC B30

tl - t2 ergibt O I!

Rechenzeit etwa 1.40 Min !

Als Versuch wurde zuerst t1% berechnet und als t12 abgespeichert,
anschlieRend t2° und als t22 gespeichert.
Diese Berechnungen brauchen auch sehr lange.

Die Summe t12 - t22 wird sofort berechnet, die gesamte Rechenzeit nimmt aber nicht ab.
Folgerung von mir : grof3e Wurzeln moglichst vermeiden.

Fur den Flacheninhalt des Parallelogramms haben wir somit erhalten A= |a A b |
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Vektaoren — Analytische Geometrie Dr_Alfred Fisler

Beispiel :

Wir behandeln ein Beispiel im R®
Gesucht ist die Gleichung der Ebene e die durch die beiden Vektoren (2,-1,5) und (3,4,-2) aufgespannt wird und die

den Punkt P(2,-5,3) enthalt.

1 v Tew | Fav TE TEw W
A1 debralcaic ot hor [PromIo[clean Up vL{;JFllgebr*a Calc|other Pramio|Clean UF[ .
2 7 2 2
B -1+l -1 bl = Rl =] -5
3 5 | 3 _3 ]
3 3 12
md |32 4 ®orossPiwl, w2+ n 19
B = CrosspCul ,v2)>n N
VECTOR DE'G AUTO AT TED VECTOR DEG AUTO FUMC 4/%0

Die Vektoren wurden angelegt und der Normalvektor der Ebene berechnet.

I‘Fi T Fer Tr3vT e T TS T G T i
va Algebra|Calc|Other|Prgnld{Clean Up
I{'S P w5
3 3
-187
B opossPovl , w2l +n 19
i Normalvektor
® dotPxuz, vy = dotP(p, n)
“13 413yt 11z = "398  Glejchung der Ebene e

|'.'EIITI]R DEG AUTO FUNC E/%0

41
Gesucht ist die Gleichung der auf die Ebene normalen Geraden g; die durch den Punkt P;(30/- 7/- ?) verlauft.

Berechne den Schnittpunkt S, dieser Geraden mit der Ebene eund den Schnittpunkt S; mit der xy-Ebene.

03 X = py +tii

|v — ng;br*a C:‘?lvc Dtrﬁgr* F'r*ngD Elean Up viﬂ ngfé?:r*a I:Faglvc Df,FPI!.EHF'ngsmID l:le:-fnv LIpT_\
-18 w4+ 19 0+ 11-z= 98 [-41.-2] [-41.-2]
0 @ 3]
l['S?/E]-H:G ['5?/2 B spgelpl, h, Pl wdi 22 [D
- 412 - 417 -4]
3] 1 o - 39117
Bzpgelpl,n,pawl, w2+ s2 [EI l5pge[p3,n,[ } [D},[i:” [?6/11
- | of Lo o] J
M . ,[0;0;01,01;0;01,[0;1;01>+s3
YECTOR DEG AUTO FUMC 730 YECTOR DEG HIJTI] FUMC B0

Das sind die Schnittpunkte der Geraden mit der Ebene eund mit der xy- Ebene. Fir die Berechnung von S; mul3 eine
Parameterdarstellung der xy-Ebene gewul3t werden. Naturlich ist auch die Rechnung mit dem Ansatz z = 0 mdéglich ,
dies ist wohl handisch einfacher.

1 Fzw Fz=r Fyr FE Far
- E Alaebra|Calc|0bher|PramI0|Clean Up
[ -4]
o} 1 o - 39117
Bzpge|p3.n, | 0. (0], 1]]+ 53 TEs1l
o of Lo o} i
w=30-184 ] o .
muyr=pI bR y=12.1+ -57-2( Das ist die Gleichung der Geraden gs.
z=11-1 = 41.2]
wyz=p3+t*n
YECTOR DEG AUTO FUHC 8/Z0
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Vektaoren — Analytische Geometrie Dr_Alfred Fisler

Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks PP3S; !

|’F1 T Fev Trsv‘l’ruv]’ FE T FE* T
- E HAlgebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up

LT i = PR O P ] L B R A T

lz=11-t—41x2_

35854 ]

Kreuzprodukt als ersten Schritt zum Flacheninhalt

B crossPlp - P3P — 23) 4255

4453
22

WECTOR DEG ALTD FUNE 10730
—ru_Tﬁ_T_T—T—ﬁW
= f—|Alacbra|Calc|Other |PramI0|Clean Up
T =<

1

3854
11
4715 Der Absolutbetrag davon ist der Flacheninhalt
[g{=l ] T

4463
a2 Tz 205 - [2418

2 a4
L 5411104715221 044692211 322
NECTOR DES AUTO FUHC 11./30

Zeige, dal3 S, tatsachlich auf der Ebene liegt und Berechne das Volumen der Pyramide PP5S3S, wobei S(3/-5/1) die
Spitze der Pyramide darstellt!

1 Fzr Fzwr Fyr FE Far
- E Alaehbra|Calc|0ther|PramI0|Clean Up
4469
i |77 | 205 [Z418
2 44 S, liegt tatsachlich auf der Ebene
= dotP(s2, n) = dotP{p, n) true
3 3
mf-5(+= -5
1 L1 || Der Punkt S wird abgespeichert.
[35;-5311+s
YECTOR DEG AUTO FUMC 12/20

1 Fzr Fzr Fir F& Far
|v E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Upl
| LT J1
B 16 -dobPis - p, crossPipE — P, 53 — P
_ogs| Das Volumen ausrechnen.
22
o | -2ms a5
22 22
Absolutbetrag davon
22 3
abs¢-205-222
YECTOR DES AUTO FUMC 16/20

Unter welchem Winkel schneidet die Gerade durch die Punkte S und S; die Ebene ?

rfim]’ Fev TrsvT ruvT FE T FE* T ]
= f—|Alacbra|Calc|Other |PramI0|Clean Up
T == 1T

Bcals - s3,0)

90

T cos(a) - Formel, oder Funktion verwenden
[E“*[w]'“ N n]

£
s
Bcals-=s3,0n) 149,43 ) .
= 149, 43394391103 — 90 59.434] Den Wert des Winkels berechnen lassen und 90° dazugeben ergibt den
5 43394”3_9” FUHL 18,50 Winkel von 129’8'
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Vektaoren — Analytische Geometrie

Dr_Alfred Fisler

Einige Bemerkungen und Beispiele iiber die Anwendung von CAS Rechnern in

der 7. Klasse

In der 7. Klasse liegt der Schwerpunkt auf der nichtlinearen analytischen Geometrie, also auf der Behandlung von
Kreis, Kugel und den Kegelschnittlinien, wobei letztere im Gymnasium nicht vorgesehen sind.
Die Sachverhalte werden hier nur exemplarisch behandelt, sodaf3 noch sehr viel Freiraum fir individuelle

Schwerpunktsetzungen bleibt.

Ein hilfreiches Programm

Das folgende Programm spkg berechnet die Schnittpunkte eines Kreises mit einer Geraden. Dabei sind folgende

Parameter einzugeben:

Mittelpunkt des Kreises als Spaltenvektor

Radius des Kreises
Einstiegspunkt der Geraden
Richtungsvektor der Geraden

Programmcode

spkg(m,r,p,a)
Prgm

CIrlO

Local glg,l,s1,s2

dotP(p+t*a-m,p+t*a-m)-r ~ 2->glg
zeros(glg,1)->1

Erlauterungen

Der 10-Schirm wird geldscht

Die Gerade wird in die Kreisgleichung eingesetzt und als
glg abgespeichert.

Die Losungen dieser Glg bestimmen und in der Menge |
abspeichern.

p+I[1]*a->s1:p+I[2]*a->s2
Disp "Schnittpunkte ",s1,s2 Die Schnittpunkte werden berechnet und angezeigt.
Pause

EndPrgm

Bem :

Das vorliegende Programm verlangt in keiner Zeile einen zweidimensionalen Vektor. Es laf3t sich auch dazu
verwenden, um die DurchstoRpunkte einer Kugel mit einer Geraden zu berechnen.

Allerdings kann das Programm nicht erkennen, ob Schnittpunkte vorhanden sind oder nicht. Es bleibt dem
Schuler vorbehalten, die Ergebnisse entsprechend zu interpretieren und Rickschliisse auf die tatsachlichen
geometrischen Sachverhalte zu ziehen.
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Beispiel :

Gesucht ist die Gleichung jenes Kreises, der durch die Punkte P(7/2) und Q(3/4) geht und der den Radius r=5.02 hat.

|‘F1 T Fer Trzv]’ruv]’ FE T FE* T]
- E Alacbra|Calc|0ther|PramI0|Clean Up

Wir geben zuerst alle bekannten Variablen ein.

'[2]e 2]
z z
3] H

4 4
n5- 34 5-JZ
M DEG AUTO FUMEC /30
vi:{'—?‘m:;fé'éra Catelother Fram1olc1ean ue |
'% *h [2] Es wird die Streckensymmetrale in Normalvektorform ermittelt und als s
= dotPOp - o, w0 = dotPip — o, k) abgespeichert.

4w —2-y=14

mzolueld - x—2-u=14,u4) u=2-x-7
lx|'=|=2-><—?->m [x B : ; ;

y 2-x-7J Da der Mittelpunkt auf s liegt, kann er mit unbestimmt angesetzt werden.
YECTOR DES AUTO FUMEC 7420

Der Abstand von M zu P ist der Radius r, diese Gleichung wird geldst
und wir erhalten zwei Ergebnisse fur die x-Koordinate des Mittelpunktes.

hGrttE = My = & Tl - T =F2al=01¢
lsc\lue[ 5-[><2— 1EI-><+26]=5'E,><]
x=8 ar k=2

g
u =8

"l [ ] Beide Werte werden in m eingesetzt, die Mittelpunkte der Kreise lauten
an|x=2 [2 M.(8/9) und My(2/-3).

VECTOR DES AUTO FUMC 1130

Beispiel:

Berechne die Schnittpunkte des Kreises k((5/2,-1/2); 5.p2/2) mit der Geraden x=(5,2) + t.(1,3).
Zuerst geben wir die gegebenen Werte ein.

I‘Fi T FEv T Fr T T T FE T FE™ T ] I‘Fi T FEv T FEw T Fiv ]’ FE T FE™
- E Algebra|Calc|O0ther|Prgnld{Clean Up - E Algebra|Calc|Other|PramI0|Clean LIPT_\
w F
[-12]7" [-1-2]

G2 Ss2 5.2 5.[Z
'[-vz]”‘ [-1/2] N Z

5.[Z 5.2 i [5] 5 [5]
= i 2 z]7F z
'] H B

e 2 3 3]
[552]1+ spkaim.r.p.a>
VECTOR DEG AUTO FONC 3730 VECTOR DEG AUTD FOME 750

IR} Fowr T T
Sl Sl R e R ] (R Aot
Schhittpunkte ) . .
[3 ] Der Aufruf des Programms liefert uns dieses Ergebnis.
-4

H
2
VECTOR TEG AUTO FUME 24730 JFAll:E)
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Einige zusatzliche Beispiele

Die folgenden Aufgaben sollen als Anregung dazu dienen, wie der Rechner zeit- und arbeitssparend eingesetzt werden
kann.

Beispiel :
Gegeben sind der Kreis k((1/-2);5) und die Gerade g:4x+3y=31. Gesucht sind jene Tangenten an k, die zu g parallel
sind.
- f|Al gebra|cale jother Pramiofclean Up
B4-x+3-u=c 4-x+3-u=qg
Fir die Tagenten setzt man an t: 4x + 3y = c, wobei ¢ zu berechnen | zoluetd % +3-u=c,x) x =M

ist. Die Gerade t wird in k eingesetzt, und die erhaltene Gleichung

nach y gelost. (- 1024w+ 2)7 - 25| x=
25'92 +[
1

3 u-c)
3

2
o o] C C
II/E_T].H.FE_?_EB

o . ] W1 D2 (2205 | =" (I ¥y—c D 4
Fir das Lésen verwenden wir die Funktion Zeros, weil dadurch MECTOR BE RUTD FUNC 330

leichter auf die Lésungen zugegriffen werden kann. Die Losungen werden in der Variablen | gespeichert

I‘Fi T Fev Trzv]’ F'ﬂr]’ FE T FE™ T]
va Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up

. . . .. . N 25-y° +[11;2_£].H+C‘_L_£_2E|
Da es sich bei t um eine Tangente handelt, missen beide Lésungen T3 ] 1e "2
i in. Si i i i S : 2
gIelF:h sein, $|e werden sqmlt gleichgesetzt, die entstandene s zems[ 25163 +[11/2 2 395]"5 +T_E~ _% S
Gleichung wird nach c gel6st. .
Man erhélt fur c die beiden Werte c=23 oder c=-27. {4-J ef-4-c ;5621 +3-c— 44 '[4'J T
wenlue(l[1]1=1[2],c) c =23 ar c = -2F

MECTOR DEG AUTO FUNC E/20

Die gleiche Technik kann verwendet werden, um Tangenten an einen
Kreis zu legen, die normal auf eine gegebene Gerade stehen.

Beispiel :

Gegeben ist der Kreis k((-2/3);010) und der Punkt P(2/5)
Gesucht sind die Tangenten von P an k.

I‘Fi T Fev ‘I’rsv‘l’ruv]’ FE T FE™ T]
- E HAlgebralCalc|0ther|PrgmId|Clean Up

Il > r JIT
l(x+2]2+('=|—3:|2—r*2+ k-
%+ d o+ -gou+3

Fir t setzen wir an t: y = kx + d. Setzt man P ein, so ergibt sich mzeros(kr, w) |yu=kw+S5-2-k+1
y = kx + 5 - 2k. {-[J-2-[3-k2—8-k—3]—2-[k2—k—1]] ,
Die Gerade wird in den Kreis eingesetzt und die Gleichung nach x mit K2+ 1 ’
Zeros gelost. zeros{kr, x) ly=k¥x+5-—2%k+]1]|

NECTOR DEG AUTO FUHC /30

i H1£§EralF23f; therpromialc1enn ue| |
{ [] zlz k-5 k-3l-2(K2-k- 1]] "

K241

Die beiden Ergebnisse werden gleichgesetzt (weil Tangente) und die

leich h K geld ®=olus(1[1]= 1021, k) k=3 or k=-1-3

Gleichung nach k gelost. Ry kx4 S-2 k| k=3 e |

s

. .. . . . . =k- S-2-k|k=-1s3 =173 - =

Die Losungen werden in die Geradengleichung eingesetzt und man =4 H | i = TR
erhélt diese Tangentengleichungen. . T T
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Beispiel :

Ermittle die Schnittpunkte der Ellipse 3.x* + 4.y? = 108 mit der Geraden 3.x + 2.y = 18.

|f1 ]’ Fev Tr;v]’ruv]’ FE ]’ 5 T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

Die Ellipse und die Gerade werden im Rechner angelegt. s3xZ+dgf=tmmrell IoxZ+d-yd=108
B w+2-y=18+9g I'x+2'y=18
B =oluelg, x) ><=M

AnschlieRend wird g in die Ellipse eingesetzt und die Gleichung

“2 -9
nach y gelost. 3

msolvelell, )| ==

y=9-2 or y=10

solvetell . udlx="2%{u—22/3
YECTOR

DEG AlTO FUMC 4430
1 Fer Fzr Fuir FE Far
|v E Algebra|Calc|Other|PramI0|Clean Llpm
_2 h o 9
mzoluela, x) x=%
" N ST 54l
Aus den erhaltenen Werten fiir y lassen sich die x-Werte der |*=olvet=ll, | = I
Schnittpunkte leicht berechnen. Die Koordinaten der Schnittpunkte . o e =§
. [ ] 5 =49 =
lauten somit (3 / 9/2) und (6/0). solvela. 0|y *
®zoluelg, x)|u=0 2=
solvelyg.x>lvy=0
YECTOR DEG AUTO FUMC 630

Beispiel :

Der Punkt P(13/y>0) liegt auf der Hyperbel 16.x* - 9.y* = 2304. Man bestimme
a) Die Lange der Leitstrahlen vom Punkt P
b) Die GroRRe des Winkels, den die beiden Leitstrahlen miteinander einschlie3en.

|f1 ]’ Fev Tr;v]’ruv]’ FE ]’ 5 T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

Hyperbel anlegen w16 - 9yf = 2304 5 hup
16-%% - 9.4% = 2304

Die y-Koordinate von P wird berechnet und der Punkt P anlegen.  [®solvethar. | = 13
o =203 ar 9= - 2043

[13 T [13
[ ] *p
203 203
[13;28/31
VECTOR DEG AlTO FUMC /30
1 Fer Fzr Fuir FE Far
|v E Algebra|Calc|Other|PramI0|Clean Llpl
22 S 12
. Zzod
Die Parameter der Hyperbel anlegen, "= +b 16
n[aZ+pZsy 20
. . ] [F] + 1 [2':'-
und die Brennpunkte eingeben. 2] o
Cf;01+f1
YECTOR DEG AUTO FUMC 730
1 o, i1 B FE ER
|v E Figedeea | s ic [ |Pram IO b E.E;eT_\
g e
lo] o |
-f -2
] E%
[o'] o]
= hokmip — 17 293
= hakmip — 21

Jetzt kann die Lange der Leitstrahlen berechnet werden. e = Py

. ) . catp—fl . p—f2>
Winkel zwischen den Leitstrahlen. YECTOR A T EUNG 2711
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Dr_Alfred Fisler

Beispiel :

Die Gerade durch die Punkte A(-10/42) und B(5/-3) schneidet die Parabel y* = 18x.
a) In welchem Verhéltnis wird die Strecke AB durch den zwischen A und B liegenden Schnittpunkt geteilt?
b)..Wie lautet die Gleichung der durch den Brennpunkt der Parabel gehenden, zu AB normalen Sehne?

|’F1 ]’ Fer Trsv]’ruv]’ FE ]’ FE™ T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

.['IEI]_}E ['IEI]
42 42

] =]
] +h

%3] 4]
luz=18-x+par* '=|2=18-><
R El
9
WECTOR DEG AUTO FUNE 4750
|’F1 T Fev TrsvT Fuw T FE T FE* T ]
- E HAlgebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up
LR o

=

il - a) 3

VL a+n [_15]

B ot P, xy) = dotPin, a)
45-x - 15-9= -180
Begluel -45-x - 159y = -180, x)
_ Thu-13)
===

solvue{ " 45¥x—10%y="180,x>

NECTOR DEG AUTO FUHC 7430

|’F1 T Fev Trzv]’ruv]’ FE T FE T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0jClean Up

g - 12
msolvelpar, ) = = %

gy=6 or g= -12

= (9312)|'=|=E- W=7z

‘le] K
=) =1

[2;6]+s

YECTOR DES AUTO FUMC 10/30

|’F1 T Fev Trzv]’ruv]’ FE T FE T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0jClean Up

o hormis = &)
narmlkh - =3

{{]- &

8 dotPia — b, xd) =dotPla - b, p)

4

45-u-15-x=-133
dotpfa—h,xy)=dotpla—h,pd
VECTOR DES AUTO FUMC 1%/20

Zuerst werden die Daten eingegeben.

Die Gerade wird in Normalvektorform dargestellt.

Die Schnittpunkte mit der Parabel werden bestimmt, indem man die
Gerade in die Parabel einsetzt.

Das sind die y-Koordinaten der Schnittpunkte.

Das ist der Punkt zwischen A und B.

Das gesuchte Verhaltnis lautet 4:1. Der Rechner liefert uns bei diesen
Einstellungen automatisch das rationale Ergebnis.

Brennpunkt der Parabel.

Gleichung der Sehne, die auf AB normal steht.

Kirzt man die obige Gleichung durch 15, so erhélt man als Geradengleichung : -x + 3y = -9/2.
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AbschlieBende Bemerkungen

Die gezeigten Beispiele stellen Grundaufgaben der Oberstufe dar. Es sollte gezeigt werden, wie und wo ein CAS System
bei solchen Aufgaben sinnvoll eingesetzt werden kann.

Weiterfuhrende Aufgaben kénnen aus der Literaturliste entnommen werden. Die dort gezeigten Beispiele sind vielfach
komplexer und verwenden spezielle Eigenschaften des Rechners. Trotzdem oder gerade deshalb stellen sie eine wertvolle
Bereicherung der traditionellen Aufgabenpalette dar.

Speziell in der Vektorrechnung kann die Verwendung des Parametermodes sehr hilfreich sein. Dabei ergeben sich neue
Aspekte der Veranschaulichung, vor allem beim parallelen Zeichnen von Graphen.

Literatur

Aspetsberger K., Schléglhofer F.: Der TI-92 im Mathematikunterricht, Verlag Tl
Himmelbauer T.: Programmpaket zur Vektorrechnung, Verlag Tl

Kutzler B.: Der Symbolrechner TI-92, Addison Wesley

Prépper W. : Einfiihrung in das Arbeiten mit dem TI-92, Verlag Tl

Schmid G.: Mathematik erleben mit dem TI-92, Verlag Tl

Zusatz- (Beihefte) zu den Lehrbiichern der AHS
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