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Gruppe 3.

Erarbetung eines Kommentars zum
Ober stufenlehrplan
fur einen CAS-unterstlutzten Unterricht

Vorwort

Dieser Bericht soll einen Ausblick auf die Grundintentionen der Arbeit der Projektgruppe 3 geben.
Diein bisherigen Projekten beobachteten V eranderungen bel den Lernzielen und -inhalten zeigen,
dass der Lehrplan in seinen grundsétzlichen Ziel setzungen nicht verandert werden muss. Notig
ist aber eine Interpretation, um den Lehrern die Moglichkeiten und Grenzen bei Erfiillung des
Lehrplans in einem computerunterstiitzten Unterricht aufzuzeigen. Ein erstes Bemuihen, einen
derartigen Kommentar zu erstellen, war der zentraler Inhalt der Arbeit in der Projektgruppe.

Solch eine Arbeit kann natiirlich nur der Beginn einer systematischeren Arbeit zum Lehrplan sain.
Dennoch wurde versucht, quasi exemplarisch an einigen grof3eren Themenstrangen den Einfluf3
von CAS im Unterricht sichtbar zu machen.

Ich danke dlen Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern - insbesondere den K olleginnen Dr.Hildegard
Urban-Woldron, Mag.HelgaHdller, Dr.Otto Wurnig und Dr.Alfred Eidler - fur die konstruktive
Zusammenarbeit, das angenehme Arbeitsklimaund v.a. fur die geleisteten Beitrdge und hoffe,
dass diese Arbeit auch andere Kolleginnen und Kollegen zum Einsatz neuer Technologien im
Mathematikunterricht ermuntert.

Josef Lechner
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5 Kommentare zu ausgewahlten Kapiteln des Oberstufenlehrplans

Die Kommentare sind so umfangreich, dass sie nicht allein den schriftlichen Endbericht
aufgenommen werden konnen. Die kompletten Kommentare befinden sich auf der Projekt-CD
bzw. kdnnen Uber das Internet (www.acdca.ac.at) abgerufen werden.

Literatur ...




1 Motivation und Organisation
Motiv fur die Auswahl des Arbeitsgebietes

Esgibt kaum Lernziele, Lerninhate oder Lernformen, die von einem CAS-unterstiitzten Unterricht
nicht betroffen sind. So kdnnte man - verkirzt - ein wichtigstes Ergebnis unserer seit acht Jahren
laufenden Untersuchung des computerunterstiitzten Unterrichts angeben. Dennoch ist es nicht
so, dass diese Veranderungen deswegen schon spektaktuldr oder gar revolutiondr wéren. Die
Veranderungen liegen vielmehr in den vielen kleinen Details und kdnnen am ehesten mit dem
Attribut ,evolutiondr” charakterisiert werden.

Eine der Hauptmotivationen war es- nach den bel den vorangegangenen Projekten zum CAS-Einsatz
im Mathematikunterricht - zu einer Gesamtschau hinsichtlich der Oberstufe zu kommen. Diein
bi sherigen Projekten beobachteten V erénderungen bel den Lernzielen und -inhalten zeigen, dass
der Lehrplan in seinen grundsétzlichen Ziel setzungen nicht unbedingt veréndert werden muss.
Notigist aber eine Interpretation, um die M 6glichkeiten und Grenzen bei Erflillung des Lehrplans
in einem computerunterstitzten Unterricht aufzuzeigen.

Darliber hinaus sehen wir aber auch die Chance, darauf hinzuweisen, dass esin einem CAS-
unterstiitzen Unterricht eher mdglich ist, allgemeine mathematische Lernziele wie , Darstellen
und Interpretieren’, , Begriinden und Argumentieren’, , Experimentieren und heuristisches Arbeiten’
zu realisieren. Gleichzeitig andert sich der Stellenwert formal-operativen Arbeitens.

Ein Technologie-unterstiitzter Mathematikunterricht ( unterstiitzt durch Computeral gebra-Systeme
bzw. allgemeiner: mathematische Arbeitsumbegungen ) kann sicher nicht unabhéangig von der
Frage nach dem Grundwissen, den Grundvorstellungen und den Grundtétigkeiten gesehen werden,
dieim Mathematikunterricht vermittelt bzw. entwickelt werden sollen. Viele der im Kommentar
angesprochenen Themen sind daher nicht nur computerspezifisch, sie betreffen auch notwendige
Veranderungen des Mathematikunterrichtes vor dem Hintergrund der Frage nach dem Beitrag
des Faches zu einem algemeinbildenden Unterricht.

Arbeitsbereiche

Die Arbeitim Projekt bestand darin, fir ausgewahlte Kapitel des aktuellen Oberstufenlehrplans
Kommentare zu verfassen, wel che zusammenschauend die verschiedenen M oglichkelten beschreiben,
die ein Computeralgebra-unterstitzter Unterricht bietet. Damit solltev.a. eine themenbezogene
Orientierungshilfe geschaffen werden, die bei der Unterrichtsplanung von Nutzen ist.

Das Projektteam sollte und konnte dabel auf entsprechende Unterrichtserfahrung zuriickgreifen.
Die konkrete Arbeit bestand in der Sichtung und Darstellung eigener und fremder Erfahrungen,
in Diskussion und Literaturstudium sowie v.a. in der Erprobung entsprechende Vorschlége im
Unterricht.



Ubersicht

Kommentare zur Bildungs- und Lehraufgabe:
Grundlegende Intentionen des Lehrplankommentars . .................... Josef Lechner
Grundwissen, Grundvorstellungen, Grundtétigkeiten .................... Josef Lechner

Kommentare zu den didaktischen Grundsétzen

(Qualitétssicherung und CAS-unterstiitzter Mathematikunterricht . . .. .. Gerhard Hainscho,
siehe Inhalte der Projektgruppe 2)
(NeueLernkultur mit CAS . .. ... Walter Klinger,
siehe Inhalte der Projektgruppe 5)
Technologien fur den Mathematikunterricht - ein aktueller Streifzug . ..... ... Josef Lechner
(Der Einflussvon CAS auf die Prifungssituation ..................... Helmut Heugl,

siehe Inhalte der Projektgruppe 4)

Ubersicht Lehrinhalteder Oberstufe .................ccoieeeeoiinn... Josef Lechner
Lehrinhdte (5.-8 Klasse) nach Wissen/K enntnissen, Begriffen/Vorstellungen, Fertigkeatern/Fahigkeiten
mit Literaturhinweisen und Links fir CAS-unterstiitzten Unterricht (von Projektgruppe 1)

Kommentare zu ausgewahlten Themen der Oberstufe

Rechnen mit Vektoren, analytische Geometrie .................... Alfred Eisler
TrgONOMELITE . ..o e Helga Hdller
Differentidlrechnung . ........... i Josef Lechner
IntegralreCchnung . ... ... i Josef Lechner
Untersuchung vernetzter Systeme ................... Hildegard Urban-Woldron
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik . ....................... Otto Wurnig

Geklammerte Beitrage sind nicht Inhalt des Kommentars, dader Themenbereich innerhalb einer
eigenen Projektgruppe behandelt wurde. Die zusammengefassten Ergebnisse der betreffenden
Gruppe sollten aber bei den didaktischen Grundsétzen berticksichtigt werden.

Materialien

Neben diesem Endbericht besteht das Ergebnis der Projektarbeit in einer schriftlichen Version
und einer (auch kunftig erwelterbaren) el ektronschen Version des Kommentars, der zur besseren
Navigation (und auch fur spétere Erganzungen) als interaktives Mindmap vorliegt.



Projektteam: Dr.Alfred Eisler, Mag.HelgaHdller, Mag. Josef Lechner (Leitung), Mag. Peter
Nussbaumer, Dr.Hildegard Urban-Woldron, Dr.Otto Wurnig

Mitarbeit: Dr.Helmut Heugl, Mag.Walter Klinger, Mag.Gerhard Hainscho.

Arbeitsweise: Die Arbeit im Projekt bestand darin, fur ausgewahlte Kapitel des aktuellen
Oberstufenl ehrplans Kommentare zu verfassen, welche zusammenschauend die
verschiedenen Mdglichkeiten beschreiben, die ein Computeral gebra-unterstiitzter
Unterricht bietet. Damit sollte v.a eine themenbezogene Orientierungshilfe geschaffen
werden, die bei der Unterrichtsplanung von Nutzen ist.

Das Projektteam sollte und konnte dabei auf entsprechende Unterrichtserfahrung
zurtickgreifen. Die konkrete Arbeit bestand in der Sichtung und Darstellung eigener
und fremder Erfahrungen, in Diskussion und Literaturstudium sowiev.a. in der
Erprobung entsprechende V orschlége im Unterricht.

Arbeitstreffen: Treffen St.Polten 2./3.6.1999
Treffen Ossiach 1.- 4.9.1999
Treffen Hollabrunn  1.- 4.3.2000
Treffen St.Polten 26./27.5.2000
Treffen Ossiach 30.8.-2.9. 2000
Treffen St.Polten 10./11.11.2000



2 Grundlegende I ntentionen des L ehr plankommentars

Der Computer zwingt uns zum Nachdenken tber Dinge,
Uber die wir auch ohne Computer héatten nachdenken miissen
H.ScHupPP, 1994

Herausforderungen an den MU

Die Umgebung, in der Mathematik unterrichtet wird, hat sich in den vergangenen zehn Jahren
gewaltig verandert. Ausgeldst wurde dieser ,Klimawandel® durch Veranderungen in den
Rahmenbedingungen unter denen der Unterricht stattfindet. Zum einen geschah und geschieht
diesdurch die Entwicklung von Hard- und Softwaresystemen, die immer stérker in den Unterricht
eindringen und Telleder Schulmathematik bzw. die Art und Weise, wie Schulmathematik unterricht
wird, in Frage stellen (Technol ogiefrage). Weiterswurde - keineswegs zuféllig und unabhéngig
von der Technol ogiediskussion - ausgel 6st durch H.W.HEYMANNSV erdffentlichung ,, Sind sieben
Jahre genug? eine Diskussion zur Frage Allgemeinbildung und Mathematikunterricht
(Allgemeinbildungsfrage). Die Resonanz auf HEYMANN - diein enigen deutschen Bunded dndern
bereitsihren Niederschlag in Lehrpl&nen gefunden hat - wére nicht so grol3 gewesen, wenn dahinter
nicht eine wirklich dréngende Frage stiinde: Wasist - angesichts der Informationsflut, der unsere
Schiler ausgesetzt sind - das Grundwissen und was sind die Grundkompetenzen, die im
Mathematikunterricht vermittelt werden sollen? Und noch eine dritte Frage ist mittlerweile
hinzugekommen. Ausgel 6t durch Vergleichsstudien - wie TIMSS oder PISA - seht sich die Schule
immer mehr mit der Notwendigkeit konfrontiert, Wissen und Kompetenzen ihrer Abnehmer zu
Uberprifen. Neben der Konzentration auf i nteressante und motivierende Zugange riickt nun immer
stérker das Wissen und Endverhaten der Schiler am Ende des Lehr- und LernprozessesinsBlickfeld
(Qualitatsfrage).

Im Zusammenhang mit diesen veranderten Rahmenbedingungen taucht nun an verschiedenen
Stellen die Frage auf, ob der Lehrplan noch ,,auf der Hohe der Zeit“ ist oder ob nicht besser an
seine Stelle ein neuer treten sollte. Betrachten wir die Frage von den Inhalten aus.

Bewahrte Zielein neuem Licht

Das Neue am derzeit aktuellen Mathematiklehrplan von 1989 war, dass er im Unterschied zu friheren
Lehrplanen sehr austiihrlich formuliert ist. Begriindet wurde das damit, dass die Formen des Arbeitens
mit den einzelnen Inhaten durch entsprechende Tétigkeiten, die von den Schiilern ausgefiihrt werden
sollen, beschrieben werden. Diese Tétigkeiten legen gleichzeitig die Telllernziele bel den einzelnen
Stoffgebieten fest. Dieses V orgehen bedingt klarerwei se ausfihrlichere Formulierungen. Diese
ausfuhrlicheren und umfassenderen Formulierungen miissen al's sehr positiv betrachtet werden,
dader Lehrplan damit erst eine brauchbare Planungsgrundlage fir den Unterricht ist (was eben
vom neuen Unterstufenlehrplan nicht behauptet werden kann). Inhaltlich brachte der Lehrplan
eine Betonung der Anwendungsorientierung, was insbesondere auch durch die Hinzunahme von
Themen wie ,Darstellen und Analysieren von Daten und Beziehungsstrukturen® (5.Klasse),
» Bearbeiten von Themen aus den Berel chen Gel dwesen und Wirtschaft” (6.Klasse) und ,, Untersuchen
vernetzter Systeme® (7.Klasse, Realgymnasium) zum Ausdruck kommt.



21 Traditionélle Inhalte und neue Inhalte
2.1.1 NeueFormen des Arbeitens mit traditionellen I nhalten

CAS erlauben neue Formen des Arbeitens mit traditionellen Inhalten. Umformungen mit der Hand,
Ableitungen mit Bledift auf Papier, Nachdenken tiber Bewel se, Argumentationen und Begriindungen,
Ideen und heuristische Techniken sind keineswegs,, out” durch die Verwendung moderner Werkzeuge.

Ganz im Gegentelil: Die grundlegenden mathematischen Tétigkeiten erfahren eine Verstéarkung
durch den Einsatz derartiger Werkzeuge. Die Verstéarkung macht sich v.a. beim Arbeiten mit dem
mathemati schen Kakuil bemerkbar. Schiler kénnen Fehler in ihren el genen Berechnungen aufspiihren
und Umformungen durchfiihren, bel denen sie,, héndisch* vidleicht scheitern wiirden. V oraussetzung
dafur ist alerdings e ne entsprechende Handlings-K ompetenz und - wasin Diskussionen um den
Technologieeinsatz fast immer Ubersehen wird - eine entsprechende mathemati sche Kompetenz.
Nur wenn der Schiller von klaren Zielvorstellungen geleitet ist, wenn er Strategien angeben kann,
hilft das Werkzeug.

Das mathematische Arbeiten wird aber auch variationsreicher. Esist leichter méglich zu graphischen
oder geometrischen Darstellungen - kurz: zu Visualisierungen - zu kommen. Neue Technologien
bieten ein schier unerschopfliches Reservoir an Darstellungsformen und Darstellungsmoglichkeiten.
Sie erlauben aber immer stérker auch das Arbeiten mit den Darstellungen selbst bzw. direkt in
der ,, graphischen Ebene”. Wer nur an den Extrema einer Funktion interessiert ist, braucht dazu
nicht unbedingt schon den Kakdl der Differentidrechnung. Zu Extremakann man auch im Spurmodus
kommen, man kann in der graphischen Ebene die Extremstellen suchen lassen oder selbst in einem
Tabellenmodus suchen. Ahnlich bei Anderungen einer GrolRe: Steigungen kann man sich direkt
im Graphikmodus anzeigen lassen. Der Weg Uber den Kalkdl ist nicht in alen Féllen erforderlich.
Dieshirgt in sich die Chance, Grundvorstellungen zu mathematischen Begriffen besser entwickeln
zu kénnen. Es bringt aber auch die Notwendigkeit mit sich, derartige Darstellungen und Ergebnisse
interpretieren bzw. sinnvoll deuten zu missen .

Begrundungen oder Argumentationen kdnnen in manchen Fallen durch CAS-Darstellungen, durch
Rechnungen mit dem System unterstutzt werden. Wer mit dynamischer Geometrie-Software
Spezialfélle entdecken und darstellen kann, hat noch nichts bewiesen. Er ist aber am besten Weg
dazu. Konkrete Berechnungen konnen viel einfacher verallgemeinert werden, allgemeine Sétze
an konkreten Bei spielen Uberpruft werden. Und schliefdlich wird durch die Zurtickdrangung des
dleinigen Rechnensim Unterricht oft Uberhaupt erst dem Argumentieren und Begriinden im Unterricht
Platz eingeréaumt.

Experimentelles und heuristisches VVorgehen ist mit der Hand oft sehr mithsam - natdrlich nicht
unmoglich. Auch in der Physik gibt es Gedankenexperimente. Die grof3e Mehrzahl sind aber resle
Experimente. Man sieht nach, was unter bestimmten V ersuchsbedingungen ,, wirklich passiert”.
Ahnlich verhdt es mit dem mathemati schen Experimentieren. Erst wenn die Experimentierumgebung
Rickmeldungen liefert, kann Neues entdeckt werden, kdnnen , mathematische Phdnomene” durch
den Schiler aufgespurt oder Uberpruft werden. Es soll hier nicht einer , Trial und Error”- Methode
das Wort geredet werden, aber: experimentelle Zugange zu neuen Inhalten sind oft fur Schiler
viel leichter verstandlich als fertige Formeln und Rezepte (Stichwort: Elementarisierung).
Beispielsweise sind rekursiv formulierte Wachstumsprozesse der Natur der Sacheviel ndher als
fertige explizite Formeln (die sel bstverstandlich auch ihren Wert haben - nur sollten sie nicht am
Beginn stehen).



Eswird hier schon ersichtlich, was sich auch in den bisherigen Computeral gebra-Projekten gezeigt
hat: Nicht die Inhalte unterliegen einer Veranderung, vielmehr der Umgang mit ihnen. Die
mathematischen Objekte bleiben die selben, die grundlegenden Objekte der Algebra, der Analysis,
der Stochastik, der Geometrie haben quasi kein Alter (es kommen hochstens neue hinzu):
Mathematische K enntni sse und mathemati sches Wissen kann aber anders erworben, dargestel It
und genutzt werden.

2.1.2 Neuelnhaltedurch Schwerpunktsetzungen

Naturlich entwickeln sich auch Lehrplanewalter. Dies sollte aber evolutionar geschehen: Bewdhrtes
sollte behalten und Neues an passender Stelle integriert, Schwerpunkte neu gesetzt werden.

Eine Fiille von Anderungen, Ergénzungen werden in der Diskussion um CA S-Einsatz angefiihrt.
Hier ist es notwendig, ins Detail zu gehen. Die Aufsédtze zu den Einzelthemen bzw. die bel den
Inhalten angefUihrten Literaturzitate bzw. Verdffentlichungen im Internet liefern ein aktuelles Bild.

Hier nur einige Andeutungen:

Anaysis:

Parametervariationen bei Funktionen, grof3ere Variationsbreite an Darstel lungsformen (implizit,
explizit, Parameter- und Polardarstellung). Ausdehnung des Arbeitens mit Funktionen auf Kurven,
vergérkte Einbeziehung von Funktionen in zwel Unbekannten, Integration von vernetzten Systemen
in die Differential- und Integralrechnung, Behandlung von Optimierungsaufgben (unter
Ausklammerung des Differentialkalkiils) eventuell schon in friiheren Klassen. Vertiefungen bel
Wachstumsprozessen, Iterationsprozessen, Differenzen- und Differentia gleichungen. Numerische
Verfahren ( Naherungsverfahren bel der Nullstellensuche, beim Integrieren, bel vernetzten Systemen)

Algebra:
Graphische Darstellung von Gleichungen und Gleichunssystemen, von Umformungsschritten.
Matrizenrechnung.

Geometrie:

Einsatz von dynamischer Geometriesoftware zur besseren Entwicklung von Grundvorstellungen,
far Vermutungen, fur Begriindungen und Bewelse.

Unterstiitzung der analytischen Geometrie durch 2D- und auch 3D-Darstellungen.

Stochastik:

Darstellung von Daten, Zentralwerten, Lageparametern. Ausbau der beschreibenden Statistik.
Darstellung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen.



2.2 Vertieftes Verstandnis

Dieletzten zwanzig Jahre zeigen eine deutliche V erschiebung der Behandlung traditiond ler Inhate
im Mathematikunterricht. Die Veréanderungen zielen dabei v.a. auf ein besseres Versténdnis der
behandelten Inhalte und Methoden ab.

2.21 Instrumentelles Verstandnis

Mathematikunterricht bewirkt zumeist ein , instrumentelles Versténdnis*. Nach H.BURGER /
E.THONIES (1991, S.33) ,aulfert sich das Verstéandnis der Schiler fur den Begriff des
Differentialquotienten in jenen Handlungen, die sie im Unterricht (und auch bei Haustibungen
und Schularbeiten) durchfiihren. Das sind hauptséchlich das Differenzieren von Funktionen (auf
Grund von Regeln) und das Anwenden des Differenzierens zum Untersuchen von Funktionen,
wozu auch das LOsen von Extremwertsaufgaben zu zéhlenist. Der Differential quotient erscheint
also asInstrument, das man nach gewissen Regeln handhaben kann und das zur Bearbeitung eines
gewissen Typs von Aufgaben nitzlich ist.”

Ein anderes Beispidl: Kegelschnitte. Vor 1990 (vor dem aktuellen Lehrplan) war bei Kege schnitten
zu lesen: ,, Gleichung von Ellipse, Hyperbel und Parabel in Hauptlage" . Dieswurdein der Regel
sointerpretiert, dassdie Schiler mit vom Lehrer hergel eiteten Gleichungen arbeiten mussten. Im
Vordergrund stand dabel ein instrumentelles Ver standnis bzw. for mal-oper atives Arbeiten (Formal -
oper ative Kompetenzen). Leider ist diese Sichtweise nach wie vor nicht Uberwunden. Natirlich
ist formal-operatives Arbeiten wichtig, aber esist nur ein Sektor mathematischer Tétigkeit. Nattrlich
ist eswichtig, zu wissen, wie mit einem mathemati schen Objekt hantiert werden kann. Die erfolgreiche
Nutzung eines mathematischen Kalkuls setzt aber entsprechende tragféahige Grundvorstellung
seitens des M athematik-Treibenden voraus - sonst droht Mathematik alseine,, geistlose mentale
Turntibung® zu erscheinen.

2.2.2 ErwetertesVerstandnis

Nach H.BURGER (1991) kannsich dasVerstandnisfir einen Begriff bzw. fir einen Sachverhalt
u.a darin &uf3ern, dass man

- verschiedene Darstellungen geben kann (verbal, symbolisch, bildhaft),
- inner- und aufl¥ermathematische V orstellungen mit dem Begriff verbinden kann,

- Beziehungen (insbesondere auch theoretischer Art) zu anderen mathemati schen Begriffen
herstellen kann,

- formale Operationen durchfthren kann,

- Argumentationen durchfthren kann,

- den Begriff anwenden kann,

- Angaben Uber Sinn und Zweck des Begriffes machen kann.

Mit dem aktuellen Lehrplan wird auf ein derartiges vertieftes Ver stdndnis abgezielt. So heisst es
etwabeim Begriff des Differential quotienten: ,, Die Schiiler sollen den Begriff des Differentialquotien-
ten mit dem Begriff des Differenzenquotienten verbinden kénnen und mit beiden Begriffen
verschiedenartige V orstellungen verknipfen.” Weiterswerden folgende Tétigkeiten angestrebt:
, Definieren des Differential quotienten (der Anderungsrate an einer Stelle), wobei ein intuitiver
Grenzwertbegriff verwendet werden kann. Interpretieren in verschiedenen auf3ermathematischen
Situationen [...] und in geometrischen Anwendungen [ ...], Anwenden zum Definieren von Begriffen.
Bestimmen von Differentialquotienten auf Grund der Definition [...]“(aa0.).

In der nichtlinearen anal ytischen Geometrie (um an das zweite obige Beispid anzuschlief3en) heisst



es. ,, Exemplarisches Herleiten von Gle chungen von Kegel schnitten.” Im Vordergrund steht also
nicht mehr so sehr das Bentitzen eines fertigen Kalkils oder einer fertigen Formel, sondern das
Ubersetzen eines geometrischen Sachverhates (z.B. der K egel schnittsdefinition) in eine algebraische
Formel. Neben formal -operativem Arbeiten ist auch darstellend-interpretierendes Arbeiten bzw.
kritisch-argumentatives Arbeiten gefragt. Neben den formal-oper ativen Kompetenzen sollen auch
Kompetenzen im Dar stellen und Inter pretieren sowieim Argumentieren, Begrtinden und Beweisen
hinzukommen. Leider wurde diese veranderte Schwerpunktsetzung offenbar nicht wirklich
mitvollzogen (wie etwas die TIMS-Studie gezeigt hat).

2.2.3 Umfassendes Verstandnis

Nun stehen fir den Mathematikunterricht immer stérker neue Technologien (wie CAS, dynamische
Geometriesoftware, Tabellenkalkulationen, Statistiksoftware, Model | bildungssoftware u.a) zur
Verfugung. Dies bietet aber die Chance - durch die Relativierung der Dominanz des Formal-
Operativen - den anderen Formen mathematischen Arbeitens den daftir notwendigen Raum zu
geben. Aul3erdem gestatten Sie ein experimentell-heuristisches V orgehen, dasim bisherigen Unterricht
kaum madglich war. Zid sollte nun nach wie vor natlrlich ein vertieftes Versténdnis der behandelten
Inhalte und M ethoden sain. Eine ausgewogene Mischung grundlegender mathematischer Tétigkeiten
wie darstellend-interpretatives Arbeiten, formal-operatives Arbeiten, kritisch-argumentatives
Arbeiten und experimentel|-heuristisches Arbeiten kann eine Basisfur ein umfassendes Ver sténdnis
bilden. ,, Exemplarisches Herleiten von Kegel schnitten” kann nun bedeuten, dass der Schiler zur
Herleitung ein CAS heranzieht und an die Stelle eines,, Hand-Kalkulwissens® nunein,, Strategie-
Kakulwissen® tritt. Nicht mehr die Herleitung dlein ist daseinzig Wichtige. Umfassendes Versténdnis
heisst, Strategien angeben koénnen, wie man zur Ellipsengleichung kommt, verschiedene
Darstellungsformen von Ellipsen kennen (implizite Darstellung, funktionale Darstellung, eventuel |
Parameterdarstellung oder Polardarstellung) und interpretieren konnen, Argumentations- und
Begrundungsaufgaben mit Kegelschnitten 16sen kdnnen (etwa zum Reflexionsverhaten von
Kegelschnittlinien) oder Aufgaben heuristischer Natur (Konstruktionen mit dynamischer
Geometriesoftware) bearbeiten konnen.

Umfassendes Vergténdnis kann nicht ,, monochromatisch” entstehen. Erst durch das Zusammenwirken
und sténdige Auftreten der verschiedenen Grundtétigkeiten wird die Basisfur umfassendes Versténdnis

gelegt.



2.3 Entwicklung allgemeiner mathematischer Fahigkeiten

Eines der Hauptziele neben der Vermittlung der rein mathematischen Bildung ist Entwicklung
allgemeiner mathemati scher Fahigkeiten, die weit Uber die Mathematik hinaus Bedeutung haben
und damit auch den Beitrag der Mathematik zur Allgemeinbildung definieren. ,, Der Mathematikunter-
richt muss sich an der Bildungs- und Lehraufgabe des Lehrplans orientieren. Die Vermittlung
mathematischer Inhalte ist nur ein Teil dieser Bildungs- und Lehraufgabe. Das Arbeiten mit
mathemati schen Inhaten soll auch zur Entwicklung algemeiner mathemati scher Fahigkeiten fihren.”
(H.BURGER/E.THONIS, 1991, S.34)

Als allgemein mathematische Fahigkeiten werden angefihrt:

Argumentieren und exaktes Arbeiten.

Insbesondere: prazises Beschreiben von Sachverhalten, Eigenschaften und Begriffen
(Definieren); Arbeiten unter bewufl3ter Verwendung von Regel n; Begriinden (Beweisen);
Vollsténdigkeit einer Argumentation Uberblicken; Erkennen logischer Strukturen;
Rechtfertigen von Entscheidungen (etwa der Wahl eines Losungsweges oder einer
Darstellungsform).

Darstellen und Interpretieren.

Insbesondere: verbal es, formal es und graphisches Darstellen von Sachverhalten; Deuten
von formalen Begriffen durch Belegen mit Vorstellungen und Inhalten; Wechseln von
Darstellungsformen; Heraus esen von Eigenschaften und Beziehungen aus Darstellungen.

Produktives geistiges Arbeiten.

Insbesondere: Kombinieren von vertrauten Methoden; Analysieren von Problemen,
Begrindungen, Dargtellungen oder mathemati schen Objekten; Anwenden bekannter Verfahren
in tellwei se neuartigen inner- oder aul3ermathemati schen Situationen; Abstrahieren und
Konkretisieren, Verallgemeinern und Spezialisieren, Analogisieren und Kontrastieren.

Kritisches Denken.

Insbesondere: Uberpriifung von Vermutungen, von Ergebnissen; Erkennen von Mangeln
in Darstellungen oder Begriindungen; Erkennen der beschrankten Gultigkeit von Aussagen,
Feststellen von V oraussetzungen; Erkennen von Unzul&nglichkeiten mathemeatischer Moddlle.

Eine Analyse dieser und in anderen Mathematiklehrplanen angeftihrten algemeinen mathematischen
Fahigkeiten |&sst eine etwas andere Einteilung zweckméliger erscheinen. Mit produktiven Arbeiten
ist - wenn man sich die dabel angefihrten Tétigkeiten ndher ansieht - v.a. heuristisches Arbeiten
gemeint, Uberdies sollte produktives Arbeiten bei allen Aktivitéten das Ziel sein. Weiters | asst
sich kritisches Denken besser dem Bereich Argumentieren - Begriinden - Bewel sen zuordnen bzw.
man konnte auch von kritisch-argumentativen Arbeiten sprechen.



Die hier vorgeschlagene (und im Kapitel : Grundwissen, Grundvorstellungen, Grundtétigkeiten
genauer beschriebene) Einteilung geht daher von folgenden vier Qualitaten mathematischen Arbeaitens
aus:

Darstellend - interpretierendes Arbeiten

Dargtellend-interpretierendes Arbeiten umfasst alle Aktivitéten, die mit dem Ubersetzungs-
prozess von Situationen, Zustdnden und Prozessen aus der Alltagssprachein die Sorache
der Mathematik und auch wieder zuriick im weitesten Sinne zu tun haben.

Dieser Tétigkeitshereich umfasst aber auch alle Aktivitéten, die mit der Ubersetzung einer
Darstellung in eine andere innerhalb der Mathematik zu tun haben.

Formal - operatives Arbeiten

Formal-operatives Arbeiten umfasst alle kal kil méfdigen und algorithmischen Aktivitéten,
die im Mathematikunterricht vermittelt werden (sollen).

Dieser Tétigkeitsbereich umfasst ale Aktivitéten, die mit der Anwendung von Verfahren,
Rechenmethoden, Techniken u.s.f. zu tun haben.

Experimentell - heuristisches Arbeiten

Heuristisch-experimentelles Arbeiten umfasst alle Aktivitdten, die mit zielgerichtetem
Entdecken, mit Variation von Parametern und dem Aufstellen von Vermutungen zu tun
haben.

Auch das Ausfuhren von Smulationen, das Untersuchen von Grenz- und Spezialfallen
sowie das Ubergehen zu Verallgemeinerungen zdhlen zum heuristisch-experimentellen
Arbeiten

Kritisch - argumentatives Arbeiten

Kritisch-argumentatives Arbeiten umfasst ale Aktivitaten, die mit Argumentieren, mit
Begriinden und Beweisen zu tun haben.

Auch daskritische Uber priifen von Eigenschaften, von Vermutungen sowie das vV ornehmen
von Fallunterscheidungen zéhlen zum kritisch-argumentativen Arbeiten

Um derartige Fahigkeiten zu erwerben, missen diese Tétigkeiten im Unterricht, bel Haustibungen
und v.a. auch bei der Leistungsmessung und L e stungsbewertung standig auftreten. Wichtig dabei
ist die Sdbdttéatigkeit der Schiler. Selbsttétigkeit darf aber nicht heissen, dass den Schillern notwendige
Erklarungen, Informationen und M otivationen vorentha ten werden. Die Lernformen kdnnen nicht
unabhéngig von den zu bearbeitenden Inhalten bzw. von den mathemati schen Tétigkeiten gesehen
werden. Es gibt nicht die beste Lernform, die optimale Unterrichtsmethode: vielmehr kann nur
von einer adaquaten M ethode gesprochen werden. Ob Einzelarbeit, Gruppenarbeit, Lehrervortrag,
Schilerbeitrage, fragend-entwickelnder Unterricht, offener Unterricht, gelenktes Entdecken: ale
diese Formen kdnnen angemessen und gut sein. Naiv wéare es zu meinen, nur Gruppenarbeit oder
nur fragend-entwickelnder Unterricht sei angebracht.



2.4 Anwenden von Mathematik

In der Entwicklung des Mathematikunterrichts der letzten drei Jahrzehnte lassen sich gewisse
zeitabhangige Schwerpunkte erkennen. Waren die 70er Jahre gepragt von der Ausrichtung an der
Mengenlehre und den strengen Standards der Universitdtsmathemeatik, wobel stark auf eineformal
exakte Fassung von Begriffen wie Grenzwert, Stetigkeit, auf eine axiomati sche Grundlegung und
deduktive Zusammenhange geachtet wurde, so erfolgte in den 80er Jahren eine Riickbesinnung
auf anschauliches und anwendungsorientiertes V orgehen. Dieses anwendungsorientierte Vorgehen
zeigte sich vor alem darin, dass die mei sten mathemati schen Inhalte in den Lehrblichern vor dem
Hintergrund eines praktischen Kontextes erarbeitet werden, wobel eine sténdige Ausweitung der
Anwendungsfelder von der Physik hin zur Biologie, zu Fragen aus der Wirtschaft, zur Technik,
zum Sport, zu Fragen aus Alltag und Umwelt erfolgte. Mit den 90er Jahren wurden immer stérker
Computer und Einsatz von neuen Technologien zum wichtigen Thema. Dies brachte ein Fille
von Vorschlagen fir neue Zugange zu den traditionellen Inhalten, ein Fulle von Vorschldgen zu
Darstellungen und Visualisierungen und eine Fille neuer numerischer bzw. algebraischer
Moglichkeiten fir den Unterricht.

Diesfuhrteund fuhrt zu einer V erstérkung des anwendungsorientierten Ansatzes. Daflr dassCAS-
Einsatz und Anwendungsorientierte Mathematik in einem besonderen Naheverhéltnis stehen gibt
es eine Reihe von Argumenten:

. Neuorientierung des MUs

Eingeleitet durch die Neuorientierung des Mathematikunterrichts nach dem Scheitern der
»New Math" kam es zu einer Betonung von Vereinfachungen, zur Rickbesinnung auf
anschauliches und genetisches V orgehen. Das Herz jeder Anwendungsorientierten Mathematik
ist die Moddbildung. Moddbildungen kommen ohne V ereinfachungen, ohne Abstraktionen
nicht aus. Anderersaitsist der Rechnereinsatz ein wesentliches (wenn nicht zukUinftig sogar
daswesentliche) Hilfsmittel flr einen anwendungsbezogenen MU und mit seinen vidfatigen
und prompt verfugbaren Visualisierungen und Graphikmoglichkeiten fordert er - wenn
der Einsatz in sinnvoller Weise erfolgt - ein anschauliches und genetisches V orgehen.

. Veranderte Schillerpopulation

Dass die Schule Antworten auf nicht gestellte Fragen gébe, beklagte schon K.POPPER.
Desinteresse und Langeweile im Unterricht ist oft die Folge. Auf der anderen Seite gibt
es kaum einen Heranwachsenden, der sich dem Reiz mathemati scher und naturwi ssenschaftli-
cher Fragestellungen zunéchst zu entziehen vermag. Knuipfen diese Probleme zudem an
die Erfahrungen der Schuiler an oder haben sie absehbar etwamit deren Leben zu tun, so
Ist diese Motivation naturgemal? hoher.

. Angewandte Mathematik als priméres Einsatzgebiet der CAS

Besonders die Angewandte Mathematik bedient sich der Computeralgebraintensiv als
Rechenwerkzeug und auch als Forschungsinstrument. Techniker und Ingenieuresind die
bevorzugte Zielgruppe, fur die CAS entwickelt wurden und werden.

Resiimee:

Der aktuelle Lehrplan ist ein guter Rahmen, der Weiterentwicklung nicht behindert. Technologien
muissen im Dienste seiner Erfiillung stehen. Hier wird die These vertreten, dass Technol ogien einen
wichtigen Betrag zur Umsetzung der im Lehrplan beschriebenen Lernziele lei sten kdnnen, wenn
sie sinnvoll und Uberlegt eingesetzt werden.



3 Technologien fur den Mathematikunterricht

Die Entwicklung der Rechenhilfsmittel hat mit dem Erscheinen der ersten kommerziellen
Computeral gebra-Systeme (etwa ab 1988) und ihrer Ausgestaltung hin zu den gegenwartigen
modernen Systemen (wie MAPLE, MATHCAD, MATHEMATICA, DERIVE, T1-92/T1-92PLUS/TI1-89,
TI-INTERACTIVE!, MUPAD, MATHPLUY MATHVIEW/LIVEMATH u.sf) ene ungeshnte Bl Ute erreicht.
Maoglich wurde dies einerseits
- durch die Entwicklung der Hardware - insbesonders durch ihre Miniaturisierung auf Grund
der Fortschritte der Mikroelektronik (technologische Entwicklung) und andererseits
- durch den rasanten Ausbau der Algorithmik mit der parallel dazu erfol gten Entwicklung
von (leistungsféhigen) Programmiersprachen (mathematisch-algorithmische Entwicklung).
Computeralgebra-Systeme (CAS) stehen in einer langen Tradition von Rechenhilfsmittel und stellen
den bisherigen Hohepunkt einer Gber mehrere Jahrhunderte laufenden Entwicklung dar, die aber
in den letzten Jahrzehnten eine besonders stiirmi sche Entwicklung erreicht hat. Im typischen Fall
stellen universelle symbolische Systeme zusétzlich zu den tblichen numerischen Algorithmen
symbolische Algorithmen fur folgende Probleme zur Verfligung (BUCHBERGER 1997, S.804f):
@ Rechnen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Quotient, Rest, grofdter gemeinsamer Teller,
Division u.d) in folgenden Bereichen in verschiedenen Représentierungen:

. Ganze Zahlen (beliebiger Stellenzahl),

. rationale Zahlen (beliebiger Stellenzahl),

. Gleitkommazahlen beliebiger Stellenzahl (mit mitgerechneter Prézision),
. Intervallzahlen,

. endliche Korper (das sind Bereiche, in denen Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division definiert sind und die tblichen Rechengesetze erfillen),

. algebraische Zahlen (das sind Wurzeln bzw. Nullstellen von Polynomen mit ganzen
Koeffizienten, z.B. /2 oder dieimaginére Zah! i ,

. Polynome mit einer oder mehreren Variablen und K oeffizienten aus al den obigen Bereichen,

. rationale Funktionen (das sind Ausdriicke der Form p/q mit Polynomen p und g) mit
K oeffizienten aus al den obigen Bereichen,

. abgebrochene Potenzreihen und Potenzreihen mit berechenbarer K oeffizientenfunktion.

. Matrizen mit Elementen aus all den obigen Bereichen.

(b) Zerlegen und Rekonstruieren von Polynomen (mit mehreren Variablen):

. Faktorisieren (das heil3t Darstellen as Produkt von nicht mehr weiter faktorisierbaren
Polynomen),

. funktionelles Zerlegen (das heif3t Darstellen a s Hintereinanderausf iihrung von nicht mehr
weiter zerlegbaren Polynomen),

. Interpolieren (das heild Bestimmen eines Polynoms aus bekannten Werten an vorgeg. Stellen).

(© Rechnen mit Summen-, Produkt- und kombinatorischen Ausdrlicken (das sind Ausdriicke,
dieaul3er Variablen und K onstanten aus den obigen Zahl enberei chen den Summenguantor
%, den Produktquantor IT und Konstanten fir kombinatorische Funktionen wie z.B. die
Binomialkoeffizienten enthalten):

. Evaluieren,



. V ereinfachen nach verschiedenen Kriterien von Einfachheit,

. insbesondere Eliminieren des Summen- und Produktquantors (Summieren in geschlossener
Form).

(d) Rechnen mit transzendenten Ausdr licken (das sind Ausdriicke, die auf3er Variablen und
K onstanten aus den obigen Zahlenberei chen auch K onstante fiir transzendente Funktionen
der Analysis wie trigonometrische Funktionen, Logarithmus, Exponentialfunktion,
Zetafunktion, Integralsinus, Fehlerfunktion, Besselfunktion, Legendrefunktion,
hypergeometrische Funktionen, €lliptische Funktionen, Mathieufunktionen, verschiedene
statistische V erteilungsfunktionen usw. enthalten:

. Evaluieren mit beliebiger Genauigkeit,

. Substituieren von Ausdriicken fur Variable,

. Vereinfachen nach verschiedenen Kriterien der Einfachheit,

. Berechnen von Grenzwerten nach vorgegebenen Variablen an vorgegebenen Stellen,

. Differenzieren nach vorgegebenen Variablen,

. Berechnen der Stammfunktionen (unbestimmites Integrieren) nach vorgegebenen Variablen,
. Berechnen des bestimmten Integral s nach vorgegebenen V ariablen und mit symbolischen

Ausdriicken al's Grenzen,
. Tensorkalkl.
(e Lineare Algebra:

. Bestimmen aler Nullstellen bzw. Parameterdarstellung des L dsungsraums von linearen
Gleichungssystemen mit beliebig vielen Unbekannten,

. Bestimmen der Eigenwerte und Eigenraume von Matrizen,

. Bestimmen verschiedener Normalformen von Matrizen (Smith, Hermite, Jordan).

()] Ldsen von nichtlinearen Gleichungen und Gleichungssystemen:

. Bestimmen aller Nullstellen von polynomiaen Gleichungen mit einer Unbekannten,

. Bestimmen aler Nullstellen bzw. Parameterdarstel lung der Lésungsmannigfaltigkeit von

nichtlinearen, polynomialen Gleichungssystemen mit mehreren Unbekannten bzw.
Bestimmung der Dimension und Zerlegung der Ldsungsmannigfaltigkeit in irreduzible
Komponenten,

. Bestimmen der Lésungen von gewissen Klassen von Gle chungs- und Ungleichungssystemen,
die durch transzendente Ausdrticke beschrieben sind.

()  Differentialgleichungen:

. Ldsen von Differential gleichungen erster, zweiter (und hdherer) Ordnung mit und ohne
Randbedingungen durch Integrale transzendenter Funktionen,

. Losen von linearen Differentialgleichungen erster, zweiter (und héherer) Ordnung mit
Singularitdten durch Reihenansétze,

. Symmetrieanalyse fir gewisse Klassen partieller Differentialgleichungen.

Der mathematische Gehalt universeller CASist nur ein Faktor, wenn esum ihren Einsatz in der
Schule geht. Weltere Aspekte sind hier von Bedeutung: Wieweit ist CAS zu einer mathematischen
Arbeitsumgebung ausgebaut? Auf welchen Plattformenist esverfigbar, gibt eseine TR-Version
und eine dazu kompatible PC-Verson? Wie seht esmit der Schultauglichkelt aus? CASreprasentiert
dabei nur ene Softwareklasse in enem braiten Spektrum, dasfur die Schule entwickelt und angeboten
wird.



31 M athematische Softwarefir die Schule

Wir kennen heute die verschiedensten Klassen und Typen mathematischer Software. Im Folgenden
soll ein kurzer Uberblick tiber diese verschiedenen Systeme, diefiir den MU zur Verfligung stehen,
gegeben werden. In der Literatur finden sich die verschiedensten Klassifikationen fir
Unterrichtssoftware:

In neun Gruppen unterteilt van LUck Mathematik-orientierte Software: Ubungs- und Lernprogramme,
Simulationsprogramme und Experimentierumgebungen, themenbezogende Datenbesténde, intelligente
tutorielle Systeme, Werkzeuge zur Model lbildung und Simulation, Werkzeuge zum Schreiben,
Rechnen und Gestalten etc., themenbezogene Programmierumgebungen, universelle
Programmiersysteme, weiters themenbezogene Datenbanken, expl orative Arbeitsumgebungen,
Hypermedia-Arbeitsumgebungen (van LUck, 1993, S.61 ff).

G.KRAUTHAUSEN unterscheidet hingegen nur zwischen geschlossenen und offenen Systemen.
Geschl ossene Programme beziehen sich auf einen eingegrenzten Themenbereich und kénnen nur
in der vom Entwickler festgelegten Programmstruktur linear ( oder auch verzweigt mit fixen
Verzweigungspunkten ) , abgearbeitet* werden. Zu dieser Klasse zahlt er Ubungsprogramme,
Lernprogramme, intelligente tutorielle Systeme, Simulationsprogramme und Experimentier-
umgebungen. Zu den offenen Systemen zahlt er solche mit reinem Werkzeugcharakter:
Anwendungsprogramme wie Textverarbeitung, Datenbank, Tabellenkalkulation, weiters
Programmierumgebungen, Autorensysteme, universelle Programmiersysteme und Hypermedia-
Arbeitsumgebungen. (G.KRAUTHAUSEN, 1994, S.52 ff).

V.HoOLE gibt am Ende seiner Arbeit Uber Mathematik mit dem Computer in der Sekundarstufe |
(Hole, 1998, S.310ff) einen guten Uberblick tiber die verschiedenen Softwarekategorien, die fir
MU Uberhaupt in Frage kommen. Er trifft dabei folgende Klassifikation: Lernprogramme,
Wer kzeugprogramme, Programmiersysteme. Zu den Lernprogrammen z8hlt er dabei solche, die
zum Erlernen neuer und/oder zum Uben bereits eingefiinrter Begriffe, Zusammenhinge, Verfahren,
Fertigkeiten und Féhigkeiten dienen. Derartige Lernprogramme unterteilt er wieder in
Ubungsprogramme ( zum Uben bereits bekannter Inhalte), Tutorials ( zur Einfiinrung neuer Inhate),
Diagnoseprogramme ( zur Feststellung von Fehlern und Lernzeit ) und in multimediale Programme
( zum Entdecken ). Bei den Werkzeugprogrammen fihrt er Computeralgebra-Systeme (z.B.
Mathematica, Derive) , Dynamische Geometrie - Software (z.B. Cabri, Geolog), Graphikprogramme
(z.B.AutoCad, Cad 2D/3D), Tabellenka kulationen (Excel, Lotus), Statistikprogramme (z.B.SPSS),
Dynamische Formd sammlungen (z.B. Winfunktion Mathematik) und Modellbildungssysteme(z.B.
Modus, Stdlla) an. Bei den Programmier systemen klassifiziert er in universelle Programmiersprachen
(z.b. Pascal, C, Delphi), Autorensysteme und RAD-Systeme (Rapid Application Development
wiez.B. Toolbook, Authorware), Applikationsbezogene Programmierumgebungen (z.B. Visual
Basic for Application, VBA) und themenbezogene Programmiersysteme (z.B. Geolog)

In den letzten zehn Jahren konnetn aber zwel klare Trends beobachtet werden. Einerseits geht
die Akzeptanz ( und damit die Entwicklung ) von Software fir MU hin zu offenen Softwar esystemen
mit Werkzeugcharakter und andererseits werden die Einzelanwendungen immer stérker unter einer
gemeinsamen Oberflache integriert, sodassim Laufe der Zeit univer selle Wer kzeuge entstehen.

Eine Liste mit Bewertungen von Unterrichtssoftware (fir ale Facher) liegt in der SODIS-Datenbank
( http://www.sodis.de) vor. Anfang der Achtzigerjahre begann man sich systematisch mit neuen
Medien fir den Unterricht auseinander zu setzen und erste Kriterien fr deren Bewertung zu
entwickeln. 1988 wurde am Landesinstitut fr Schule und Weiterbildung in Soest der dreijahrige
Modellversuch SODIS mit dem Ziel begonnen, ein fir den Bund und alle Lander zugangliches
"Software Dokumentations- und Informationssystem” Uber neue Medien fur den Unterricht
aufzubauen. Es entstand die SODIS-Datenbank. Am Ende des M oddl I versuchs wurde beschl ossen,




die SODIS-Datenbank alseine Grundlagefur die Beratung von Lehrerinnen und Lehrern fortzuftinren.
Spéter schlossen sich auch Osterreich sowie auch die neuen deutschen Bundeslander an.

Zu den Systemen mit Werkzeugcharakter sind nun folgende zu zadhlen:;
3.1.1 Mathematische Softwar e auf Taschenrechner-Basis

Grafischer Taschenrechner (GTR)

GTR sind aus den programmierbaren Taschenrechnern (PTR) durch Hinzunahme eines
Funktionenplotters und statistischer Darstellungsmaglichkeiten entstanden. GTR haben ihre Stérken
in einer hohen numerischen Leistungsfahigkeit zusammen mit einer grof3en grafischen
Leistungsfahigkeit (die aber meist durch die geringe Aufldsung des Displays wieder zunichte gemacht
wird) bei relativ niedrigen Anschaffungskosten und hoher Verfugbarkeit. Der Nachteil liegt in
den nicht vorhandenen al gebrai sch-symbolischen Fahigkeiten, die die Vertreter der Klasse der
GTR as Anachronismen erscheinen lassen. Ein weiterer Nachtell liegt in den ergonomischen
Einschrankungen (Tastatur und Display).

Im Vergleich zu Computeralgebra-TR(CA-TR) sind sie in der Regel aber etwas einfacher zu
handhaben, was bel einer nur gelegentlichen Benutzung sicher alsVorteil betrachtet werden kann.
Von den Verfechten GTR werden in der Regel eine Reihe von Argumenten angefuhrt, die genauso
fur CA-TR geten: lhre unubertroffene Verfugbarkeit, ihre Moglichkeiten im Darstellen
mathematischer Sachverhate, ihre M dglichkeiten mathemati sches Experimentieren zu unterstiitzen.
Ein wesentlicher Unterschied zum CA-TR liegt aber darin, dass mit dem GTR Fertigkeiten aus
dem Bereich der elementaren Algbra nicht delegiert werden konnen. Dies kann von allen, die
befUrchten, dass es durch Computeralgebra-Einsatz zu einem Verlust an mathemtischen Fertigkeiten
kommt, als Positivum gesehen werden.

Einz.Z. sehr attraktiver Vertreter dieser Gruppeist der GTR T1-83 bzw. T1-83 Plus, der auch die
naturwissenschaftlichen Messmodule (die auch der T1-89 bzw TI-92 verwendet) nutzen kann.
Weiters steht mit dem CAS Tl-Interactive! eine ideale Erganzung am PC bereit.

Eingesetzt werden GTR v.a. in solchen Landern, in denen Werkzeuge mit symbolischen Fahigkeiten
nicht zugelassen sind oder daflir eigene Unterrichtsversuche beantragt werden miissen.

Eine gewisse Verbreitung haben GTR im amerikanischen Raum (vgl. WAITS 1992, LAUGHBAUM
2000) und in einigen deutschen Bundeslandern (KirRMSE 1998, S.354, PRUZINA 1993,
EBENHOH/STEINBERG 1999). Zum experimentellen Arbeiten mit GTR siehe BETTINAGLIO/
HARTMANN/SCHNEEBLI (1994).

Computeralgebraféahiger Taschenrechner (CA-TR)

CA-TR konnen durch ihre numerisch-al gorithmischen, ihre symbolisch-al gebraischen und ihre
graphisch-geometrischen Leistungsmerkmaleals,, Super-TR* (,, Power-TR") betrachtet werden.
Der ersten und wohl bekanntesten CA-TR wurden durch die Firma Texas Instruments 1996 auf
den Markt gebracht. Die Basis dafir stellten die - entgegen dem allgemeinen Trend in der
Softwarebranche - extrem besche denen Hardwareanspriiche von DERIVE dar. So wurde esmoglich,
eine "abgespeckte" Version ( die zum Teil aber auch eine Weiterentwicklung ist) von DERIVE
ineinen TR einzubauen. Der Quellcode dieses Algebrakernsist aber nicht mehr in Lisp geschrieben,
sondern er wurde in C++ neu entwickelt. Dieser erste "voll-Computeral gebra-taugliche” TR (der
von seinem AuReren her einem sog. "Gameboy" nachempfunden ist) ermoglicht erstmals auch
eine PC-freie Nutzung eines Computera gebra- Systemsim Unterricht. , Die Leistung eines Computers
- die Unabhangigkeit eines Taschenrechners®. Mit diesem Werbespruch zog die Herstellerfirma



auf den Markt. Natirrlich ist es eine Ubertreibung, von der Leistung eines Computers zu sprechen,
einen Durchbruch stellte die Entwicklung von CA-TR dennoch dar. Schon Anfang der 90-iger
Jahrewurde mit Derive auf sog. Palmtops experimentiert. Diese haben sich aber wegen der allzu
bescheidenen Leistungsfahigkeit nicht durchsetzen kénnen.

In den letzten vier Jahren hat der CA-TR den ,, Schulmarkt* erobert und er ist dabei, zu einem
Standardwerkzeug zu werden. In Osterreich haben v.a. die vom Autor mitgetragenen CA-Projekte
viel zur Verbreitung beigetragen. Kaum ein Mathematik-Schulbuch der Oberstufe (egal ob AHS
oder BHS), das nicht Anleitungen zum Einsatz von CA-TR bereitstellt, wenn nicht Gberhaupt
eigene Zusatzbande (z.B. MULLER/REICHEL 1997) herausgegeben wurden. Lehrerfortbildungen
an Padagogischen Instituten und Universitdten, Materialsammlungen im Internet (die wohl
umfangre chste stammt aus unserem Projekt: www.acdca.ac.at) sollen die Integration desCA-TR
erleichtern helfen.

Die oben angesprochene CA-TR-Linieder FirmaT1 besteht in einer Rethe von zueinander kompatiblen
Modellen: TI-92/ T1-92 (11) / TI1-92 mit nachgeristetem PlusModul / TI-92-Plus/ TI-89

Der TI -CA-TR der 92er-Linieist en querformatiger , GameBoy*-ahnlicher TR mit z.Z. 2MB-Flash-
ROM, von denen 702kB fur den Anwender zur Verfligung stehen. Beim CA-TR TI-89, der das
ubliche TR-Format hat, musste man aus Platzgriinden zu einer starkeren M ehrfachbel egung der
Tasten greifen. Von seiner mathemati schen Leistungsfahigkeit ist er zum TI1-92 voll kompatibel.
Fur den Einsatz im naturwissenschaftlichen Unterricht existieren eine Fille von Messmodulen.

. TI1-92: Ursprunliches Modell, wird z.Z. nicht mehr vertrieben
. T1-92 (11): Ursprindliches Modell mit Speichererweiterung
. T1-92 mit nachgertstetem PlusM odul (Flash-Speicher)

Dieaktuellen Modelle sind der TI-92-Plus und der T1-89. Beide verfiigen Uber einen sogenannten
Flash-Speicher, der das Laden neuerer Betriebssystemversionen und die Aufristung mit neuer
Softwaregpplikationen vom PC aus gestattet. Damit , verdtet” der TR nicht. Neue Versionen kdnnen
Uber das Internet geladen und der TR so auf dem neusten Stand gehalten werden. Gleichzeitig
enstehen - so bestechend dieses Konzept ist - unterschiedlichste TI-Varianten, was in der
Klassensituation zum Problem werden kann, wenn nicht auf eine einheitliche Aufrustung der
Schiilerrechner geachtet wird.

Die Programmierung erfol gt entweder in der Tl-spezifischen, Pasca-8hnlichen Programmiersprache
oder in Assembler. Der TI-Basic Interpreter ist bereits integriert, fur Assembler wird FARGO
bendtigt. Das hochaufldsende Grafik-Display hat eine Aufldsung von 240 x 128 Pixel und das
Herz des Tl - 92 ist ein mit 10 MHz getakteter M otorola 68000d. Zur Eingabe besitzt der T1-92
eine QERTY -Tastatur mit vielen verschiedenen Funktionstasten.

»Dieses Gerdt kann furchterregend vid - so vid, dass auch im Umgang mit mathemeti scher Software
erfahrene Lehrkréfte mit der Ausnutzung seiner M 6glichkeiten zunéchst tberfordert sind. Esist
so komplex, dass es - sollen die Schiler einige Vertrautheit im Umgang erreichen - sehr frih
(spétestens ab Klasse 9, besser ab Klasse 8) eingefiihrt werden muss.” (R.BAUMANN, 1995)

Internet; http://www.ti.com/calc/

Zur CA-TR-Reihevon Tl exidtiert seit kurzem auch ein kompatibles PC Programm: Tl-Interactive!
Esist ein Programm, das die Funktionalitét des T1-83 und teilweise auch die des TI-92/TI1-89
mit den Moglichkeiten des PCs verbinden soll. Es ist ein CAS mit einer ausgefeilten
Notebookfunktion. D.h. esist ein CAS das eine Textverarbeitung mit einer Tabellenkalkulation
und einem speziellen Mathematikbrowser integriert, mit dem esauch moglichist, Zahlenmaterial
aus Internetseiten leicht zu analysieren. Von den CAS-Befehlen her umfasst es bereits die vom
T1-92 gewohnten Kommandos (man braucht aso nicht umlernen!), Daten- und Bildschirm-




darstellungen kdnnen z.Z. leider nur vom T1-83 Ubernommen werden. weitersist esmaglich die
fur die TI-TR entwickelten Datenerfassungsgeréte (CBL / CBR) zu verwenden (fir eine ausfihrlichere
Darstellung vgl. Abschnitt 2.3).

Konkurrenzmodelle:
* HP 49G ( http://www.hp.com/cal culators/graphing/49g_info.html )
» Casio Algebra FX 2.0 ( http://education.casio.com/algebra.htm )

3.1.2 Funktionenplotter (FP)

Ahnlich wie GTR erscheinen auch FP (z.B.MathePrimus, Graphix, Plot11 ) mittlerweile as
Anachronismen. Die Einsatzmoglichkeiten verschiedener Funktionenplotter hat das Landesi nstitut
fir Schule und Weiterbildung (1990, S.63-71) in Soest ndher untersucht. Die Unterstiitzung beim
entdeckenden Lernen und heuristische Zugange zur Mathematik, die Forderung des Modellbildungs-
aspekts und des Anwendungsaspektsim MU, die V eranschaulichung komplexer Zugange durch
Variation von Dargtellungsformen werden dort - etwas Uberschwenglich - ds Stérke der FP angegeben.
LEHMANN (1992) meinte gar, dass derartige Systeme bessere M dglichkeiten ds universelle Software
(wie DErIVE) fUr den Unterrichtseinsatz bieten kénnen, dasie speziell fir den Unterricht konzipiert
seien. Durch die Entwicklung von CA-TR - die ebenfalls universelle Systeme speziell fur den
Schuleinsatz darstellen - sind derartige Argumente aber vollig Uberholt. Wie GTR kénnen FP als
(kleine) Teilmenge universeller mathematischer Arbeitsumgebungen betrachtet werden.

3.1.3 Tabellenkalkulation (TK)

TK zahlen zur Standard-Anwender-Software, die fur PCs entwickelt wurde. Frihzeitig wurden
derartige Rechenbl dtter (spreadsheets) daher auch im MU eingesetzt. Man findet ab etwa Mitte
der achziger Jahre - zwar in geringem Umfang - immer wieder Unterrichtsvorschldge zur Einsatz
dieser Software (MENZEL 1988, WYNANDS 1991, WYNANDS 1992).

,» Der wahrscheinlich wichtigste Unterschied zwischen TK-orientierter Arbeitswei se und klassischer
»formel orientierter« Problemldsung ist die Art der Darstellung des Zusammenhanges zwischen
den auftretenden Groéf3en bzw. Variablen. ... Die Bedeutung der einzelnen numerischen Werte
wird durch ihre Position innerhalb der Tabelle festgelegt. .. Im Unterschied zur algebraischen
Schreibweise werden jedoch »Eingabegrofien« durch réaumliche V erweise auf die entsprechenden
Zellen angegeben.” (NEUWIRTH 1995, S.219)

Insgesamt ist zu bemerken, dass esfur den Einsatz von TK im MU wenig didaktische Literatur
gibt. ENEUWIRTH (1995) Seht den Einsatzbereich von TK in der ,, kleinen und mittleren numerischen
Mathematik. TK eignen sich auf Grund ihresiterativen Ansatzes speziell zur Untersuchung von
Néaherungsprozessen und zur Simulation von Wachstumsprozessen und beschrankt auch zur
Simulation dynamischer Systeme. TK werden somit zu geeigneten Werkzeugen fur die Behandlung
von Modellen in einem anwendungsorientierten Unterricht. (Vgl. dazu die Aufgabensammlung
zur TK von RATZINGER/HARING/JANSCHE, 1993). In Osterreich werden TK hauptsachlich im
Trégerfachunterricht - sofern er stattfindet - eingesetzt.

3.1.4 Dynamische Geometrie Software (DGYS)

Dietraditionellen Konstruktionswerkzeuge der (euklidischen) Schulgeometriesind Lineal, Zirkel,
Geodreieck und Winkelmesser. Mit ihrer Hilfe werden Figuren und Konstruktionen auf Papier
gezeichnet, die sich spater nur mehr mit Mihe (wenn tberhaupt) verandern lassen Unter der
Bezeichnung dynamische Geometriesoftware (DGS) gibt es inzwischen an die zwei Dutzend



DG-Systeme, Uber deren Leistungsschwerpunkte, aktuelle Ausstattung und Verfligbarkeit man
sich am besten direkt durch eine Recherche im Internet informiert. Als Startadresse sei hier die
umfangreiche Site von M.SCHWARZE zu allem, was mit DGS zusammenhangt, empfohlen
(http://www.|earn-line.nrw.de/ angebote/geometrie/ bzw. hitp://ww.learn-line.nrw.de/angebote/
monika/ihr_angebot/medio/) Wenngleich sich diese Programme sowohl in begrifflicher alsauch
in ergonomischer Hinsicht unterscheiden, ist ihnen allen gemeinsam, dasssie

- es gestatten, die mit den traditionellen Werkzeugen entwickleten Konstruktionen auf
dynamische Art und Weise zu verandern. Der K onstruktionszusammenhang bleibt dabe
gewahrt (,Zugmodus*). Weitersist es moglich,

- e ne Sequenz von K ongtrukti onsbefehlen zu einem neuen Befehl zusammenfassen zu kénnen
(,Makros*, Modularisierungsfahigkeit);

- auf Wunsch die Bahnbewegung von Punkten, die in Abhéngigkeit zu anderen Punkten
stehen, veranschaulichen zu kdnnen (, Spur”, Ortslinien).

Ausdem Zusammenspiel ihrer Eigenschaften (Zugmodus, Module, Ortdinien) erwachst der DGS
Ihre eigentliche geometrische Lei stungsf&higkeit. Geometrisches Arbeiten wird so verstérkt und
gleichzeitigreorganisiert. Verstarkung tritt in dem Sinne auf, dass es dadurch leichter, schneller
und genauer moglich wird, eine geometrische Figur herzustellen. Andererseitswird es Uber die
Herstellung einer Figur hinaus mdglich, diese zu untersuchen, zu manipulieren, auf eventuelle
Invarianten zu achten usf. Immer wieder wird geradeim Zusammenhang mit DGS auf die heuristischen
M oglichkeiten hingewiesen (WETH 1997, SCHREIBER 2000), aber genauso auf die Moglichkeiten
beim Visualisieren von Beweisen (ELSCHENBROICH 1998). Ein weiteres Einsatzgebiet derartiger
Werkzeugeist die Erstellung von interaktiven (auch animierten) Arbeitsbl&tern. Diefertigen oder
hal bfertigen Figuren dienen dann den Schilern zur weiteren Erkundung bzw. Ergénzung. Immer
mehr dieser Programme erlauben auch den Export auf Web-Seiten. Zum ThemaDGS siehe auch
den Uberblicksartikel in IMD 3/4 96. Im folgenden sollen die wichtigsten DGS angefiihrt werden
(nach einer Zustammenstellung von HOLZL):

. Cabri Géométre
Eines der historisch ersten Systeme, unter der Leitung von Jean-Marie Laborde an der
Universitét Grenoble, IMAG, entwickelt; verflgt in der aktuellen Version Il Uber

fortgeschrittene Leistungsmerkmae. Der Vertrieb erfolgt durch die Firma Texas Instruments.
Cabri Géometre exitiert nicht nur als PC-Version, sondern ist auch Bestandteil des T1-92.

Programminformationen: http://www-cabri.imag.fr
http://www.ti.com/cal ¢/deutschland/cabri.htm

. EUKLID DynaGeo

Leicht erlern- und bedienbares Programm von beachtlichem Leistungsumfang. Die Menus
koénnen vom Nutzer angepasst werden (z.B. vom Lehrer an die Lerngruppe). Der Autor
Roland Mechling vertreibt das System als Shareware. Weitere Angaben findet man bei
Elschenbroich.

Programminformationen: http://www.mechling.de
http://home.t-online.de/home/d schenbroi chvhomepage htm

. Geometer's Sketchpad

Aus den U.S.A. stammendes Programm, derzeit von Nicholas Jackiw weiterentwickelt
und vertrieben durch Key Curriculum Press. Sketchpad bietet vielféaltige Prasentations-
funktionen und leistungsstarken HTML-Export. Vgl. die Website von CIGS (Corner for
Interactive Geometry Software). Das Programm ist auch als Applikation fur den TI-92



erhdtlich.
Programminformationen: http://www.keypress.com/product_info/sketchpad3.htm
http:/Aww.forum.swarthmore edu/sketchpad/sketchpad.html

. Cinderella

Von Jurgen Richter-Gebert und Ulrich Kortenkamp (komplett in Java) entwickeltes System;
es unterstiitzt nicht-euklidische Geometrien und bietet die Moglichkeit tutorieller
Aufgabenbehandlung. Der Vertrieb erfolgt durch den Springer-Verlag.

Programminformationen: http://www.cinderella.de

. Thales

DiesesDGS, dasan der Université Klagenfurt von G.Kadunz und H.K autschitsch entwickelt
wird, zeichnet sich durch ein besonders durchdachtes didakti sches Konzept aus. Eswird
seit einigen Jahren Uber den Kl ett-Verlag vertrieben, konnte sich aber leider gegen seine
Mitbewerber nicht durchsetzen.

Programminformationen:
http://www.learn-line.nrw.de/angebote/geometrie/medfoy/dynsoft.htm

3.1.5 Mathematische Textverarbeitungen mit Rechenfahigkeit (MT)

Das Zusammenfihren von Eigenschaften einer Textverarbeitung mit CASist unter dem Begriff
Notebook-Fahigkeit von CAS bekannt. Dies hat den Vorteil, dass Rechen- und Untersuchungsergeb-
nisse auch gleich entsprechend aufbereitet werden konnen. Bekannt ist diese Notebook-Fahi gkeit
in erster Linie von Mathematica und MathCad. Mittlerwelle gibt es kein ernstzunehmendes
universdles CAS ohne diesesMerkmal. Sogar die CA-TR besitzen einen Text-Editor, in den Befehle
eingebettet werden kdnnen. Die Art, wie die Notebook-Fahigkeit realisiert wird ist dabel durchaus
unterschiedlich: Herrscht in Mathematica und Derive eine eher modul artige Strukturierung (mit
der Moglichkeit des Ausblendensvon Texten) vor, so konnen etwain MathCad oder Tl Interactive!
dielnhateam Arbeitshlatt frei verschoben werden, wobel jeweils auch eine Neuberechnung erfolgt.

Esexistiert aber auch ein Beispid fur den umgekehrten Ansatz: eine Textverarbeitung mit einem
CASzuverstarken. In der Textverarbeitung Scientific WorkPlace wurde dieser Ansatz realisiert.
Scientific WorkPlace verfugt Uber die Mdglichkeiten einer herkdmmlichen Textverarbeitung,
zusétzlich baut das Programm aber auch auf TeX und Maple auf. Dadurchist esméglich, als Texte
z.B.inLaTeX (aber mit gewohnter Windows-Oberflache) zu erstellen und dartiberhinausinnerhalb
der Textverarbeitung die Vorteile eines CAS (Maple) zu nutzen. Dafir ein zielfihrendes und
tiefergehendes Arbeiten (d.h. beim Auftreten von Problemen) aber zumeist doch Kenntnisse aus
TeX/LaTeX bzw. Maple erforderlich sind, hat dieses Systern noch keine grof3e V erbreitung gefunden.

Programminformation: http://www.tcisoft.com

Zum Thema Multimediafahigkeit siehe Winkelmann (1998a, 1998b) und
http://www.uni-bi el ef el d.de/idm/f orschung/publikati on/occpaper/occl67/occl67.htm
http://www.uni-bi el ef el d.de/i dm/f orschung/publikati on/occpap.html

3.1.6 Mathematische Formelsammlungen mit Werkzeugchar akter (MF)

Wenn es darum geht, Formelsammlungen nicht nur a's passive Wissenspel cher einzusetzen, sondern
dieses Wissen gleichzeitig auf konkrete Félle anzuwenden bzw. interaktiv zu nutzen, bieten sich
Formel sammlungen mit Werkzeugcharakter an. Grundsétzlich sind nattirlich auch CASinteraktive



Formdsammlungen (Sehez.B. die Ermittlung von unbestimmten Integralen). Was aber nicht gegeben
Ist, ist die systemati sche Aufbereitung mathemati schen Wissens nach Teil gebieten oder Themen.

. MatheAss

Ein Shareware-Programm, das speziell auf die Inhalte der Schulmathematik ausgerichtet
ist. DiesesProgramm von B.Schultheissist elne umfangreiche Sammlung von Routinen
zu verschiedenen Bereichen der Schulmathematik, die von einem Menl aus angesprochen
werden kénnen. Das Programm eignet sich besonders zur Uberprifung von Lésungen und
Zur Zeitersparnis bel der Losung von Aufgaben mit umfangreichen Berechnungen.

Programminformation: http://home.t-online.de/lhome/matheass/

. WinFunktion Mathematik

ist ein Werkzeug, welches auf Uberd chtlicher Oberflache Berechnungen und Visudisierungen
in vielen Bereichen vornehmen kann. Diese el ektronische Formel sammlung enthélt auch
Biographien bertihmter Mathematiker/innen. Das Programm bietet fir fast alle Themen
der Oberstufenmathematik numerische Unterstiitzung und Veranschaulichungen. Die
wesentlichen Themen sind Analysis (Kurvendiskussion, Integration - teilweise auch
algebraisch -, Kurven, Folgen und Reihen, Interpolation, numerische Verfahren), Algebra
(Gleichungssysteme, Lineare Optimierung, V ektor- und Matrizenrechnung, Mengena gebra,
Aussagenlogik), Geometrie (Planimetrie, Stereometrie, Trigonometrie, Abbildungen,
Konstruktionen, Analytische Geometrie), Stochastik (Kombinatorik, Statistik und
Wahrscheinlichkeitsrechnung) und sogenannte Anwendungen (Kaender, Fraktae, Zinsen,
MalReinheiten, Diagramme).

Programminformation: http://www.bhv.net/bhv/index.html

. Mathe Online

Mathe Onlineist einev.a. flr das Internet erstellte interaktive Lernumgebung, dasin erster
Liniedie Lerninhalte der Oberstufe abdecken will. Der Lernende kann sich dabel einerseits
individuell durch ein System untereinander verknipfter Dokumente bewegen oder wird
andererseits entlang eines empfohlenen Pfades durch den Lerninhalt geftihrt.

Programminformationhttp://www.univie.ac.at/future.media/mo/

. Interactive Math Dictionary

Diese Sammlung gestattet es wie in einem Lexikon nach mathematischen Begriffen zu
suchen, diese sind zusdtzlich Uber Hyperlinks miteinander verbunden. Bei den entsprechenden
Formeln sind zahlreiche Visualisierungen und Parametervariationen moglich.

Programminformation: http:/Avww.springer.de/newmedia/math/interactm/im1.htm




3.1.7 Mathematische Spezialprogramme mit Werkzeugchar akter (SP)

M odéellbildungssoftware

Mit Hilfe graphischer Modellbildungswerkzeuge ist es moglich, auch ohne Kenntnisse von
Differentia gleichungen und einer Programmiersprache und zunéchst unter Verzicht auf in Formeln
gegossene Bezlige Simulationsmodelle am Bildschirm zu konstruieren. Dabel wird das Modell
interaktiv a's Wirkungsnetz am Bildschirm erzeugt, indem Symbolefir die Elemente Zustandsgrofien,
AnderungsgrélRen, Funktionen und Konstante einer Palette entnommen und mittels 'drag and drop'
mit der Maus auf dem Bildschirm verknipft werden. Anwender kénnen sich ganz darauf
konzentrieren, ein qualitatives Modell im Wirkungsnetz zu entwickeln. Erst in einem zweiten
Schritt werden per Mausklick die Symbole getffnet, die Grol3en parametrisiert bzw. ihre
Wechselwirkung in Formeln gefasst. Simulationsléufe lassen sich in Tabellen, Zeit- oder
Phasendiagrammen oder auch in Animationen darstellen.

. Stella

Das Programm Stellavon High Performance Systemsist der Urahn moderner, grafisch
orientierter Systemdynamik-Software. Dieser Klassker war zundchst fir Apple Mac lauffahig,
spéter wurde eine Portierung fur Windows auf den Markt gebracht (diealerdingsin Version
3.0 ziemlich langsam ist).

Programminformation: http://www.hps-inc.com/edu/stella/stella.htm

. PowerSim

PowerSim fir Windows gibt esauch in einer deutschen Version. Das Programm ist recht
einfach zu bedienen. Allerdings ist PowerSim von seinem Leistungsspektrum und von
seiner Lizenzpolitik eher fir kommerzielle Modellierer und weniger fir den schulischen
Einsatz konzipiert. PowerSim-Modelle sind zu Stella dateikompatibel.

Programminformation: http://www.powersim.com/

. Dynasys
Dynasys - ein Shareware-Produkt von Water Hupfeld fur Windows: deutschsprachig, bestes
Preis-Leistungsverhdtnis. Es stellt z.Z. die Losung fur Schulen dar.

Programminformation: http://www.ham.nw.schul e.de/projekte/modsim/

. Vensim
Vensim Personal Learning Edition ist eine sehr interessante, fur Bildungse nrichtungen
kostenfreie lizenzierbare Version des Simulationsprogrammes VENSIM. Selbst diese
abgespeckte Version von VENSIM wartet mit einer Vielzahl von Features auf, die das
Programm dann interessant machen, wenn anspruchsvollere Dinge modd liert werden sollen.
Es braucht allerdings etwas mehr Zeit, um sich in dem grossen Lei stungsspektrum von
VENSIM zurechtzufinden.

Programminformation: http://www.vensim.com/venple.html



Statistikpakete

S-Plus

S-Plusist ein Werkzeug fur die explorative Datenanalyse. Das Programm basiert auf der
inden 80er Jahrenin den AT& T Bell Labs entwickelten objektorientierten Programmier-
sprache Sund wird heute von der amerikanischen FirmaMathSoft Inc. weiterentwickelt
und vertrieben. Die Software ermdglicht eine interaktive Analyse und graphische
Visudigerung von technisch-wissenschaftlichen und statistischen Daten in einer erwelterbaren
objektorientierten Umgebung.

Programminformation: http://www.gras.de/produkte/splus/index.html

WinStat

WinStat ist ein Werkzeug zur statistischen und grafischen Datenanalyse. Die Datenformate
sind frei bestimmbar. Der Im- und Export von Daten und Datenbereichen ist in vielen
Standardformaten moglich. Im Stati stik-Menu stehen zahlrei che stati stische Prozeduren
zur Auswahl. Das Programm umfasst ale grafischen Darstellungsformen, die fir eine
Betrachtung und Analyse des Datenmaterials erforderlich sind.

MedAss

DasProgramm ist an der Universitét Bielefeld auf der Grundlage der Ergebnisse aus dem
Modellversuch ,, Materialien zur Explorativen Daten-Analyse und Statistik in der Schule"
entstanden. Damit iss MEDASS-Light die derzeit einzige deutschsprachige Statistiksoftware,
die spezidl fur den Einsatz im Unterricht entwickelt wurde und somit konzeptionell auf
schulische Anforderungen ausgerichtet ist. Leider merkt man der Software die lange
Entwicklungszeit im nicht-kommerziellen Bereich an: Einer gut organisierten Funktionalitét
bei der Auswertung der Daten stehen im programmtechnischen Bereich an vielen Stellen
eineleicht veraltete und nicht immer Windows-konforme Bedienung sowie e ne Anzahl
von kleineren Fehlern gegentiber. Die me sten Problemetreten dlerdings nur in Randbereichen
auf, sodass sie im "normalen” Betrieb wohl kaum auffallen werden.

Fathom

Fathom ist ein neues Programm zur Statistik und Exporativen Datenanalyse, das dhnlich
wie dynamische Geometrie-Software einen neuen Zugang zur Datenandyse schaffen will.
»Dynamic linking of data and selection. With Fathom, when you select data in one
representation, it’s automatically selected in all representations. The representations of
thedatastay “in sync,” so when you add or drag apoint, everything that depends on it updates.
If you have aline of best fit, or acalculation of the mean, or even at-test, you can seethe
influence one point can have - automatically, in real time. There’ sno need to make anew
graph, and no need to remember whether your graph representsyour current data....In the
sameway that The Geometer’ s Sketchpad® revol utionized the study of geometry, Fathom
Dynamic Statistics software will forever change the way you and your students approach
the study of statistics.”

Programminformation: http://www.keypress.com/Pages/Prod_Fathom.html




3.1.8 Computeralgebra-Systeme (CAYS)

CASwerden vor dlem von Wissenschaftlern, Ingenieuren, etc. benutzt, um routinemaldiges Rechnen
und Zeit zu sparen. Didakti sche Gesichtspunkte spielen dabel kaum eine Rolle (auch bel Systemen,
die heute als dezidiert padagogisch angeboten werden).

. M athematica

CASfUr hochste wi ssenschaftliche Anspriiche von der US-amerikanischen FirmaWolfram
Research, Inc. Mit Mathematica erstellte Dateien, sogenannte Notebooks (Endung .nb),
konnen mit dem frei erhdtlichen Programm MathReader betrachtet werden. Eine
Studenten-Lizenz ist erhdtlich. MATHEMATICA wurde ab 1987 von einer kleinen Gruppe
unter der Leitung von Stephen Wolfram (Universitét von Illinois, USA) entwickelt und
ist seit Juni 1988 kommerziell verfigbar. Der wichtigste Bestandteil ist eine flexible
Programmiersprache, die eserlaubt, das System zu erweitern. Dadie Sprache mathematisch
orientiert sein und eine einfache Definition mathematischer Regeln erlauben soll, fhrt
dieszu einer reichen Sprache mit vielen eingebauten Funktionen. Die Sprache ist dennoch
einheitlich und hat eine innere Konsistenz, die das Erlernen erleichtert. Méglich wurde
diesdurch die ausschliefdliche Verwendung von pattern matching und Ersetzungsregeln,
die allen anderen Programmierel ementen, Kontrollstrukturen und Prozedurdefinitionen
unterliegen. Dadurch ist es auch einfach, die Sprache interaktiv zu gebrauchen.

Im Osterrei chischen Schulbereich kommt M athemati ca an einigen Berufsbil denden Hoheren
Schulen (HAK und HTL) zum Einsatz. Hier wurden auich spezielle M athematica-Notebooks'
fur den Einsatz in der HA S entwickdt. (http://Amww.mathsnfun.ac.at/mf/index.htm) (Wilding
1998, S.353-360)

Programminformationen: http://www.wolfram.com
hittp:/Awww.unisoftwarepl us.com/productsmathematiced hitml

. Maple

Reichhaltig ausgestattetes, vie saitiges CA-System der Oberklasse, bekannt fur seine schnelle
Numerik und Grafik. Interessant: Maples Plug-In-Ldsung fur das Internet. In Deutschland
wird das Produkt der kanadi schen Waterloo Maple Inc. von Scientific Computers vertrieben.
Eine Studenten-Lizenz ist erhdtlich. Maple stammt von der Universitét Waterloo/Kanada
und ist in der Sprache C geschrieben. Esist auf zahlreichen Computern und dem (ebenfalls
in C geschriebenen) Betriebssystem Unix verfugbar. Maple bestent auseinem relativ kleinen
Kern von ca. 20 000 Zeilen C-Code (zum Vergleich: der Kern von Mathematica besteht
ausca. 180000 Zeilen C-Code). Der Rest des Systemsist in Maple-Code geschrieben und
wird, je nach Bedarf, zugeladen. Dank dieses Konzeptsist Maple zum einen gut portierbar
und zum anderen auch problemlos auf Multi-User-Systemen zu benutzen (etwa zu
Unterrichtszwecken), was bei anderen CA-Systemen schon wegen ihres Bedarfs an
Arbeisspeicher kritisch ist.

! Notebooks sind interaktive Dokumente, die erkl&renden Text, Abbildungen, Animationen, Klangeund
Programmanweisungen beinhalten. Sie kdnnen dazu benutzt werden, um didaktisch aufbereitete
Unterrichtssequenzen zu erstellen. Es stellt sich allerdings die Frage, ob nicht vorgefertigte Notebooks
eine Neuauflage des Programmierten Unterrichts darstellen.



MAPLE braucht den Vergleich mit MATHEMATICA nicht zu scheuen. Neben sehr guten
2D und 3D-Graphiken, einer leicht zu handhabenen M dglichkeit Animationen zu erzeugen,
verflgt MAPLE auch Uber die Konzeption des sog. Worksheets (Arbeitsblatt). Worksheets
sollen ‘ Papier und Bleistift'” ersetzen.

MAPLE it aber auch eine Programmiersprache. Interessant it, dassfast dle mathematischen
und graphischen Funktionen in Maple salbst geschrieben sind und nicht in einer systemnahen
Sprache, wiedasbel anderen CAS der Fall ist. Das bringt entscheidende V orteile mit sich.
Erstens eine Programmbibliothek (z.Z. etwa 2500 Funktionen), die vom Benutzer |esbar
und modifizierbar ist (insofern ist dieses System wesentlich ,, offener” als etwaMathematica,
wo der Grofdteil der Funktionen im (unzugénglichen) Kern steht). Zweitens bringt dies
eine Entlastung des Arbeitsspeichers (nur der etwa 800K B grof3e MAPLE-KERN istin C
geschrieben und wird beim Programmstart geladen). Diese Trennung von Programmkern
und -bibliothek ermdglicht es, dassMAPLE auf kleineren Rechnern 1&uft, und macht Maple
attraktiv fir einen Einsatz im Unterricht. Well auch die Benutzerschnittstelle klar vom
Programmkern getrennt wurde, wird Maple auch in anderen Systemen (MATHCAD und
MATHPLUS) as ‘ symbolische Maschine' verwendet.

MAPLE wird z.Z. von der FirmaMathsoft Inc. in Zusammenarbeit mit der Universitét von
Waterloo (Kanada) und der ETH Zirich weiterentwickelt. Maple stellt auch wie erwahnt
die Basis fur einige andere Systeme, namlich MATHCAD, MATHPLUS und SCIENTIFIC
WORKPLACE (eine mathematisch orientierte Textverarbeitung), dar.

In Osterreich wird Mapleim schulischen Bereich kaum eingesetzt, wohl aber in Deutschiand.

Dort findet das CASim sog. PIM oK (,, Pil otProjekt Mobiles Klassenzimmer*) Verwendung.
( http://lehrerl.rz.uni-karlsruhe.de/~za242/casimu/ , vgl. auch HENN 1996, 1998)

Programminformation: http://www.maplesoft.com
http://www.scientific.de/mapl e/index.html

MathCad / StudyWorks!

Der Schwerpunkt der Fahigkeiten von MATHCAD liegt im Bereich der numerischen
Mathematik und der Statistik. Als vorbildlich sind die elektronischen Handbticher zu
bezeichnen. Mathcad bietet dem Benutzer eine lei chte Handhabung und die M 6glichkeit
ansprechende Dokumentationen anzufertigen.

Mathcad ist ein Computeral gebra-System (CAS) mit elner sehr komfortablen Oberfléche;
es bietet umfangreiche numerische und symbolische Berechnungsmethoden sowie
leistungsfahige Darstellungsmdglichkeiten fir 2D- und 3D-Graphen. Das Programm arbeitet
mit einem Notebook-Konzept, d. h. in eéinem Arbeitsblatt konnen Texte, Grafiken und
mathematische Ausdriicke wiein einer Textverarbeitung dargestellt und gestaltet werden.
Wievon einer Tabellenkalkulation her gewohnt, werden Anderungen an mathematischen
Ausdriicken sofort an davon (numerisch oder symbolisch) abhéngige Ausdriicke und Grafiken
weitergegeben und diese aktualisiert.

Formeln werden direkt in ein Arbeitsblatt eingetragen und sofort in der von der Arbeit
auf Papier her gewohnten Darstellung angezeigt. Die Eingabe erfolgt Uber Tasten oder
durch Mausklick auf Iconsin sinnvoll aufgeteilten Toolbars. Dartiberhinaus stehen fr
Formeln wieflr Texte ale Ublichen Gestaltungsmdglichkeiten zur Verfligung, sodasssich
optisch ansprechende Seiten erstellen lassen. Sehr interessant erscheint auch die Moglichkelt,
mit Mathcad Animations-Videoclips zu erstellen und wiederzugeben. Dieses kann



unterrichtlich beispielsweise genutzt werden bei der Bestimmung einer Tangente als
Grenzwert von Sekanten oder aber bei anderen Iterationsprozessen (Bestimmung von pi,
Flacheninhalts-Bestimmungen krummliniger Trapeze usw.). Solche und andere
L ésungsvorschl8ge zu unterschiedlichen Themengebieten, die zum Tell durchaus schulrelevant
sind, werden in einer grof3en Anzahl sog. "Quicksheets' vorgegeben, dieleicht in eigene
Dokumente eingebunden werden konnen. Zudem ist mit Mathcad ein direkter Zugriff auf
eine umfangrei che Web-Bibliothek mit "Electronic Books' sowie WWW-Foren mit Tipps
und Tricks zu Mathcad moglich.

Zum Rechnen benutzt Mathcad zwei voneinander unabhangige Prozessoren, einen fr
numerische und einen fir symbolische Berechnungen. Diese Unterscheidung fiihrt manchmal
Zu unerwarteten Schwierigkeiten. Fir die Schule unangenehm ist auf3erdem, dass der
symbolische Prozessor grundsétzlich tber der Menge der Komplexen Zahlen arbeitet und
s0 z.B. furr die Gleichnung x3 = 1 drei Lésungen ermittelt. Hier wéare eine Eingtellungsmaglich-
keit fur die Beschrénkung auf reelle Ldsungen hilfreich.

Eine spezielle MathCad-Version wird unter dem Namen StudyWorks! im amerikanischen
Raum vertrieben. StudyWorkswird mit einer Maths Library vertrieben in der Lehrinhate
jahrgangstibergreifend dargestel It werden sowie mit einer Sammlung von Unterrichtsvor-
schléagen.

Programminformationen: http://www.mathsoft.com/mathcad/
http://www.pablitos.at/mathsoft/mathcad/index.html
http://www.studyworksonline.com/

MuPAD

Lestungsstarkes, auf echter Parallel verarbeitung aufbauendes Programm, unter der Leitung
von B. FUCHSSTEINER an der Université Paderborn entwickdt. Fur Bildungszwecke (Schiller,
Studenten, usw.) ist die Nutzung frei. MuPAD ist ein mathematisches Expertensystem,
welchesin einer kommerziellen und einer freien VVersion fir verschiedene Betriebsysteme
erhdtlichist. Der Einsatz im Schulunterricht wird derzeit in verschiedenen Gruppen erprobt.

Diekostenlose Version MUuPAD light kann im mathemati schen Unterricht der Mittelstufe
und der Oberstufe eingesetzt werden. DaMuPAD als offenes Computeral gebra-System
konzipiert wurde, ist esmoglich, auf der Basis der verdffentlichten Softwareschnittstellen
Lernsoftware und Unterrichsteinheiten selbst zu entwickeln.

Programminformationen: http://www.mupad.de

http://www.sciface.com/products/index.shtml

Theorist / MathPlus/ MathView / LiveMath

Das Computer-Algebra-System MathVIEW ist der Nachfolger des Programms MathPlus
(dieses heifdt in seiner Macintosh-Version Theorist). Inzwischen wurde das Programm
vom Hersteller Maple-Waterl oo verkauft. Eine neue Version wird unter dem Namen Live
Math Maker angekindigt. MathView verflgt Uber eine gute Internet-Unterstiitzung.
MathView Arbeitsbléter konnen in enem spezielen Format gespeichert und in HTML-Seiten
eingebunden werden. Unter der unten angegebenen Adresse lasst sich ein Plugin fur die
gangigen Browser herunterladen, mit dessen Hilfe in HTML-Seiten eingebettete
MathView-Dokumente bei Erhaltung ihrer vollen Funktionsfahigkeit dargestellt werden
konnen. Auf diese Weise ist es moglich, eigene MathView - Notebooks an



Nicht-MathView-Besitzer weiterzugeben. Diese kbnnen sich die Dateien dann mit einem
Internet-Browser ansehen.

Das Leistungsvermdgen des Systems reicht im Schulbereich bei normalen Anspriichen
vollig aus. So werden z.B. Ableitungen und die meisten Integrale - diese bestimmt und
unbestimmt - Nullstellen von Funktionen, Lésungen von Standard-Gleichungen und
Gleichungssystemen probleml os berechnet, dies exakt und auf Wunsch auch approximiert.
Hervorzuheben sind auch die enormen Méglichkeiten des Systems im Bereich der 2D-
und 3D-Graphik. Besonders wichtig: Bei Anderungen algebraischer Werte werden sofort
alle davon abhangigen Objekte - also auch Grafiken - aktualisiert.

Programminformation: http://www.livemath.com

DERIVE

(Siehe insbesondere die detaillierte Vorstellung Abschnitt 2.1). Das Nachfol geprodukt
von muMath-83 ist ein sehr kleines Computeral gebra-System (die dlte DOS-V ersion passt
auf 1 Diskette). DERIVE ist in Lisp programmiert und sticht v.a. durch seine besondere
Rolleim Unterrichtseinsatz hervor. Alle CAS wurden fir den wissenschaftlichen bzw.
professionellen Einsatz im Hochschulbereich bzw. in entsprechenden techni schen Berufen
entwickelt, d.h. die Programme waren nicht fir die Nutzung im Unterricht gedacht. Dadurch
blieben fach- und mediendidaktische Unterrichtsbelange bel der Entwicklung der Programme
weitgehend ohne Berlicksichtigung. Dennoch erfuhr v.a. das CAS DERIVE von Beginn
der 90er Jahre an eine zunehmende Beliebtheit insbesondere bei (Mathematik-)Lehrern
alsHilfezuerst in der Unterrichtsvorbereitung und spéter alméahlich im Unterrichtsei nsatz.
Dasss DERIVE in der Beliebtheitsskalavorne rangiert, 18sst sich durch drei Unterschiede
zu anderen CAS erklaren: Esbendtigt fur die Installation nur geringe Systemanforderungen
(und l&auft in den Schulen dadurch oft auf Rechnern, diefur den Informatikunterricht nicht
mehr tauglich sind), esist weitaus einfacher als seine,, Konkurrenten* zu benutzen und
esigt (v.a. bel knappen Schulbudgetswichtig!) wesentlich billiger asale anderen Systeme.

Die Stéarken von Deriveliegen insbesondere in der guten Verbindung zwischen Algebra-
und Graphikfenster, im tibersi chtlichen Befehlssatz und in der vidfatig vorhandenen Literatur
- inshesondere im Zusammenhang mit seinem Einsatz fir Unterrichtszwecke. Diefolgende
Zusammenstellung (Quelle: www.derive-europe.com) gibt einen guten Uberblick beziiglich
der schulischen Verbreitung von DERIVE.

1991 stattete das Unterrichtsministerium von Osterreich alle Gymnasien und Hoheren
Technischen Lehranstalten mit DERIVE aus.

1992 setzte das Unterrichtsministerium von Frankreich DERIVE auf die Liste der fir Schulen
empfohlenen Computerprogramme (, Licence Mixte').

1993 stattete die Schulbehdrde von Stdtirol (Italien) alle deutschsprachigen Gymnasien
mit DERIVE aus.

1995 dattete die Schulbehdrde der Stadt Hamburg (Deutschland) ale Schulen mit DERIVE
aus.

1997 stattete das Unterrichtsministerium von Slowenien alle Gymnasien mit DERIVE
aus.

1997 dattete das Unterrichtsministerium der Vereinigten Arabischen Emirate alle Schulen
eines der Emirate mit DERIVE aus.




1998 setzte das Unterrichtsministerium von Belgien DERIVE auf die Liste der empfohlenen
Programme zur Unterrichtsgestaltung.

1998 wurde alle Gymnasien von Stockholm (Schweden) mit DERIVE ausgertstet.
Programminformationen: http://www.derive.com
http://www.asn-linz.ac.at/schule/derive/dc.htm

Zusammenfassend |&sst sich feststellen, dass die Grenzen zwi schen den angefuinrten Werkzeugklassen
zunehmend verschwinden. Durch die Integration unter einer gemeinsamen Oberflache werden
die Produkte fir den Unterricht besser handhabbar. Andererseits besteht die Gefahr, dass die Schiiler
vom Funktionsumfang ,, iberrolIt“ werden. Die Oberflache sollte daher intelligent gestaltet sein
(siehe DGYS). Durch die gegenseitige Abstimmung werden aber auch Synergien frei (Z.B DGS
und CAS: Zusammenfihrung von Geometrie und funktionalem Konzept; Text und CAS:
Notebookfahigkeit; Formelsammlung und CAS: interaktive Formel sammlung; Internet und CAS:
Gemeinsame Arbeit an Projekten tiber |okale Grenzen hinweg).

3.2 CAsam Beispiel von Derive

3.2.1 Hardware-Erfordernisse

Dieaktuelle DERIVE-Versionist dieVersion 5.02 ( Stand August 2000). Sieist unter Windows
Betriebssystemfamilie (Win 95/98/2000/NT) lauffahig?. Daneben wird auch die DOS-Version
(, klassisches' DERIVE) weitergepflegt, die mit geringsten Hardware-Ressourcen das Audangen
findet. (Diesv.a. deswegen, um auch Staaten in denen das Bildungssystem fir EDV-Ausstattungen
wenig Mittel zur Verfligung hat ein derartiges Werkzeug weiterhin zur Verfligung stellen zu kénnen).
Hier ist die aktuellste zur Zeit verflgbare Version 4.11.

DOS-Version
Die Hard- und Betriebssystemanforderungen sind extrem bescheiden:

» efordert einen PC oder AT-kompatiblen Computer mit und einem Intel (kompetiblen) Processor
8086 (aufwarts) und einem kompatiblen Betriebsystem MS-DOS ab Version 2.1 (oder
kompatibles) bzw. ein Personal System/2 Computer mit einem PC-DOS bzw. einem PS/2
Betriebssystem.

» Eine Monochrom-Graphikkarte (MDA ,Hercules) oder eine kompatible Graphikkarte. Eine
Farbgraphikkarte (CGA, EGA, MCGA, VGA) oder einen kompatiblen Monitor.

* Mindestens 512K (Kilobyte) Arbeitsspeicher. Fir DERIVE XM benétigt man mind. 2MB
(Megabytes) Erweiterungsspei cher; eskann aber natlirlich mehr Erwelterungsspeicher angprechen.

*  Passt mit dlen Zusatzpaketen in ungepacktem Zustand nach wie vor auf eine 1,4 MB-Diskette,
wobel das eigentliche Programm eine Grof3e von etwa 580kB(sic!) hat.

Windows-Version

» Derive fur Windows 5.0 lauft unter allen Betriebssystemen der Windows-Familie (Win
95/98/2000/NT) bzw. unter diversen Windows-Emulationen anderer Systeme.

» DieSeatup-Datei besitzt eine Grofe von 1726 KB, 1&sst sich aso bequem auf zwel HD-Disketten
transportieren. Programme dieser Leistungsfahigkeit bei derartiger Kleinheit sind in der

? Eine Beta-V ersion von Derive 5.0 wurde wel tweit erstmalig bei der - im Rahmen unseres CAS-Projekts 3
verangtalteten - Sommer Akademieim August 1999 in Gésing/ Niederdsterreich durch die dort anwesenden
Entwickler vorgestellt.



Ressourcen-verschlingenden-Windows-Welt schon ein seltenes Phénomen. In entpacktem
Zustand besitzt es mit allen Zusatzpaketen eine Grof3e von ca.3,7 MB.

3.2.2 Benutzerschnittstelle

DOS-Version

DERIVE ist ein mentigesteuertes Computera gebra-System. Dementsprechend kdnnen die meisten
Operationen mit einem einzigen (bzw. mit wenigen) Tastendruck(en) ausgefihrt werden. Die Schnitt-
stelleldsst sich am besten durch ein Beipid illustrieren. Abb.3.1 zeigt einen Bildschirmausdruck
einer ,,DERIVE -Sitzung"*:

1 e
y |3
2
+
®
- i . . . . -
#1: SIN(x)
d
#2: — SIN(x) ' ' -2
dx
#3: 05(x)
COMMAMD : Center Delete Help Move Options Plot Ouit Range Scale Iransfer
Window aXes Zoon
Enter option
Cross x:1 y:l Scale x:8.5 y:1 Derive 2D-plot

Abb.1: Eine Derive-Stzung

Der DERIVE-Schirm besteht zumindest aus drei Teilen: die Arbeitsflache, das Menl und die
Statuszeile. Ein Mentibefehl wird durch mehrmaliges Betétigen der Leertaste (bzw. von Shift+Back-
space) - bisder gewiinschteinvertiert ist - und Enter ausgewahlt. Versiertere Benutzer erreichen
diesdirekter durch entprechendes Betétigen des Grof3buchstabensfir das jewellige Kommando.
Das Menu liegt in einem separaten File ((MEN) und kann vom Benutzer auch editiert werden.
Dadurch ist esmdglich, spezielle Tellmengen des Menlis bzw. |anderspezifische Ments herzustel len.
Dieskann vom Lehrer dazu bentitzt werden, um fir seine Schiller eine ganz individuelle Version
(z.B. ohne Solve-Befehl oder eine Version mit speziellen Befehlen fir einen aktuellen
Themenbereich ) zu erstellen.

Die Arbatsflache kann aus mehreren Tellen bestehen: Es gibt zwel Arten von Fengtern: Algebrafenster
und Graphikfenster (fir 2- bzw. 3-dimensiona e Graphiken). Das Algebrafenster beinhaltet eine
nummerierte Liste der erzeugten Ausdriicke. Eine Besonderheit stellt das Arbeiten mit den hier
aufscheinenden Termen dar. Diese kdnnenihrer Hierarchie nach invertiert werden. Samtliche Befehle
konnen so auch auf Teile eines Terms angewandt werden. Dieser spezielle Zugang zu Termen
stellt auch eine Besonderheit von Derive dar, die bisher fir dieses CAS auch einzigartig geblieben
ist.

Teile eines Terms kdnnen so analysiert, umgeformt oder geplottet werden. Das Graphikfenster
zeigt die Graphen von Funktionen mit einer bzw. zwel freien Variablen. Eskdnnen aber auch beliebige



Figuren oder auch implizite Kurven dargestellt werden (siehe Abb.1.2 und Abb.1.3)
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Abb.2: Funktionen und Figuren

#9: "Doppelintegral™

#5: =z = I I (xz - gz) dx dy
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Abb.3: 3D-Graphiken und (implizite) Kurven

Die eingebaute Hilfsfunktion beschrankt sich in der Regel auf eine einzeilige Information zu den
verfigbaren Kommandos (siehe Abb.1.4). Die Hilfe l&sst sich aber (mittels mitgeliefertem
Sprachmodul .LAN) auf diejeweilige Landessprache umstellen. Eine Kommentierung ist auf zwel
Arten moglich, entweder durch Eingabe von Kommentarzeilenim Algebrafenster oder durch Uber-
schreiben der in der Statuszeile erscheinenden Annotations. Diese Annotations werden auch
mitabgespeichert und erlauben auf diese Weise eine spatere Rekonstruktion der Arbeitssitzung.



[Funktionen, Konstante und Operatoren

Funktionen aus der Zahlentheorie (Abschnitt 6.13):

GCD (m, n, ...) — grofter geneinsamer Teiler von m, n,..

LCH (m, n, ...) - kleinstes gemeinsanes Vielfaches von n, n,...

PRIME (n) - true, falls n wahrscheinlich eine Prinzahl ist, sonst false
PRIME (n,k) - fihrt k Iterationen eines probabilistischen Primzahlentests
Hurch (Voreinstellung k=5)

HEXT_PRIME (n) - machste Primzahl grofer als n

HEKT_PRIME (n,k) — fiihrt k Iterationen eines probabilistischen Primzahlentest
Hurch, bevor die nachste Primzahl geliefert wird (Voreinstellung k=5)

Funktionen zunm Aufspalten von Ausdriicken (Abschitt 6.14):
HUMERATOR (u) - syntaktischer Zahler von u

DENOMINATOR (u) - syntaktischer Nemmer von u

QUOTIENT (u,v) — Quotient bei der Polynomdivision u durch v
REHAINDER (u,v) - Rest bei der Polynondivision u durch v
POLY_GCD (u,v) — GGT bei Polynomen u und v

TERHS (u) - Uektor von syntaktischen Sumnanden von u
FACTORS (u) - Vektor von syntaktischen Faktoren von u
UARIABLES (u) - Vektor der freiem Variablen in u

LHS (r) - die linke Seite einer Relation r

RHS (r) - die rechte Seite einer Relation r

HELP FUHKTIONEN : Previous Resume

Fnter option

Free:87x Ins Derive flgehra

Abb.4: Ein Hilfe-Bildschirm

DERIVE kann auch in einem sog. Demonstrationsmodus betrieben werden, hier knnen Files
mit zusétzlichen Kommentaren (.DMO-Files) "abgespidt” werden. Diese zusétzlichen Kommentare
werdenin der Statuszeile angezeigt, DERIVE setzt auf Tastendruck mit der néchsten Befehlszeile

im Demofile fort.

Windows-Version

Die Windows-Version von DERIVE besitzt so wie auch die DOS-Version drei verschiedene Arten
von Arbeitshereichen: das Algebrafenster (al s Hauptarbeitsbereich) und die beiden Graphikfenster
(far 2D und 3D-Graphiken). Derive 5 verfligt nun auch Uber die sog. Notebookfahigkeit, d.h. es
kdnnen in das aktudle Arbeitshl att (= Algebrafenster) Gragphiken, Texte und Uber OLE-Verkniipfungen

beliebige Windows-Objekte aus anderen Programmen eingebettet werden.
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ADbb.5: Deriveb Bildschirm



Eingebettete Graphiken werden durch Anklicken im entsprechenden Graphikfenster gedffnet und
konnen dort weiterbearbeitet und gegebenfalls aktualisiert werden. Ferner existiert in alen Fenstern
eine permanente Eingabezeile, die ein l&stiges Hin-und Herschalten Uberfllissig macht. Derive
ist strikt aufwarts-kompatibel, daher konnen jederzeit Arbeitsblétter und Files, die mit friheren
Versionen erstellt wurden, weiter verwendet und ausgebaut werden.

Das integrierte Hilfesystem entspricht den tblichen Windows-Konventionen. Alle im System
vorhanden Befehle (inclusive der Kommandosin den Zusatzpaketen) werden ausfiihrlich beschrieben

und sind jeweils noch mit einem Beispiel versehen, sodass das Hilfesystem al's sehr brauchbar
bezeichnet werden kann.

2 Derive 5 Help M= E
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Datei  Bearbeiten Lesezeichen Optionen 2

Help Contents

Inhalt | Index | Zuriick | D[uckenl £4 | 3 |
Click on one of the following topic -
9P| GRAPHICS.MTH - Plotting Space Curves & j
Additional Resources Complex Functions
Acknowledgments
Technical Suppart The utility file GRAPHICS MTH defines functions and constants that
Bevision Summary aid in the plotting of areas. integrals, space curves, parametric

surfaces, and expressions having complexwvalues in a 20-plot

Lists of DERIVE constants, operat | window. The function definitions in GRAPHICS_ MTH are
Constants automatically loaded when any of its functions are first used.
Dperators
Functions

Fiserved Names IUse the following functions to plot areas associated with graphs of

functions of & single wariakle in a 20-plot wind ow:

Frequently Asked Questions and.
Wser Interface Questions
Simplification Questions
Flotting Questions

Erinting Questions
Systermn Fequirement Questic ArealUnderCurve (x + CO3 (=), =, 0, 3)
Metwork Installation Question

AreaUnderCurve (u, x &, b} plots the area under the graph of the
function uix) and above the x-axis from x = ato b (a < b). Faor example,
to plotthe area under the funclion ulx) = x + cos(x) fromx = 0to 3. plot
the expression

AreaOwerCurve(u, x, a, k) plots the area over the graph of the
function u(x) and under the x-axis from = = ato b (a < b). Far example,
to plotthe area owver the function ulx) = sin() -x fram x = 110 3. plotthe d|

Abb.6: Derive5 Hilfesystem

3.2.3 Funktionsbeschreibung

DerIVE vereinfacht Ausdriicke algebrai sch, erweitert und kirzt diese. Gleichungen und nichtlineare
polynomische Gleichungssysteme kénnen damit leicht geldst und ihre reellen und komplexen
Ergebnisse ermittelt werden. Numerische Operationen konnen exakt und ohne Rundungsfehler
durchgefiihrt werden. Die Ergebnisse konnen mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden. DERIVE
arbeitet mit den Gesetzen der Trigonometrie, Infinitesimal-, Differential-, und Integral rechnung,
sowie mit Matrizenalgebra und V ektorenberechnung. Sachverhalte kdnnen durchgehend in der
2D- oder 3D-Graphik veranschaulicht werden, das Zusammenspid von a gebrai schen, numerischen
und graphischen Operationen ist bei DERIVE besonders intuitiv gel Ost.

(Ganzrationale) Arithmetik

» Exakte Arithmetik mit beliebig langen Zahlen (ohne Rundungsfehler)
» Naherungsarithmetik mit einer vom Benutzer gewahlten Genauigkeit
»  Gemischte exakte/ndherungsweise Arithmetik

* Rationale, dezimale und wissenschaftliche Darstellung



Einstellbare Zahlenbasen fur Ein- und Ausgabe
Primzahlzerlegung, Fakultatsfunktion und ggT
Primzahltest und Primzahlgenerator

Komplexe und unendliche Zahlen (infinite Arithmetik)
Fibonacci-, Bernoulli-, Euler- und Catalan-Zahlen
metrische und englische Einheitenumrechnung
physikalische K onstante mit hoher Genauigkeit

Algebraische Fahigkeiten

Symbolische V ereinfachung von Formeln, Expandierung und Faktorisierung
Substitution fir Variable und Teilausdriicke

Partial bruchzerlegung und gemeinsame Nenner

Ganzzahlige, reelle, komplexe und nicht-skalare Variable

Berechnung des ggT's von Polynomen

Festlegen verschiedener Wertebereiche

Variablendeklaration, auch griechische Variablennamen

Vereinfachung verschachtelter Wurzel ausdriicken

Alleredlen und nicht-reellen Lésungen polynomialer Gleichungen kdnnen auf eine beliebige
Anzahl von Stellen approximativ bestimmt werden

Numerisches Lésen von Gleichungen mit vorgegebener Genauigkeit

Algebraisches Losen von Gleichungen und Ungleichungen

Losen von linearen Glei chungssystemen

L6sung von Systemen nicht-linearer polynomialer Gleichungen mit Buchbergers Algorithmus
Bool€e sche Algebra und Wahrheitstafeln

Transformation von Boole'schen Ausdriicken in die digunktive oder konjunktive Normaform

Vereinfachen und Lésen von Bool €schen Kombinationen in Gleichungen und Ungleichungen,
inklusive solcher, in denen die Absolutfunktion vorkommt

Funktionen

Exponential-, Logarithmus-, trigonometrische und hyperbolische Funktionen

Stuickwei se stetige, Wahrscheinlichkeits-, statistische und finanzmathemati sche Funktionen
Komplexwertige Funktionen

Speziafunktionen (Zeta, Bessal, Chi-Quadrat, hypergeometrisch, usw.)
Pseudo-Zufahlszahlengenerator

Winkel in Grad und Bogenmal3

Analysis

Funktionsdefinition
Endliche und unendliche symbolische Grenzwerte



»  Symbolisches Ermitteln von Ableitungen und Integraen, partielle Ableitungen beliebiger Ordnung
*  bestimmte und unbestimmte Integrale, approximative numerische Integration

» endliche und unendliche Summen

» endliche und unendliche Produkte

» Tangenten und Krimmung

» Bogenléngen, Flachen, Volumina und verwandte Funktionen

* implizite und parametrisierte Differentiation

» Taylor- und Fourierreihen

» Laplace Transformation

» Exaktes Ldsen von Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung

* Runge-Kutta-Methode fir ndherungswei ses L 6ésen von Differential gleichungssystemen

Vektoren, Matrizen, Mengen und Vektoranalysis

» symbolische und numerische Elemente

* inneres und auf3eres Produkt

» Transponierte, Determinante, Inverse und Spur

»  Gaul¥ sche Elimination

» Eigenwerte und Eigenvektoren

* nicht-kommutative Vektor/Matrix-Algebra

* Vektoranaysis

» Tensorrechnung

» Kurvenanpassung hach der Methode der kleinsten Quadrate
* Mengenoperationen

» Vektoranalysis fur die Differentiation und Integration

Graphik
» Direktes Einstellen des Darstellungsverhdtnisses im 2D und 3D Graphik-Fenster
* Annotationen von 2D- und 3D-Graphiken konnen mit der Maus bewegt werden

»  Graphiken konnen in verschiedenen Graphik-Formaten gespeichert werden (DIB, JPEG, TARGA,
TIFF)

»  Graphiken konnen in Arbeitsbldtter eingebettet und per Maus-Klick wieder aktiviert werden
2D-Graphik

* Plotten in kartesischen und Polar-K oordinaten

* Plotten von parametrisierten Kurven und von Raumkurven

» Plotten impliziter Kurven und von Hohenschichtlinien

» Plotten von Graphen komplex-wertiger Funktionen

» Lokalisieren von Punkten mittels Graphik-Cursor,

* Folgen einer Kurve im Spurmodus

e Zentrieren, Zoomen, freie Ausschnittsauswahl bel Graphiken



Automatisches Skalieren von Funktionsgraphen

Annotation mit Texten, Achsenbeschriftung

3D-Graphik

3D-Graphen werden in einer transparenten Box dargestellt (Gitternetzdarstellung mit Bertick-
sichtigung der Sichtbarkeiten)

Schattierte 3D-Flachen kdnnen in Echtzeit rotiert, vergrof3ert und verkleinert werden
Wahl des Augpunktes und der Skalierung
3D-Flachen kénnen in rechtwinkeligen, Kugel- und Zylinder-K oordinaten dargestel It werden

3D-Hé&chen von Funktionen, die mittels Parameter oder Wertetabelle definiert sind, kénnen
erstellt werden

Die Koordinaten von Punkten auf einer 3D-Flache kénnen im Spur-M odus bestimmt werden

Boole'sche Verkniipfungen von Ungleichungen in zwei Variablen kdnnen veranschaulicht
werden

3D-Oberfléchen kdnnen mit beschreibendem Text ausgestattet, sowiein gangingen TIFF, JPEG
oder BMP-Formaten in andere Programme exportiert werden.

Programmierfahigkeiten

Benutzerdefinierte mathematische Funktionen

If-then-el se-unknown Verzweigung

Boole' sche und Vergleichsoperatoren

Rekursive und iterative Funktionen

Selektorfunktionen fir Terme, Faktoren und freie Variablen
Operatoren fUr Bereichsdeklarationen und Zustandsvariable
Funktionsverkettung

Schreiben von mehrzeiligen Programmen unter Verwendung von "intuitive block and loop
program control constructs'

Verlassen des aktuellen Blocks oder einer Funktion an jeder beliebigen Stelle der
Funktions-Definition ist moglich

Unterdriickung der Auswertung von Ausdrticken in Funktions-Definitionen durch Verwendung
des "Quote Operators"

In benutzerdefinierten Funktionen kdnnen Standardwerte fir loka e V ariable festgel egt werden
Funktionen, die eine beliebige Anzahl von Argumenten akzeptieren, kdnnen definiert werden
Serielles oder paralleles Substituieren fur Variable und Unterausdriicke von Ausdriicken

Verwendung der umfangreichen "String processing” Kapazitdten fur "String Variable und
Integer"
Einzelne Elemente von V ektoren und Matrizen kdnnen durch "subscripted assgnments” ersetzt
werden

Fur das Extrahieren von Reihen, Spalten und Unter-Matrizen von Matrizen kdnnen neue
Operatoren verwendet werden

Daten-Typen von Ausdriicken kénnen durch die Verwendung von Erkennungsfunktionen
programmtechnisch bestimmt werden



*  "Mixed-case" kann fur Namen von benutzerdefinierten Funktionen und V ariablen verwendet
werden, wahrend die Eingabe solcher Namen in beiden Féllen weiterhin gestattet ist

Ein-Ausgabemdglichkeiten, Schnittstellen

* Arbeitsblé&ter konnen Ausdriicke, formatierten Text, 2D- /3D-Graphiken und OLE-Objekte
enthalten

» Befehle und Schaltflachen Uber Tastatur und Maus ansprechbar
» Bedliebigviele Algebra-, 2D-Graphik- und 3D-Graphik-Fenster

» leichte Eingabe und K orrektur von Ausdriicken, Eingabefehler werden genau analysiert; der
Cursor wird an die vermutete Fehlerposition gesetzt

» griechische Buchstaben und Sonderzeichen tiber Symbolleiste auswahlbar

*  Benutzerdefinierte Funktionen, benutzerdefinierte Variable und Bereichsdekl arationen kénnen
angezeigt und editiert werden

» Bei lang andauernden Berechnungen werden die bisherige Rechenzeit und der aktuelle
Speicherplatzbedarf angezeigt

» 2D-Eingabe von Matrizen

* Auswahl von Teilausdriicken

* Markieren mehrerer Ausdriicke

» Ausdriicke verschieben und neu-nummerieren

» Automatisches Zentrieren mit Zeilenumbruch

* Annotieren, Speichern und Laden von DERIVE-Dateien

» Kopf- und Fuf3zeilen fir Druck einstellbar

» Seitenansicht fur Ausdriicke und Graphen

* Annotationen und Rechenzeiten kdnnen ausgedruckt werden
*  Graphikdruck in Schwarz/Wei(3 oder Farbe

* Laden numerischer Daten

» Erzeugen von C-, Fortran-, Pascal-, und Basic-Programmcode

»  Einbinden von Zusatzpaketen oder sel bsterstellten Programmerweiterungen, Funktionen aus
Zusatzdateien werden bel der ersten Verwendung automatisch geladen

3.2.4 Dokumentationen

Hauptinformationsguelle fir die DOS-Version ist nachwievor das ca.350 Seiten starke Handbuch,
das einen guten Uberblick tiber die Funktionditét des Programms und seine (technische) Handhabung
gibt. Die aktuelle Windows-Schulversion wird (vorlaufig) mit einem englischen Buch,, Introduction
to Derive 5* und einem , Reference Guide" ausgeliefert. Ein deutsches Handbuch und eine
deutschsprachige Versionsist seit Herbst 2000 verfugbar. ,, Introduction to Derive 5* ist v.a. as
Unterstiitzung fur die Schule gedacht, der ,, Reference Guide" bietet einen Uberblick tiber den
Funktionsumfang von Derive 5.

WiefUr praktisch dle universdlen Computera gebra-Systeme gibt es auch fur DERIVE mittlerweile
eine kaum zu Uberblickende Bibliographie, die sich mit vidfétigsten Aspekten seiner Verwendung
ausei nandersetzt.



3.3 Cas am Beigpiel desTI-Computeralgebra-TR

3.3.1 DieHardware-Varianten
Das Grundmodell T1-92

Der TI1-92 (11) ist en programmierbarer Grafikrechner mit 128kB RAM und 1024kB ROM (256kB
RAM und 2048kB ROM beim Tl - 92 11). Davon werden ca. 60kB vom System belegt. Der Rest
steht dem Benutzer zum Speichern von Programmen, Funktionen,... u.s.w. zur Verfiigung.

Der TI-92 kann Symbolmanipulation fur die Differential- und Integralrechnung, Interaktive
Geometrie-Anwendungen, Symbol manipulation fir die Algebra (einschliefdlich Arithmetik mit
undefinierten Variablen). Graphische Darstellung von Funktionen unter anderemin 3D. Teilbarer
Bildschirm , Statistische Analyse und graphische Darstellung, Pull Down Menus, Fahigkeit zur
Verbindung mit PCsund anderen Tls, "Pretty Print": Briiche, Wurzeln, Integrae,... werden dargeste It
wie sie geschrieben werden.

Die Speicher-erweiterte Version TI-92E :

Esigt ganz einfach, mit diesem Modul 1hren TI-92 mit mehr Spelcher auszustatten und neue Sprachen
hinzuzufigen. Verfugt Uber dieselben Funktionen wie der T1-92. Speichererweiterung auf 256
kByte (198 kByte verfligbarer Arbeitsspeicher); die dreifache Speicherkapazitét des T1-92. 5 Sprachen
maoglich: Deutsch, Englisch, Franzosisch, Italienisch und Spanisch. Alle Fehlermeldungen und
Warnungen werden in der gewahlten Sprache ausgegeben. Alle Menus, Bezeichnungen und
Meldungen in der Geometrieanwendung werden in der gewahlten Sprache angezeigt. Der T1-92
Ist so aufgebaut, dass die Geometrieanwendungen in der gewahlten Sprache angezeigt werden.

Die um das Plus-Modul erweiterte Version

Erweiterung auf 256 kB RAM (davon 188kB verfligbar) 384kB Datenspeicher fir Funktionen,
Programme und Daten, umfangrei che M athemati k-Funktionen, symbolische und graphische Lésung
von Differentialgleichungen mit Richtungsfeldern, erweiterte lineare Algebra, 3D-Rotation und
Konturplot , lineare und nichtlineare Gleichungssysteme, interaktiver numerischer Gleichungd dser,
erweiterte Stati stikfunktionen

Die aktuelle TI-92-Plus-Version

Der CA-TR TI-92 PLUS i st ausgestattet mit der Advanced Mathematics Software Version 2.0.3
als Betriebssystem. (Mittlerweile kann sie schon auf die Version 2.0.5 upgedated werden). Ab
der Betriebssystemversion 2 stehen 2MB Flash-ROM zur Verfligung, von denen 702kB fur den
Anwender verfigbar sind. Eine deutliche Verbesserung ist auch beim Bildschirm zu bemerken.
DasDisplay (128 x 240 Pixel) ist schérfer und kontrastrel cher und erlaubt so eine bessere Lesbarkelt
der Informationen. Das eingebaute CA S beinhaltet zahlrei che Erweiterungen und V erbesserungen.

Der TI1-89

Der CA-TR TI1-89 unterscheidet sich vom T1-92-Plusim Wesentlichen durch ein anderes (, TR-
ahnlicheres*) Aussehen. Dies fuhrt aber zu einem kleineren Bildschirm und zu einer starken
Mehrfachbelegung der Tasten, was etwa ein Arbeiten mit dem Texteditor kaum mehr sinnvall
erscheinen lasst. Die Software des T1-89 ist identisch mit der T1-92 Plus Software, ausgenommen
der Geometrie.



Abb.7: CA-TR TI-92-Plus und TI-89

3.3.2 Benutzerschnittstelle

Nach dem Einschalten erscheint am Display oben eine Menlleiste, darunter der Bildschirm (Home
Screen), unten die Eingabezeile und ganz unten die Statuszeile. Beim Einschalten erscheint im
Display der Bildschirm und die Eingabezeile mit den zuletzt bearbeiteten Daten (beim Ausschalten
bleiben ale Daten des momentanen Bearbeitungszustandes gespeichert - was sich beim praktischen
Arbeiten im Unterschied zu PCs al's besonders angenehm erweist).

In der Eingabezeile erscheint der zuletzt eingegebene Ausdruck oder Befehl und dartiber linksbiindig
i.a. in mathematischer Darstellung (, pretty print*) die eingegebenen Ausdriicke und jeweils
rechtsbiindig die Ergebnisse. In der Eingabezeile werden Zahlen, Ausdriicke und Befehle in
linearisierter Form eingegeben. In der Statuszeile werden Informationen Uber Zustand und Modi -
in denen der Rechner arbeitet - angezeigt. Zu al diesen Voreinstellungen hat man Uber die MODE-
Taste Zugang. Der Bildschirmspeicher kann bis zu 99 Ausdriicke speichern (Standardwert ist 30),
die gescrollt werden kénnen. Die Berechnungen erscheinen dabei, dswaren sie auf einem Kassabon
ausgefuihrt worden. Die Mentis enthdten Befehle oder Untermentis (SAA-Standard). Esgibt insgesamt
zehn Anwendungsfenster (applications) fir diverse mathemati sche Tétigkeiten bzw. Anwendungen.
Diese konnen mit der APPS-Taste aufgerufen werden.

:TaI-:-TE . .
t0atasMatrix Editor »
tProgram Editor k
fText Editor k
fHumeric Soluver

f Home
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Hilfesystem
Der Benutzer kann Uber einen Katalog (2nd Catalog) bzw. nach Themen geordnet (2nd Math),

einen Uberblick Uber die eingebauten Funktionen unter Angabe der Syntax bekommen. Ein
Hilfesystem, wie dies bel PCs Ublich ist, steht am CA-TR naturgemal3 nicht zur Verfigung.




3.3.3 Funktionsbeschreibung

Computeralgebra und Numerik
Dasimplementierte CAS stammt von den DerIVE-Entwicklern, ist also mit DERIVE vergleichbar.
Esermdglich aber oft einen noch direkteren Zugang zu Aufgabenstellungen alsdiesbei DERIVE

der Fall ist. Viele Erfahrungen, die im Umgang mit DeErIVE und bei der Entwicklung von TR
gewonnen wurden, kamen den Entwicklern dieses Werkzeugs zu Gute.

Die Software des CA-TR ist aber im Unterschied zu DeERIVE in der Programmiersprache C geschrieben
und von seiner Leistungsfahigkelt - aufgrund begrenzter Hardware- und Spei cherressourcen doch
deutlich schwécher, was aber bei schulischen Anwendungen oft kaum eine Rolle spielt. Gerade
in diesem Bereich holt aber der CA-TR mit zunehmender Speichervergrolierung stetig auf. Konnte

z.B. das Grundmodell die Zahlen 1111111 111 111 oder 2% —1 nicht korrekt faktorisieren,
ist dies nun kein Problem mehr (wenn es auch bel der zweiten Zahl einige Minuten dauert, bis
die beiden Faktoren 193707721 und 761838257287 erscheinen).

Das System 16st auch lineare und nicht-lineare Gle chungssysteme.
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Das aktuelle Modell berechnet auch die exakte Lsung zahlreicher gewohnlicher Differentiaglei-
chungen erster und zweiter Ordnung, dartberhinaus wird auch die M6glichkeit zum numerischen
Ldsen von Differential gleichungen nach den Methoden von Euler oder Runge-K utta bereitgestellt.
Pardle kdnnen dazu Richtungsfelder der eingegebenen Differentialgleichungen gezei chnet werden
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Das System findet Eigenwerte und Eigenvektoren, berechnet Matrixfunktionenwie z.B. exp(A)
und weitere Ubliche Umformungen.
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Datenreihen und Tabellen
Datenreihen kénnen u.a. Uber die Tastatur, vom PC oder Uber die Messinterfaces CBL und Ranger
eingelesen werden. In einer Art spaltenorientierten Tabellenkalkulation lassen sich diese Daten
dann statistisch und grafisch auswerten und darstellen. Die Tabellen kdnnen aber auch alsMatrizen
aufgefasst werden, um entsprechende Operationen auszufihren
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Rechnen mit Mal3einheiten

Der TR gestattet das Benutzen von Mal3einheiten in Gleichungen, symbolischen Berechnungen
oder in Umrechnungen von einer Einheit in eine andere. Aus 20 physi kaisch-chemischen Konstanten
und Uber 100 Einheiten kann der Benutzer auswahlen bzw. sein eigenes Einheltensystem entwickeln.
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Inter aktive Geometrie

Im CA-TRist eine spezielle Version von CABRI-Geometrie (der Version CABRIZ2 entsprechend)
implementiert. Sie kann aber auch gegen das DGS SKETCHPAD ausgetauscht werden. Durch den
kleinen (und bis zur Plus-Version ziemlich kontrastarmen) Bildschirm (240 x 128 Pixel) ist das
Arbeiten mit diesem Tell (im Vergleich zur PC-Version) natirlich ziemlich mihsam und die
Darstellung der Figuren etwas dirftig. Geometrische Konstruktionen lassen sich ohne und mit
Koordinatensystem erstellen. Mal3e kdnnen von und zu Tabellen Gbertragen werden. Es lassen
sich Ortslinien darstellen; sogar automatisch ablaufende Animationen sind realisierbar.
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Graphik
Der CA-TR verfugt Uber sechs verschiedene Graphikmodi: Darstellen von Funktionen, von
parametrisierten Kurven, Polardiagramm, von Folgen, von numerischen Ldsungen von
Differentialgleichungen und 3D-Darstellung. 3D Rotation und Kontur-Plot Echtzeit-Rotation und
Kontur-Plot unterstiitzen die Visuaisierung dreidimensionaler Zusammenhange. Durch die Teillung
des Bildschirms lassen sich zwei Darstellungsformen eines Ausdrucks gleichzeitig betrachten.
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Textedition

Mit dem einfachen Texteditor konnen Textteile markiert, gel6scht, kopiert, eingeftigt und gesucht
werden, und die Texte lassen sich speichern und laden. Eine niitzliche Einsatzmoglichkeit besteht
darin, dassin einem Text Befehle und Anweisungen aus dem gesamten Funktionsbereich des Rechners
eingefligt werden konnen. Dadurch entstehen sogenannte Skripts, die sich auf Befehl hin ausfihren
lassen. Ein solches Skript kann bel spiel swei seim Unterricht gemeinsam mit den Schulern erstellt
werden, ein festes Ldsungsschemal&sst sich so zu einem ,, Strategieskript” transformieren. Eskann
aber auch vom Lehrer fir die Schuler as Arbeitshlatt erstellt werden oder a's Dokumentation von
den Schilern in einer Prifungssituation dienen.

Algorithmik

Mit dem CA-TR ist prozedurales und funktionales Programmieren moglich. Besonders durch
benutzergenerierte Funktionen ist esmdglich in natirlicher Weise den Befehlsumfang desCA-TR
weiter zu vergrofdern. Die eingebaute Programmiersprache (T1-Basic) stammt inihrem Kernvon
Ti und unterscheidet sich damit deutlich von der in DErIVE méglichen Programmierweise. Die
Syntax ahnelt der von Pascal. Die M 6glichkeiten zur interaktiven Eingabe sind denen von Pascal
alerdings weit Uberlegen: so lassen sich Dialogboxen, Rollmenis etc. definieren. Auch
benutzerdefinierte Ments sind moglich, sodass dem Rechner damit ein vollig anderes Aussehen
verliehen werden kann. Uber die Assemblersprache erhalten kundige Programmierer Zugang zu
tieferen Schichten des Rechners. (http://www.ti.com/cal ¢/docs/sdk.htm)

Schnittstellen
* Verbindung von zwei TR

Der CA-TR l&sst sich untereinander zum schnellen Datenaustausch verbinden. Neben beliebigen
Inhalten kann auch das gesamte Betriebssystem mitsamt den verschiedenen Applikationen von
einem Rechner zum anderen Ubertragen werden.

* Verbindung TR und PCs

Uber das sog. Graph-Link-K abel ist eine Verbindung zwischen TR und PC méglich. Dies dient
zum Sichern des TR-Inhaltes, zum Ausdrucken von Bildern, zum Erstellen von Dokumentationen,
zum Update neuer Software, neuer Betriebssysteme und neuer Applikationen sowie zur Erstellung



von Programmen. Die Unterstiitzung des TS auf PC-Seite ist aber bisher leider nicht ganz
zufriedenstellend. So lassen sich zwar Programme mit der zugehérigen Graph-Link-Software
entwickeln, zum Testen missen sie aber wieder auf den TR gespielt werden. Mittlerwelle existieren
aber auch schon einige PC-Emulationen, die esermdglichen, einen beliebigen TI-CA-TRam PC
zu simulieren. Erforderlich dazu ist aber das Auslesen des ROMss des entsprechenden TR, was
natlrlich nur beim eigenen Gerét zuléssig ist.

(' http://www.tical c.org/basi cs/cal cul ators/ti-92plus.html bzw. http://vti.acz.org/)

* View-Screen

Eine fur den Unterricht sehr wichtige Schnittstelle ist die zum Overhead-Panel. Dadurch wird
es moglich jedes beliebige TR-Bild in der Klasse grof3 zu projizieren und alle Schiiler konnen
verfolgen, was der Lehrer oder ein Schiller zeigen méchte.

» Datenerfassung, Messsonden

Zur Datenerfassung stehen spezielle M esssonden zur Verfiigung: CBL, CBL-2 und CBR. Andie
Calculator-Based Laboratories (CBLS) konnen eine grof3e Zahl an Messfilhlern (z.B. zur Messung
von Strom, Spannung, Lichtstérke, Geschwindigkeit, Beschleungigung, Kraft, Druck, Temperatur
usw.) zur Datenerfassung angeschlossen werden. Das CBR ist ein Ultraschall-Bewegungs-Sensor,
mit dem auf einfachste Art und Weise Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung gemessen werden
konnen. (http://www.bk-teachware.com/cbl/home.html)

o Kompatibilitét

Daten und Programme kdnnen mit einem T1-89, einem herkémmlichen T1-92 oder einem anderen

T1-92 PLUS mit dem beigelegten Rechner-zu-Rechner-Kabel ausgetauscht werden.
Applikationen

Eine Applikation ist eine spezielle Art von Programm. Zur Programmierung ist ein Software
Development Kit notwendig. Die Programmierspracheist Maschinensprache/ Assembler. Dadurch
kann das Programm direkt auf den Prozessor zugreifen und ist daher schneller und leistungsfahiger
alseinin TI-Basic geschriebenes Programm.

Applikationen werden im Flash-ROM gespeichert. Damit werden Sie nicht durch ein einfaches
Zuricksetzen des Rechners (reset) geldscht. Applikationen gibt es fr alle TI-Graphikrechner,
die mit einem Flash-ROM Speicher ausgestattet sind. Dies sind T1-83 PLUS, TI-89, T1-92 mit
T1-92 Plus Modul und TI-92 PLUS. Zur Zeit (Juli 2000) stehen folgende Applikationen (unter
http://www.ti.com/cal ¢/flash/92p.htm bzw. http://www.ti.com/cal ¢/oesterrei ch/89apps.htm ) zur
Verflgung:

* Interaktive Geometrie

Die Geometriesoftware des T1-92 (basierend auf Cabri Geometrell) ist auch as Applikation
fur den T1-92 PLUS und den TI1-89 erhdltlich.

» Geometer's Sketchpad fur den T1-92 PLUS

Basierend auf Geometer's Sketchpad von Key Curriculum Pressexistiert fir den TI1-92 PLUS
nun eine zweite Geometrieapplikation
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Statistik mit List-

Editor

Die Applikation beinhaltet Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, auch schlief}ende Statistik
und einige weitere hohere Statistikfunktionen. Die Applikationen arbeiten wie beim T1-83

und TI-83 PLUS.
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Sprachsoftware

Anzeigen, Fehlermel dungen und die meisten Funktionen sind mit dieser Software neben Englisch
in vielen weiteren Sprachen méglich
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Finanzmathematik

Diese Applikation erweltert den Umfang der finananzmathemetischen Funktionen des T1-92-Plus.
(Time-Value-of-Money (TVM), uneven cash flows, amortization, and more)

Fi- Fz
Tool5|Campuks

1

H=Zc0.
Ix=13.

Cpy=1Z.
PMT = SN

PU=1G0GGE,

BEGIH

MAIN

EAD AUTO

FUMC

EE®Pro

Diese spezidle Software fur Elektroingenieure von DaVinc Technologies Group. Inc. vereinfacht
zahlreiche Standardberechnungen durch zusétzliche Funktionen.
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3.34 Dokumentationen
Handbuch, T3-Materialien, TI-Nachrichten, Derive- und TI-User-Group
Internet-Sites: ACDCA, T1-Com, T3-Organisation

Hauptinformationsguelle ist das tbersichtliche und mit Beispielen angereicherte ca.500 Seiten
starke Handbuch. Fur das Plus-Modul bzw. den TI-92-Plus gibt es zusétzlich ein ca.250 Seiten
starkes Erganzungshandbuch, in dem die Erweiterungen und Neuerungen besprochen werden.

Daneben findet sich aber die schwer zu Uberblickende Vielfalt an CA-TR-bezogene Literatur,
die sich (so wie bei allen anderen CAS) mit vielfdtigsten Aspekten seiner Verwendung
ausei nandersetzt.

34  CAs am Beispiel von Ti-Interactive!

Mit der Entwicklung von Tl-Interactive!® wird in den néchsten Jahren eine bisher vermisste Briicke
zwischen dem CA-TR und CAS am PC geschlossen. Es gibt zwar den CA-TR Ti einerseitsund
Derive anderersaits, aber eine Kompatibilitdt zwischen beiden ist nicht vorhanden. Dieswére von
grofem Vorteil, etwa dann, wenn man die besseren Graphikmoglichkeiten eines PC bei
Funktionsuntersuchungen niitzen will oder bei zahl entheoretischen Problemen oder Simulationen
auf hohere Rechnerleistung angewiesen ist und Programme nicht auf dem kleinen TR-Schirm
entwickeln will. Esist tberhaupt im Sinne eines flexiblen Einsatzes wenn im Klassenraum ein
CA-TR bereitsteht, der vom Befehlsumfang und der Leistungsféhigkeit , Teilmenge“ eines
umfassenderen Systemsist, das auf den PCsim Informatikraum zur Verfigung steht. Solch eine
Ldsung zeichnet sich nun erstmalig ab.

3.4.1 Hardware-Erfordernisse

e Tl-Interactive! 1.0 l&uft unter dlen Betrigbssystermen der Windows-Familie (Win 95/98/2000/NT).
Es bendtigt ca.10 MB, 20MB werden fur einen problemlosen Betrieb empfohlen.

* DieSetup-Datel besitzt eine Grofevon 13.673 KB, iminstallierten Zustand bendtigt es etwa
20MB Speicherplatz.

*  Will man die Internetfahigkeiten des Programms nutzen, sollte weiters ein aktivierbarer Internet-
zugang eingerichtet sein.

3.4.2 Benutzerschnittstelle

Die Benutzerschnittstelle des Ti-Interactive! stellt eine Weiterentwicklung der entsprechenden
CA-TR-Versondar. An Stelle des Home-Screen fungiert ein Arbeitsblatt. Auf diesem Arbeitsbl att
kann wie bel einer Textverarbeitung geschrieben werden. Dartiber hinaus kénnen darauf auch
Berechnungen durchgefiihrt werden, wobei Formelnin linearisierter oder in zweidimensionaler
Form eingegeben werden kdnnen. Dazu dient die sogenannte Math-Box. Graphiken und Wertetabellen
konnen erstellt, Listen mit Datenreihen ausgewertet, Matrizen eingegeben und Arbeitsbl &tter der
integrierten Tabellenkalkulation eingebettet werden. Uber ein Statistik-Werkzeug kénnen
Regressionsrechnungen und andere statistische Auswertungen durchgefihrt werden. Leicht zu
benutzende Datenaustauschfunktionen gewahrleisten den Zugriff auf (bisher leider nur) TR der
Serie TI-83 bzw. TI-83 Plus. Einintegrierter Browser ermoglicht Inhalte aus dem Internet in das
Arbeitsblatt zu Ubertragen. Ist ein Objekt (Term, Tabelle, Graph, Tabellenkalkulationsblatt, usf.)

3 Eine Beta-V ersion des Programmes wurde wel tweit erstmalig bei der - im Rahmen unseres CAS-Projekts 3
veranstalteten - Sommer Akademie im August 1999 in Gdsing / Niederdsterreich vorgestellt.



in das Arbeitsbl att el ngebettet, so gelangt man durch Anklicken dieses Objektsin den entsprechenden
Bearbeitungsmodus und man kann beliebige weitere Manipul ationen damit vornehmen.

[AER-2BnaDEY 0o

Berechnungen Graphlken Datenrelhen/ Tabellenkalk lation Da&éntransfe\EMall
Rechnermodi Wertetabellen Matrizen  Statistik  TR-Schirm  Browser

Abb.8: Die wesentlichen Bearbeitungsmodi in Ti-Interactive!
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DasHilfesystem ist &hnlich zu DERIVE sehr umfassend, konnte aber noch mit Beispielen zu alen
Befehlen angereichert werden. Esist jedoch in sehr Ubersichtlicher Form im HTML-Hilfe-Stil

aufgebaut.
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intuitive Benutzerfuhrung aufweist und in dem (éhnlich der TR-Version) eine Reihe von
mathematischen Auswertemoglichkeiten bishin zur 1.Ableitung an einer angewahlten Stelle und
zum bestimmten Integral mdglich sind.

T1-83-TR-Funktionalitét

Ti-Interactive! baut auf der Funktionalitét des GTR TI-83 auf. Es verfugt mit Ausnahme der
Programmierfahigkeiten und einiger spezidler finanzmathemati scher Funktionen tber den gesamten
Befehlsumfang des TI-83, wobei der Graphik-Tell aber durch die hohere Leistungsfahigkeit unter
Windows anders gestaltet ist.

Mathematische Textverarbeitung

DasProgramm ist s Ganzes eine mathemati sche Textverarbeitung, dieim Spezidllen die Erstellung
von naturwisssenschaftlichen, technischen und mathematischen Texten mit vielen Formeln und
Graphiken unterstiitzt. Esexfiillt ale Richtlinienwie siein den NCTM 2000 Standards beschrieben
sind.

Inter netfahigkeit

Ti-Interactive! hat einen speziellen Mathematikbrowser (der z.Z. auf dem Internet-Explorer 4.0)
aufbaut) includiert. Dieser gestattet es, Zahlenmaterial aus Internetseiten in Datenlisten zu
transformieren, die mit dem Programm weiter verarbeitet bzw. analysiert werden konnen.
Arbeitsblatter kbnnen per Attachement in einem EMail versandt werden.

Schnittstellen

Das Programm besitzt Schnittstellen zu den GTR-Moddlen TI-83 und T1-83 Plus. Eskonnen beliebige
Inhalte der TR auf das Tl-Interactive Arbeitsblatt Ubertragen werden. Weiters lassen sich auch
TR-Bildschirme tbertragen. Neben der Verbindung mit TR ist auch die Verbindung mit anderen
Datenquellen wie CBL und Ranger moglich.

3.4.4 Dokumentationen

Zum Programm existieren bis jetzt auf3er den mitgelieferten Skripten ,, Getting Started with Ti
INTERACTIVE!" und einem ,, Guide for Teachers* mit Arbeitsanleitungen und -vorschlagen zu
verschiedenen mathematischen und naturwissenschaftlichen Themen noch keine weiteren
Dokumentationen.

Internet; www.ti.com/calc/interactiv

Beim integrierten Browser sind e ne Rethe von Adressen vorhanden, die auf Sitesmit Arbeitbl&tter
zeigen bzw. auf solche, wo fir verschiedene Projekte interessante Daten vorliegen.



4 Grundwissen, Grundvor stellungen, Grundtatigkeiten

Jeder Lehrplan beschreibt Kenntnis- und Wissense emente, Begriffe- und Vorstelungen, Fertigkeiten
und Fahigkeiten, die die Lernenden im Laufe ihres Lernprozesses aufbauen sollen. Meist sind
diese Konzepte nicht klar getrennt, sondern werden in Form von - oft kaum unterscheidbaren -
Lernzielen und Lerninhalten angegeben.

Zumeist wird auch die Bedeutung der Ziele hervorgehoben und die Inhalte dabei alsim Grunde
austauschbar hingestellt. So einfach kann aber mathematisches Lernen nicht gesehen werden. In
der Mathematik sind die Inhalte nicht beliebig austauschbar. Wer als mathematisch gebildet gelten
will, muss Kenntnisse und Wissen zumindest in den Bereichen Algebra, Geometrie, Analysisund
Stochastik aufweisen kdnnen.

Auch die Begriffshildung hat in der Mathematik eine andere - grundlegendere - Bedeutung als
in anderen Wissenbereichen. Uber die Begriffsbildung werden die,, Gegenstande der Mathematik*
(seien esnun Zahlen, Variablen, Gleichungen, Funktionen, V ektoren, die Mandel brotmenge oder
was auch immer) erst erschaffen. Begriffe werden also zu Bausteinen und miissen auf der Seite
des/ der Mathematik-Treibenden mit adéguaten V orstellungen korrespondieren sollen sie erfolgreich
einsetzbar sein.

Untrennbar und doch verschieden vom Wissen und von den Begriffen sind die mathemati schen
Fahigkeiten, die in zumindest vier verschiedenen Qualitéten auftreten konnen: a's Fahigkeiten
im Darstellen und Interpretieren, as operativ-agorithmische Fahigkeiten, als Fahigkeiten im
Argumentieren, Begriinden und Bewelisen und als heuti stische-experimentelle Fahigkeiten.

Problemlésen
Kenntnisse / Wissen Begriffe Fertigkeiten / Fahigkeiten
I I I

Mathematische Inhalte Vorstellungen Mathematische Titigkeiten

» Zahlen / Arthmetik / Algebra M als Sprache * Darstellend-interpret. Arbeiten
. zur Beschreibung von . . .
* Geometrie + Strukturen u. Mustern, * Operativ-algorith. Arbeiten
* Systemen

* Analysis * Kritisch-argument.Arbeiten

* Quantifizierbarem,

* Reproduzierbarem

* logischen Beziehungen,

» Zusammenhéngen

* Ereignissen und Prozessen
« Situationen und Zusténden

* Stochastik * Heuristisch-experiment. Arbeiten

g

Verstehen



Folgen wir der obigen Darstellung, so missen in Mathematik Kompetenzen zumindest in drel
Bereichen aufgebaut werden:

» Kompetenzen, die sich auf Kenntnisse und Wissen beziehen und sich im Vertrautsein mit
mathematischen Inhalten (hauptséchlich) in den Bereichen Zahlen / Arithmetik / Algebra,
Geometrie, Analysis und Stochastik auf3ern.

*  Waeiters Kompetenzen beim Begriffsbilden, beim Verknipfen mathematische Begriffe mit
adaquaten Grundvorstellungen. Ziel dabei ist es, Mathematik als Sprache mit eilgener Syntax,
Semantik und Pragmatik zu verstehen.

o Schliefdlich und insbesondere Kompetenzen im (praktischen) Umgang mit den Inhalten und
Begriffen. Diese mathematischen Fertigkeiten und Fahigkeiten &ul3ern sich in mathematischen
Tétigkeiten wie eben Darstellen und Interpretieren, Operieren und algorithmischen Arbeiten,
Begrinden, Argumentieren, Beweisen und heurischisch-experimentellem V orgehen.

Mit dem Ganzen sollen Ubergeordnete Ziele errei cht werden: einerseits soll esder/dem Lernenden
maoglich werden, die Strukturen, Prozesse und V organge der umgebenden Welt besser verstehen
zu koénnen, andererseits sollen sigler fahig werden, Probleme mit mathematischen Hilfmitteln 16sen
Zu konnen.

Ausgehend vom aktuellen Oberstufenlehrplan soll nun versucht werden, die wesentlichen Inhalte
zuidentifizieren und in den vier angefUhrten Inhaltsbereichen aufzulisten (Abschnitt 1). Weiters
soll auf den Begriffshildungsprozessund die - zumeist sark vernachléssigte - Rolleder Vorstellungen,
die die Lernenden mit den Begriffen verbinden, eingegangen werden (Abschnitt 2). Schliefdlich
sollen die mathematischen Grundtétigkeiten ndher charakterisiert werden (Abschnitt 3). Es sei
darauf hingewiesen, dass darliber hinausim Kapitel Lehrinhalte versucht wurde, eine Darstellung
des Oberstufenlehrplans zu geben, die nach Kenntnisse/Wissen, Begriffe/Vorstellungen und
Fertigkeiten/Fahi gkeiten unterscheidet.

4.1 Grundwissen

Im Folgenden wird eine Darstellung dessen gegeben, was im gegenwaértigen Oberstufenlehrplan
an Wissen vermittelt werden soll. Natrlich muss dabei beachtet werden, dass der aktuelle
Oberstufenlehrplan ein Rahmenl ehrplan ist und damit Schwerpunktsetzungen der / des Lehrenden
maglich (und angesichts der zur Verfliigung stehenden Zeit auch notwendig) Snd. Schwerpunktsetzung
heisst aber, dass einige Inhalte Vertiefungen und Erweiterungen erfahren sollen.

Wasz.Z. fur die Schiler Grundwissenist, wird damit durch die Schwerpunktsetzungen der Lehrenden
definiert (in dem eben manche Inhalte kirzer, andere umfassender unterrichtet werden) und ist
den Schilern ds, Matura-K ernstoff* bekannt zu geben. Jeder , Matura-K ernstoff* (Grundwissen)
wird damit eine Teilmenge der im folgenden angegebenen Lehrinhalte sein.

4.1.1 Zahlen - Arithmetik - Algebra

Die Bereiche Zahlen, Aufbau der Zahlenmengen, Zusammenhange von Zahlenmengen und
Rechenoperationen sind ab der 5.Klasse (Stufe 9) sehr stark mit dem Ausbau des arithmetischen
und algebrai schen Wissens verbunden, so dass eine Trennung der drei Teilbereiche kaum sinnvoll
erscheint. Auchist darauf hinzuwei sen, dass Arithmetik hier sehr weit verstanden wird. Aspekte
der Zahldarstellung und numerische V erfahren werden damit als Welterentwi cklung arithmetischer
Kenntnisse (der Unterstufe) betrachtet.



Formeln / Sprache Mathematik / Modellbildung

»ZU den wesentlichen Fahigkeiten beim Anwenden von Mathematik gehért —im Bereich der
Grundbildung ... ebenso wie im Bereich der htheren mathematischen Allgemeinbildung - das
Ubersetzen von einer verbal gegebenen Darstellungsform in eine mathematische (algebraische
D., grafische D. oder auch Tabellen) bzw. umgekehrt die Interpretation einer in mathematischer
Form gegebenen Information in Worten.

Insbesondere beim Arbeiten mit Funktionen treten diese Ubersetzungsqualifikationen deutlich
zutage, und zwar vor allem bei Aufgaben, die als Arbeiten mit einem impliziten (noch nicht
formalisierten) Funktionsbegriff im Sinne von " Abhangigkeit zwischen zwel Groken™ bezeichnet
werden konnen. In dieser Form tritt der Funktionsbegriff in der Sekundarstufe | haufig auf (impliziter
Funktionsbegriff).

Text Formel / Gleichung

'lahu{f

DieVorteile von Formeln —algemeiner: von symbolischen Darstellungen -, némlich die kompakte
Darstellung und die M 6glichkeit der regel haften Umformung, sind evident. Dennoch nimmt das
algorithmische Arbeiten mit Termen und Gleichungen (insb. das rein mechanische Arbeiten) in
Osterrei chischen Schulen einen vid zu hohen Stellenwert ein. (Oft werden viel zu komplexe Terme
bearbeitet, wie sein der Praxis mathematischer Anwendungen nie vorkommen.) Dagegen beschrankt
sich das Aufstellen von Formeln meist auf das LOsen von Textgleichungen. Das Interpretieren
von Formeln wird kaum as Unterrichtsziel wahrgenommen, empirische Untersuchungen zeigen
z. T. gravierende Defizite auf diesem Gebiet.” (FISCHER/KRONFELLNER, 1999)

Katalog der Kenntnis- und Wissenselemente:

Zahlen und Rechenobjekte

» Eigenschaften, Darstellung und Charakterisierung natrlicher, ganzer, rationaer, irrational er
bzw. reeller und komplexer Zahlen

» Rechenregeln und Zahlenmengen
» Komplexe Zahlen (Darstellungen und Rechenregeln)

»  Vektoren undihre Rechenregeln (Addition, skalare Multiplikation, Skalarprodukt, V ektorprodukt).
Vektoren dsn-Tupd zur kompakten Darstellung des parallelen Rechnens mit mehreren Grolzen.

* Matrizen

e Polynome

* Rechenregeln bzw. algebraische Strukturen (Gruppe, Ring, Korper)
» Teilbarkeit, Primfaktoren, Primfaktorzerlegung

» Besondere Zahlen (T, €, i, figurierte Zahlen, ...)



Arithmetik-Numerik

o Stellenwertsystem und Zahldarstellungen

* Periodizitét

» Darstellungen von Zahlen in Rechenmaschinen

* Fehlerintervalle, Rechenregeln fur Intervalle

» Naherungsverfahren fir Nullstellen, Wurzeln, Flachen

» lterationsverfahren zur Losung von Differenzen- und Differentialgleichungen

Variable und Formeln

» Aufstellen von Formeln aus Texten und Tabellen

» Aufstellen von Gleichungen und Gle chungssystemen aus Texten
» Formulierung von Folgen und Funktionen aus Texten

*  Modellbildung mittels Varablen und Formeln

* Interpretation von Termen, Gleichungen, Folgen, Funktionen

Gleichungen und Ungleichungen

* Formeln als Gleichungen

» Lineare Gleichungen

*  Quadratische Gleichungen

» Algebraische Gleichungen héherer Ordnung (Hauptsatz der Algebra)

»  Spezidle Gleichungen: Betragsgleichungen, Exponentiad- und Wurzelgle chungen, logarithmische
Gleichungen, goniometrische Gleichungen

e Gleichungen mit komplexen Zahlen

* Lineare Gleichungssysteme

* Nichtlineare Gleichungssysteme

*  Charkterisierung von Zahlenmengen (und geometrisch von Strecken, Flachen und Volumina)
durch Ungleichungen

» Lineare und nichtlineare Ungleichungen
» Lineare Optimierung



412 Geometrie

Die Geometrietritt im aktuellen Oberstufenlehrplan zumeist indirekt in Erscheinung, v.a. bei den
Kapiteln zur analytischen Geometrie, bel der nichtlinearen analytischen Geometrie, weitersim
Rahmen der Trigonometrie, einige geometrische Inhalte finden sich auch im Rahmen der Analysis
bei geometrischen Optimierungsaufgaben, bei Flachen-, Oberflachen, V olumsberechungen oder
Bogenlangen. Schliefdlich beinhaten auch Elemente der Graphentheorie geometrische A spekte.

» Dierechnerische Behandlung geometrischer Fragestellungen, aber auch die geometrische Deutung
rechnerischer Aufgabenstellungen gehort zu den Kerngebieten der Mathematik der Neuzeit. Der
erste Tell hat traditionedll einen hohen Stellenwert in der 6sterreichischen Schule (zumindest AHS),
der zweite Tell weniger. Die rechnerische Behandlung geometrischer Problemeist einer der Bereiche,
wo Schiler selbstandig L ésungswege finden kénnen. Oft werden dlerdings komplexe Losungswege
routinisiert (z. B. Abstand windschiefer Geraden mittels V ektorprodukt, Bertihrbedingung, ...).
Kernstoff sollten bestimmte Basi skonzepte und —techniken sein, die langerfristig behaten werden
und mit denen kreativ gearbeitet werden kann.” (FISCHER/KRONFELLNER, 1999)

Katalog der Kenntnis- und Wissenselemente:

K oordinatensysteme

» Kartesisches Koordinatensystem
» Polarkoordinatensystem

»  GaulRsche Zahlenebene

Analytische Geometrie

» Darstellungsformen der Geraden (Funktionsdarstellung, implizite Darstellung, Parameterdar-
stellung, Normalvektordarstellung, Zweipunktform, Abschnittsform)

o Skalares Produkt
» Lagebeziehungen von Geraden

»  Dargelungsformen der Ebene (Funktionsdarstellung, implizite Darstellung, Parameterdarstellung,
Normalvektordarstellung)

» Lagebeziehungen von Ebenen, von Ebenen und Geraden

»  Abstandberechnungen (Punkt - Gerade, Punkt - Ebene, Gerade - Ebene, Ebene - Ebene, Gerade -
Gerade)

* Orthogonalitét, Parallelitét, Winkelberechnungen

» Vektorieles Produkt (Orthogonditét, Flachen- und Rauminhalte, al gebrai sche und geometrische
Eigenschaften)

» Kegelschnittskurven (Gleichungen, Tangenten an diese Kurven legen)

Trigonometrie

*  Winkelfunktionen (Sinus-, Cosinus-, Tangensfunktion)
*  Winkelmalie

» Auflésungsfalle im Dreieck (Sinus- und Cosinussatz)



Differential- und Integralrechnung

Steigung, Krimmung
Flachen- und V olumsberechnungen

Kurven

Kreis, Ellipse, Hyperbel, Parabel
Bogenlange, Mantelflache

Graphen

Knoten-Kanten-Graphen (Gerichteter und ungerichteter Graph, ebener Graph, zu-
sammenhangender Graph, vollsténdiger Graph, bewerteter und unbewerteter Graph, Wegenetze,
Eulersche Linie, Hamiltonsche Linie, Beziehungsdiagramme, Flussdiagramme)

Netzplan, kritischer Weg, Pufferzeit

4.1.3 Analyss

Die Anaysis-Inhate ziehen sich wie ein roter Faden durch die Oberstufe: Funktionen (,, e ndeutige"
Abhangigkeit zweier Grofen), Folgen (Entwicklung in (diskreten) Schritten), Ableitungen (Anderung,
Anderungsprozesse) und Integrale (Kumulation, Kumulierungsprozesse) bilden hier diewesentlichen
Stichworte.

Allgemeines

Eigenschaften von Funktionen (Definitions- und Wertemenge, Abbildungseigenschaften,
Monotonie, Steigung, Krimmung, Extremstellen, Wendepunkte, Stetigkeit, Symmetrie,
Periodizitét)

Parametervariation, Transformation

Verkettung von Funktionen

Verallgemeinerung des Funktionsbegriffes

Einige Grundfunktionen:

Lineare Funktion (Steigung, Ordinatenabschnitt)

Quadratische Funktion

Betragsfunktion, Gaulklammerfunktion, V orzeichenfunktion, Integerfunktion
Abschnittwel se definierte Funktionen

Potenzfunktionen (nattrliche, ganze, rationale und reelle Exponenten) und entsprechende
Rechenregeln

Polynomfunktionen und rationale Funktionen
Winkelfunktionen (Zusammenhange, Additionstheoreme)
Exponentialfunktionen und entsprechende Rechenregeln
Logarithmusfunktionen und entsprechende Rechenregeln



Grenzprozesse

» Endliche und unendliche Zahlenfolgen

» Grenzwerte von Zahlenfolgen (Umgebung, Haufungspunkt und Grenzwert)
» Eigenschaften und Charakterisierung von Folgen

* Explizite und rekursive Folgen

» Naherungsverfahren (fir Nullstellen, Wurzeln, Flachen)

* Summenfolgen

» Potenzreihen

Differentialrechnung

,» Der Differenzenquotient und sei ne verschiedenen Deutungen sollten im Unterricht einen hoheren
Stellenwert erhalten as bisher; dieser Begriff ist nicht nur ein notwendiger, moglichst schnell zu
Uberwindender Ausgangspunkt auf dem Weg zum Differentia quotienten. Zum Ausgleich fur diese
Ausweitung kann bei der Fundierung des Differential quotienten an Anspruch und Zeit eingespart
werden: fur den Kernstoffbereich genligt ein anschaulicher Grenzwert"begriff”, aufbauend auf
der Idee des unbegrenzten Naherns und eine Beschrankung auf Polynomfunktionen.
(Differentiationsregeln, die Uber das Arbeiten mit Polynomfunktionen hinausgehen, verlieren durch
Computer und Symbolic Calculation Software an Bedeutung und sind bestenfal s Spezialistenwissen,
das den Kernstoffbereich deutlich Ubersteigt.) Der Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen
der Ableitung und dem Monotonieverhalten bildet die Basis fur die Ermittlung von (lokalen)
Extremstellen (Monotoniewechsel!) und von Kurvenverléufen. Schwerpunkt sollte auf Deutungen
(und Bedeutungen) der zugrundeliegenden Begriffe und nicht auf das rein a gorithmische Anwenden
gelegt werden.” (FISCHER/KRONFELLNER, 1999)

»  Anderungsmalie

« Mittlere und lokale Anderung

» Differenzenquotient und Differential quotient

» Ableitungsregeln (Ableitung von Summen, Produkten, verketteten Funktionen)

* Ableitungen von Funktionen (Potenz-, Polynom-, rationale, Winkel-, Exponential-,
L ogarithmusfunktionen)

e Monotonie, Steigung, Krimmung

*  Ermittlung von Extrema und Wendepunkten

*  Funktionsdiskussion und Funktionen aus Teilinformationen ermitteln
*  Optimierungsrechnung

Integralrechnung

» Wiebel der Differentialrechnung sollte auch bei der Integralrechnung dem "prainfinitesimalen
Tell des Begriffshildungsprozesses' mehr Bedeutung bei gemessen werden. Anhand der tiblichen
Problemstellungen aus der Geometrie (Flacheninhalt, Volumina, ggf. auch Bogenlange) und aus
der Physik (Wegléange, Arbeit, ...) kann folgendes Muster herausgearbeitet werden: Wird eine Grole
¢ durch Produktbildung aus zwei anderen Groéf3en a, b erhalten, c=axb, falls a, b konstant sind,
so kann man fir den Fall, dassanicht konstant ist, c néherungswei se durch das"verallgemeinerte
Produkt”



C=a xAb, + & x Ab, + ...

erhaten werden. Im geometrischen Kontext sind dies Summen von Inhalten von (diinnen) Streifen,
Scheiben, bzw. von kleinen Strecken. Zur V erbesserung des Naherungswerts kann man mehr (und
daher auch diinnere) Streifen, ... nehmen. Fhrt man diesen Naherungsprozess unbegrenzt fort,
gelangt man zum Integral im Sinne einer "unendlichen Summe von unendlich vielen unendlich
dunnen Streifen, ...". (FISCHER/KRONFELLNER, 1999)

» Umkehrung der Ableitung (, Aufleitung®)

+  Rekonstruktionen von Funktionen auf Grund ihrer Anderungsrate

»  Berechnung von Flacheninhalten (Unter-, Ober-, Zwischensummen), Flacheninhaltsfunktion
» Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

»  Fachenberechnungen, V olumsberechnungen, Bogenlangen, Mantelflachen, physikalische
Arbeit und Energie

*  Numerische Integrationsverfahren
* Riemannscher Integralbegriff

Differenzen- und Differentialgleichungen

*  Grundlegende Wachstumsmodelle (linear, exponentiell, begrenzt, logistisch, periodisch, ...)
» Diskrete und kontinuierliche Beschreibung von Wachstumsvorgangen

*  Wachstumsmodelle mit einer, mit zwei oder mehreren Zustandsgrofien

» Einfache Differentialgleichungen

414 Stochastik

» Die Beschreibende Statistik gehort zu jenen Inhalten des Mathematikunterrichts, bei denen die
spatere Verwendbarkeit, sei es in Beruf, Studium oder privat-6ffentlichem Leben am
wahrscheinlichsten ist. Dementsprechend hat sie bereits beim "Allgemeinwissen" einen hohen
Stdlenwert. Well das Erreichen eines hohen diesbeziiglichen Standards alerdings noch nicht gesichert
ist und weil fortgeschrittenere Konzepte und differenziertere Betrachtungsweisen as Teil
weiterfuhrender Bildung sinnvoll erscheinen, wird ein entsprechendes Kapitel auch in diesem
Teil vorgeschlagen. Dabei flief3en auch neuere Entwicklungen der Wissenschaft ein (Renaissance
graphischer Methoden, "Exploratory Data Analysis').” (FISCHER/KRONFELLNER, 1999)

Katalog der Kenntnis- und Wissenselemente:
Beschreibende Statistik

»  Graphische Darstellungsmoglichkeiten fir Daten (Histogramme, Krel sdiagramme, Stengdl-Bl ait-
Diagramme, Kastenschaubilder, ...)

* Absolute und relative Haufigkeiten, Haufigkeitsverteilungen

» Zentramal3e wie arithmetisches Mittel, Modawert, Median

» Streuungsmal3e: Spannweite, Quartilen, mittlere absolute und quadrati sche Abweichung
» Zusammenhang zwischen Merkmalen (Streudiagramme, Regression, Korrelation)



Wahrscheinlichkeitstheorie

Grundbegriffe wie Zufallsexperiment, Zufallsgerét, Ergebnis, Ereignis, ...

Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit ( Gunstige / mogliche Ergebnisse)
Wahrscheinlichkeit alsrelativer Anteil, alsrelative Haufigkeit und als subjektivesVertrauen
Graphische Darstellungsmdglichkeiten wie Mengen- oder Baumdiagramm
Gegenwahrscheinlichkeit, Multiplikationsregel, Additionsregel, totale Wahrscheinlichkeit
Haufigkeits- und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zufallsvariable und ihre Verteilungen, Erwartungswert und Varianz, diskrete und stetige
Zufallsvariablen

Binomialverteilung (Binomiakoeffizient, Erwartungswert und Varianz einer binomiaverteilten
Zufallsvariablen)

Normalverteilung (Gaul3sche Glockenkurve, Dichtefunktion)

Beurteilende Statistik

Testen von Hypothesen Uber relative Antelle (ein- und zwel seitige Antellstests, Nullhypothese,
Gegenhypothese)

Konfidenzintervalle fir relative Anteile



4.2  Grundvorstellungen

Wir werfen Uber die Erfahrungswelt ein Netz der Begriffe
und suchen sie darin zu fangen
Frey, 1967

Wie eingangs angedeutet, spielen Begriffe und damit die Begriffsbildung eine besondere Rolle
in der Mathematik. Geeignet gefasste Begriffe Sind sozusagen das Werkzeug, mit dem die Mathematik
gebaut wird. Das Verstehen von Mathematik ist auf das Engste mit dem Verstehen der
Begriffsbildungen verbunden. Dieses Verstehenist in der Regel ein Prozess, in dem verschiedene
Stufen identifiziert werden konnen.

4.2.1 Stufen desBegriffsverstandnisses

In seiner ‘Methodik des Begriffdehrensim Mathematikunterricht’ unterscheidet H.-J. VOLLRATH
fUnf verschiedene Aspekte (Stufen) des Begriffsversténdnisses (VOLLRATH, 1984):

* Intuitives Begriffsver standnis (Begriff als Phénomen)

- Begriff as Phanomen in der Umwelt und der Mathematik

- Wurzeln des Begriffsin der Umwelt des Schilers

- Welche Bedeutung besitzen Phénomene bel der Genese eines Begriffes?

* Inhaltliches Begriffsver standnis (Begriff als Tréger von Eigenschaften)
- Erfassen von Eigenschaften in verschiedenen Darstellungen
- Lésen von Problemen mit Hilfe von Eigenschaften

* Integriertes Begriffsverstéandnis (Begriff as Tell eines Begriffsnetzes)
- Erkennen von Zusammenhangen zwischen Funktionsel genschaften
- Aufzeigen von Gemeinsamkeiten und Unterschieden zwischen verschi edenen Funktionstypen

» Formales Begriffsver standnis (Begriff als formales Objekt)
- Kenntnis verschiedener Definitionen
- Anwendung des Begriffs im Rahmen von Beweisen

* Strukturelles Begriffsverstéandnis (Begriff als strukturierbares Objekt)

- Kenntnis wichtiger Verknipfungen von Funktionen

- Vorstellung von Verknuipfungen in den entsprechenden Darstellungsformen
- Begriindung von Eigenschaften von Verknupfungen

- Kenntnis der Verknipfungsgebilde von Funktionen

Seit VOLLRATH 1984 diese Stufenschemazum Begriffdehren im Mathematikunterricht entwickelt
hat, wurden fUr elne Reihe von wesentlichen Begriffen derartige Stufenschemata ausgearbeitet:



Zum Funktionsbegriff von VOLLRATH sabst (1984, S.215-216), zum Iterationsbegriff von WEIGAND
(1989, S.53-54), zum Folgenbegriff von WEIGAND (1993, S.146-147), zum Begriff Abbildungen
von HOLLAND (1996, S.184-188), zum Begriff des Grenzwert von HAYEN (1988, S.72-95), sowie
zum Integral begriff (von Blrger). BURGER verfolgt alerdings ein etwas abgewandd tes Stiufenschema

H.-G.WEIGAND gibt in seiner Arbeit ,, Zum Versténdnis von Iterationen im Mathematikunterricht®
(WEIGAND, 1989, a.a.0.) ein Beispiel, wie ein derartiges Stufenschema beim Iterationsbegriff
aussehen konnte.

Beispiel 1 Ein Stufenschema zum Erwerb des Iterationsbegriffes (Weigand, 1989, S.53-54)

1.Stufe: Intuitives Begriffsverstandnis

- Die Schiler erleben die lteration als sukzessives Wiederholen eines Musters, einer
Gesetzméaldigkeit oder einer Aktion.

- Sie erkennen die Iteration als eine grundlegende Denkweise bel der Langen, Flachen- und
Zeitmessung.

- Mit dem Iterationsbegriff sind Vorstellungen vom konstruktiven Aufbau der nattirlichen
Zahlenreihe verbunden.

- Die Schiler verwenden iterative Strategien, wie z.B. das systematische Suchen oder das
Programmieren von , Schleifen' zum Ldsen von Aufgaben.

2.Stufe: Inhaltliches Begriffsverstandnis
- Die Schiler kennen Eigenschaften von Iterationsfolgen (Monotonie, Divergenz, Oszillation).

- Sieerkennen die Konvergenz eines Iterationsverfahrens am schliefdich konstanten numerischen
Verhalten der Iterationswerte.

- Siekodnnen einfache Iterationsverfahren und Einschachtel ungsverfahren konstruieren und mit
Hilfe rekursiv definierter Folgen darstellen.

- Sie kennen verschiedene V eranschaulichungen von Iterationsfol gen.

3.Stufe: Integriertes Begriffsverstandnis

- Die Schiler kénnen Iterationsverfahren zum Losen von Gleichungen konstruieren und mit
Hilfe eines Rechners durchfihren.

- Sieerkennen die Wechsel beziehung zwischen der Iterationsfunktion, der Iterationsfolge und
der Wahl des Startwertes.

- Die Schuler kdnnen das konvergente Verhalten einer Iterationsfolge mit Hilfe des
Grenzwertbegriffs beschreiben.

- Siekennen dieIteration als wichtiges Strukturelement eines Algorithmus und unterscheiden
zwischen iterativen und rekursiven Prozessen.

- Sieefassen diskrete Situationen (etwa Wachstumsprozesse) mit Hilfe von Differenzenglei-
chungen.

4. Stufe: Kritisches Begriffsverstandnis
- Die Schuler konnen Iterationsverfahren hinsichtlich ihrer Einsatzméglichkeiten beurteilen.



- Siekonnen Iterationsverfahren modifizieren und optimieren.
- Siekonnen Fehlerabschatzungen bei Iterationsverfahren durchfthren.

- Sie kennen die Bedeutung von Intervallschachtelungen fur die Existenz und Eindeutigkeit
bei der Zahlenbereichserweiterung.

5. Stufe: Formales Begriffsversténdnis

- Die Schiller kennen die Begriffe kontrahierende Abbildung, abstoRender und anziehender
Fixpunkt.

- Siekennen den Fixpunktsatz und konnen Konvergenzbewei sefir Iterationsverfahren fihren.
- Sie kennen Eigenschaften der Iterierten von Funktionen.
- Siekonnen Beweise mit Hilfe der Vollstandigen Induktion fuhren.

- Siekennen numerische L osungsverfahren von Differential gleichungen und kénnen explizite
Lésungen von Differenzengleichungen gewinnen.

4.2.2 Begriffe gehen mit Vorstellungen einher

Jeder mathematische Begriff a's elementare Einheit einer mathematischen Theorieist stets mit
intuitiven Vorstellungen und Begleitvorstellungen auf Seiten des Lernenden bzw. ganz allgemein
auf Seiten des Mathematik Treibenden verbunden. (E.FIscHBEIN, R.v.HOFE). Mathematisches
Denken ohne Vorstellungen gibt esnicht. ,, Im giinstigsten Fall kénnen solche V orstellungen das
mathematische Denken positiv beeinflussen. Siekénnen jedoch auchin dielrre fihren, wennsie
schdsFehlvorge lungen verfestigen und ein tragféhiges Begriffsverstdndnis verhindern®. (R.v.HOFE,
1996). Fur das Mathematiklernen stellt sich daher die Frage, ,, wie man mit diesem intuitiven Denken
umgeht, ob man etwaannimmt, dass sich adéquate V orstellungen bel enem angemessenen formaen
Umgang mit Mathematik von sdlbst einstellen, oder ob man die Ausbildung von Grundvorstellungen
bewul3t begleitet und fordert* (R.v.HOFE, aa.O)

Dieser Ansatz hat den Vorteil, das er eine Sensibilisierung des Lehrersfir Denkprozesse seiner
Schuller bewirkt: Versténdigungsprobleme zwischen Schillern und Lehrern haben im wesentlichen
ihre Ursache darin, dass mathematische Begriffe und Symbole vom Schiler oft anders gedeutet
werden, asesim Sinne des L ehrers adaquat wére. Weiters besteht die berechtigte Hoffnung, dass
es zu einem behutsameren Umgang mit Schilerfehlern kommt.

4.2.3 Aufbau von Grundvorstellungen

Wenn wir davon ausgehen, dass Begriffe die ,, Bausteine" jeder mathematischen Theorie bilden
(z.B. der Begriff der Teilbarkeit als Baustein fir weite Bereiche der Zahlentheorie oder der Begriff
der Funktion als Baustein der Analysis), so kommt gerade in einem CAS-unterstiitzten
Mathematikunterricht dem Erwerb von Begriffen und der Aushildung tragfahiger Grundvorstellungen
eine besondere Bedeutung zu. CAS sind nicht nur vielseitige Werkzeuge, die einerseits leicht
durchschaubare, aber rechenaufwendige Umformungen und V erfahren tbernehmen, andererseits
insbesondere durch ihre Darstellungsmdglichkeiten in effektiver Weise die Begriffsbildung
unterstitzen. Dariiber hinaus kénnen sie durch Anregung von Denkprozessen zur Festigung von
Grundvorstellungen beitragen.



Wenn es durch CAS zu einer Verlagerung von ,, Handka kilkompetenzen® hin zu ,, Strategie-
kompetenzen* kommt, muss auf die Entwicklung entsprechend tragféhiger Grundvorstellungen
stérker geachtet werden. Grundvorstellungen sind die Trager der Bedeutung des mathematischen
Inhalts und reprasentieren fur das Individuum den Kern des Inhalts (W.BLUM/B.WIEGAND, 1998,
S 30). So gesehen machen Grundvorstellungen Inhalte erst anwendbar. (G.MALLE).

Im Unterricht treten haufig Iterationen auf. Iterationen sind ein wesentliches Werkzeug der
Mathematik, nicht nur seit Entwicklung der Systemdynamik mit ihren Simulationsmodellen. Sie
sind allgegenwartig, bereits beim babyl onischen Wurzel ziehen oder der Exhaustionmethoden des
Archimedestreten sie auf. So wichtig iterative Prozesse in der Mathematik also sind, so wenig
werden seim Unterricht thematisiert. Gerade hier ist eswichtig, mit den Schillern eine entsprechende
Grundvorstelung zu entwickeln. Das Konzept der Grundvorstellungen kann zum V erstehen dessen
beitragen, was im Mathematikunterricht , Thema ist“. Schiler wollen verstehen, zu oft ist der
Unterricht deswegen wenig ertragreich, weil dieses Verstehen-Wollen zu wenig beachtet wird,
den Schilern zu wenig Anhaltspunkte geliefert werden, die angebotenen Inhalte mit Bedeutung
zu erfillen. Wer den Kern der Sache erkennt, braucht sich au3erdem um die Fulle der Einzel heiten
nicht allzu grof3e Sorgen machen.

Beispiel 2 Eine Grundvorstellung fur die Iteration

Die Iteration ist dadurch gekennzeichnet, dass - ausgehend von einem Anfangszustand - durch
Anwendung stets dersel ben Handlung (Aktion) neue Zustande entstehen und ein System dadurch
eine zeitliche Entwicklung durchl auft.

Iterationsvorschrift

Zustand . i . Zustand |,
(Rechenvorschrift, Funktion, Abbildung,

Algorithmus, “Handlung”, Aktion, ...)

“auswerten”

“ruckkoppeln”

ADbb.10: Grundvorstellung der Iteration als zyklische Maschine

Derartige Diagramme lassen sich in verschiedenen Zusammenhangen finden (z.B. ZeIT-
LER/NEIDHARDT 1993, PEITGEN/JURGENSSAUPE, 1992). Einigermal3en systematisch werden sie
bereitsbel PEITGEN u.a verwendet, wo etwadie,, Ein-Schritt-Rickkoppelungs-Maschine*, , Zwei-
Schritt-Ruckkoppel ungs-Masching* oder ,, Riickkoppel ungs-Maschine mit Gliickrad” besprochen
wird (a.a.0., S.36 ff)



Im Folgenden soll unsdiese Vorstellung einer zyklisch arbeitenden Maschine ds die Grundvorstdlung
beim Umgang mit dem Begriff der Iteration dienen. Da Iterationen sehr oft im Zusammenhang
mit Algorithmen auftreten werden, ist eserforderlich, dieses Bild noch etwas genauer zu fassen:

SE
Anfangszustand (= Zustand ) , Zustand , , Zustand , , Zustand , , . . .
KE
Parameter
EE AE
Iterationsvorschrift
Anfangs- Z d 7 d
zustand -\ Lostand (Rechenvorschrift, Funktion, Abbildung, USHANG
Algorithmus, “Handlung”, Aktion, ... )
“auswerten” PE
“rickkoppeln”
ADbb.11: Die Teile der zyklischen Maschine
PE...Prozessoreinheit KE...Kontrolleinheit SE...Sammeleinheit
EE...Eingabeeinheit AE...Ausgabeeinheit

Das Typische und m.E. Wesentliche an der Iterationist ihr zyklischer Verlauf, der sich durch drel
Punkte charakterisieren | &sst:

Ein Prozessoreinheit veréndert einen vorliegenden Zustand, Gesteuert wird er dabei durch
eine Iterationsvorschrift. ,, Prozessor” ist hier sehr weit zu sehen: das kann ein Taschenrechner
oder ein Computer sein, der stets nach dem gleichen Algorithmus eine Berechnung durchftihrt,
aber auch ein Schiller der nach der gleichen Formel immer wieder dieselben Auswertungen
vornimmt.

Der neue Zustand wird durch Rickkoppel ung zum alten Zustand, d.h. er wird neuerlich der
Auswertung durch die Iterationsvorschrift unterworfen u.s.f.. Um eine Riickkoppl ung tiberhaupt
zu ermdglichen, mussen alter und neuer Zustand in ihrer Struktur Ubereinstimmen.

Diedurch diesen Prozess erzeugten Daten miissen gesammelt und dargestel It werden, um die
Iteration nutzbar zu machen und die Ergebnisse interpretieren zu kénnen.



Prozess und Produkt, lokale und globale Schtweise

Die gesammelten Zustande, die die Iteration erzeugt, Sind das Produkt, an dem man bei der Iteration
interessiert ist. Wir kdnnen daher eine prozesshafte und eine produkthafte Seite unterscheiden.

Produkt , globale Sichtweise

Sammlung, Darstellung und Interpretation der Zustinde

[ Anfangszustand (= Zustand , ) , Zustand , ., Zustand , , Zustand 5 , . . . j

EE AE
Iterationsvorschrift
Zustand , . X . Zustand .,
( Rechenvorschrift, Funktion, Abbildung,
Algorithmus, “Handlung”, Aktion, ... )
“auswerten” PE
“riickkoppeln”

Prozel3 , lokale Sichtweise

Abb.12: Iterationsprozess und Iterationsprodukt

Das Schone bei der Iteration ist der Umstand, dass es gentigt, ,, von einem Schritt zum néchsten
zu denken*“. Dieselokale Beschreibung (des Iterationsprozesses) enthét dannimplizit die globale
Sicht (das gesamte,, Szenario*). Dielokale Betrachtungsweiseimpliziert also dielokale, die Sicht
auf das Ganze. Denken wir nur an ein einfaches Schul dtilgungsbeispiel: esgentgt (bei iterativer
Vorgangsweise), wenn man nur angibt, wieviel an Zinsen pro Jahr hinzukommen und wie grof3
die abzuziehende Annuitét ist. Um eine Gesamtsicht zu bekommen, missen wir die lteration , laufen
lassen’ und die Ergebnisseinterpretieren. Dazu kdnnen uns die verschiedenen Darstellungsformen
fur die Ergebnisse der Iteration (also zumeist eine Liste oder Tabelle von Werten) helfen.



4.3  Grundtatigkeiten

Mathemati sche Fertigkeiten und Fahigkeiten @uRern sich darin, dass eine Schillerin oder ein Schiiler
gewisse Aktivitdten ausfihren kann, die als Auspragung dieser Fahigkeiten angesehen werden
konnen. (BURGER in FISCHER/MALLE, 1985, S.281) Diese Aktivitéten kdnnen sehr vielféltig sein,
z.B. ene aulRermathemati sche Situation durch ein mathematisches Modd | beschreiben, mathematische
Kalkile anwenden kénnen, Sachverhalte mit mathematischen Argumenten begriinden kénnen
oder etwa in neuartigen Problemstellungen kreativ heuristische Techniken einsetzen kénnen.

Eine Analyse der fur ein produktives mathematisches Arbeiten erforderlichen Fertigkeiten und
Fahigkeiten zeigt, dass diese zumindest vier Aktivitétsbereichen (Qualitéten) zugeordnet werden
konnen. Das Bearbeiten von mathematischen Aufgaben und Problemstellungen ist ein komplexer
Vorgang, der in der Regel eineVielfalt an Tétigkeiten erfordert. Esliegt auf der Hand, dasseine
Aufgaben- oder Problemstellung (je nach Grad der Bearbeitung und Routine liegt ersteres oder
zweiteresvor), umso anspruchsvoller ist, je mehr und je verschiedenartiger die zur Bearbeitung
notwendigen Aktivitéten sind.

Fur die Lehrenden ist eswichtig, zwischen den einzelnen Tétigkeitsbereichen klar differenzieren
zu konnen. Oft wird es (etwain der Unterrichtssituation, aber durchaus auch in der Leistungsbeur-
teilung) gunstig sein, nicht zu viele unterschiedliche Aktivitéten bei einer Aufgabe zu verlangen.
Wichtig und wiinschenswert ist es aber, in der Unterrichtssituation und damit auch in der
Leistungsbeurtellung insgesamt eine ausgewogene Mischung aler vier im folgenden beschriebenen
Téatigkeitsbereiche zu finden.

Im Anschluss an die Skizzierung der einzelnen Tétigkeitsbereiche wird kurz versucht, die Rolle,
die neuen Technol ogien innerhal b des besprochenen Berel ches zukommt bzw. zukommen kénnte,
anzudeuten.



4.3.1 Darstellend-interpretierendes Arbeiten

So fangt denn alle menschliche Erkenntnis

mit Anschauungen an,

geht von da zu Begriffen,

und endigt mit Ideen.

Immanuel Kant (1724-1804, Kritik der reinen Vernunft)

Dieser Tétigkeitsbereichist - insbesonderein der sterreichischen didaktischen Literatur - sehr
gut beschrieben (siehe etwa BURGER, 1981).

Begriffsdefinition

Darstellend-interpretierendes Arbeiten umfasst alle Aktivitaten, die mit dem Uber setzungsprozess
von Situationen, Zusténden und Prozessen aus der Alltagssprachein die Sprache der Mathematik
und auch wieder zuriick im weitesten Sinne zu tun haben.

Dieser Tétigkeitsberaeich umfasst aber auch ale Aktivitaten, die mit der Ubersetzung einer Darstelung
in eine andere innerhalb der Mathematik zu tun haben.

Dazu gehdren etwa:

Erstellen von mathematischen Modellen aufRermathematischer Situationen, Zusténde oder
Prozesse

Sachverhaltein eine andere Darstellung (in eine andere,, Sprache") Ubersetzen (z.B. Redlitét
<->Modell, Algebra <-> Geometrie, Term <-> Graphik, ...)

verbal es Beschreiben mathematischer Sachverhalte
Beschreiben von Sachverhalten durch Wortformeln
formales Beschreiben von Sachverhalten

graphisches Darstellen von Sachverhalten

Darstellen mit Hilfe von Computeral gebra-Systemen und
anderen mathematischen Arbeitsumgebungen

Erstellen von Scripts in mathematischen Umgebungen
Programmieren von Modulen

Zwischen verschiedenen Notationen Ubersetzen konnen (z.B. Schreibweisen bei Differential-
rechnung, Notation im Heft und im verwendeten Werkzeug, ...)

schematisches Darstellen von Sachverhalten

Mathematische Aussagen in Bezug auf Inhalt, Bedeutung, Konsequenzen, ... beschreiben
Mathematische Begriffe hinsichtlich Inhalt, Bedeutung, ,, Grundvorstellungen®, ... beschreiben
Ubersetzen von Darstellungen in andere Darstellungen oder Beschreibungen

Beschreiben geometrischer Sachverhalte mit algebraischen Mitteln

geometrisch-zei chnerisches Darstellen von Objekten, speziell von raumlichen Objekten
Darstellen statistischer Daten durch Diagramme

Beschriebene Sachverhalte und Zusammenhange verstandlich und ,, handfest” verdeutlichen
und begrinden kdnnen.




- Vorgegebene Losungsstrategien / Losungsdarstellungen oder Rechenergebnisse interpretieren
und analysieren

- Veranschaulichen von Rechenergebnissen durch Graphiken

- Veranschaulichen von algemeinen Zusammenhangen mit konkreten numerischen Daten
- Formulieren mathematischer Sachverhalte

- Exemplifizieren von Rechenschritten

- Interpretieren von Rechenergebnissen

- Interpretieren von formalen Darstellungen

- Interpretieren mathematischer Modelle

- Interpretieren graphischer Darstellungen

- Testen von Modulen

- Testen von Zwischenschritten und Ergebnissen

Wenn wir Mathematik neben der Muttersprache und den Fremdsprachen as einedritte Form der
Sprache - mit einer eigenen Grammatik (den Rechenregeln und Konstruktionsvorschriften) und
einem spezifischen VVokabular (den Zahlen, Variablen, Gleichungen, Funktionen, VVektoren, Matrizen
u.sf.) - betrachten, dann erscheint Darstellen und Interpretieren als Ubersetzung bzw. Riickiibersetzung
inund von dieser Sprachein die Alltagssprache. Durch diese Ubersetzung machen wir €in Problem
zuganglich fir den ungeheuren Vorrat an Verfahren, Techniken, Methoden und Lésungsstrategien,
den die Mathematik fiir solche Situationen und Prozesse bereitstdlt, fiir die eine derartige Ubersetzung
madglichist bzw. gluickt. R.ASCHER (FISCHER, 1996, S.42) , definiert’ Mathematik kurz und biindig
as

Mathematik = Darstellen + Operieren + Interpretieren.

Wiekonnen CAS bei diesem Ubersetzungsprozess helfen? Nun: einerseitswird er schwieriger,
da zum UbersetzungsProzess von der Problemstellung in die mathematische Sprache noch der
in die mathematische Arbeitsumgebung des CA S hinzukommt, andererseits gewinnen wir aber
dadurch einen (einfachen) Zugang zu einer Fille an verschiedenen Darstellungsformen, die uns
bei der Bearbeitung und v.a. bei der Interpretation unserer Ergebnisse hilfreich sein kénnen.

Technologieeinsatz beim dar stellend-inter pretierenden Arbeiten

Der Einsatz mathematischer Arbeitsumgebungen (MAU) - als Uberbegriff fiir die verschiedensten
Computeralgebra-Systeme (CAS), dynamischen Geometriesoftware-Produkte (DGS) sowie
Tabelenkakulationen (TK) und weiterer Spezid programme verwendet (SeheKapitd: ,, Technologien
fur den Mathematikunterricht) - liegt hier primér inihrer RollealsVisualisierungswer kzeuge.
»Wahrend Visualisierung ohne Technologie oft aufwendig ist und auch mit erheblichen
Rechenaufwand verbunden ist, unterstiitzt der leichtere Zugang zu graphischen Darstellungen
das mathematische Verstandnis und erleichtert auch die Interpretation praktischer Ergebnisse*
(HEUGL, 1999, S.4). In der einschlagigen Literatur werden eine Reihe weiterer Einsatzformen
angegeben, die hier einzuordnen sind, wie z.B. CAS als Graphikwerkzeug, als geometrisches
Werkzeug, as Funktionenlupe, als Modellierwerkzeug, als Maschine zum Ausfihren von
Simul ationen.



Beispielefur darstellend-inter pretierendes Arbeiten

Beispiel 3  Begrenztes Wachstum - Gib eine verbale, eine systemische und eine formale
Darstellung begrenzten Wachstums an!

(a) Verbale Darstellung

Wachstum um einen festen Anteil der Differenz zwischen einer Wachstumsgrenze und dem
aktuellen Bestand (Wachstum proportional zum , Freiraum®, zur , Restkapazitat*).

oder

Ein Wachstum, bei dem die Anderungsrate proportional zum Freiraum ist, heif3t beschranktes
Wachstum.

oder
neuer Bestand = alter Bestand + Zuwachs und:
der Zuwachs st proportional zum jewells letzten Freiraum.

(b) Systemische Darstellung des begrenzten Wachstums (Fluf3diagramm)!

33 = ]

Begtand
Zuwachs
Wiachstumstaktor - 2
Freiraum Wachstumsgrenze
(c) Formale Beschreibung
o) Diskretes Modell
Yo Y, = K(G-y,) k=K;q €R = Iterationsformel | y_ , =y, +k.(G-y,)

G=Séttigungsgrenze

Y1 = Yorki(G-Yy) = Yy-KY,+K.G = y,.(1-k)+k.G = ay,+b(a = 1-k, b = kG)
y, = ay,+b = a(ay,+b)+b = a’y,+ab+b
y; = ay,+b = a(ay,+ab+b)+b = aly,+a’b+ab+b
— ahn 1-a” — ahn b b A i i —
y, = ay,+b =a(Y,-—)+ L6sung der Differenzengleichung v,.,=ay,+b
l-a l-a 1-a

Nach einer Ricksubstitution ergibt sich:



e KG v KG i oy
o = AR ) T - A0 06 - GG K
Y, = G+(y,-G).eton Yo = G+(Yo-G).(1-K)"

B) Kontinuierliches Modell
NGy K

dt kont €R
Yk
-y
dy
—— = [k.dt
G-y f
-In|G-y| = k.t+c

|G—y| — e—kt—c — e—kt_e—c
wegen e e ®>0und G-y(0) = e 1
G-y = (G-y(0)).e ™

y(t) = G+(y,-G).e ™

Das bewul3te Bemiihen, ein und den selben Prozess aus verschiedenen Blickwinkeln heraus zu
betrachten, kann auch ein Licht darauf werfen, dass uns durch die Existenz von CAS zunehmend
das Operieren abgenommen wird. Das heisst aber andererseits nicht, dass die Beschéftigung oder
das Erlernen von Verfahren, M ethoden, Techniken bedeutungsloswird. Es bieten sich aber eine
Reihe von Chancen:

Wir kénnen nun im Unterricht der Neugewichtung der Fertigkeiten und Fahigkeiten eher gerecht
werden: Der Lehrplan der Unter- als auch der Oberstufe betont das ,, Darstellen” a's explizites
Unterrichtsziel. Ein Argument fir diese Neugewichtung liegt auf der Hand, meint R.FISCHER (1996,
S.43): ,,DasUmformen, das Abarbeiten von Symbolfolgen, ist nicht mehr so wichtig. Auch nicht
die Konzentration auf eine Darstellungsform. Pardle es Betrachten verschiedener Darstellungsformen
ist oft verninftig. Und eben das Hervorheben des Darstel lungsaspektes, man will etwas zeigen,
mitteilen, durch mit subjektiver Betonung bestimmter Aspekte. Herr Otte hat einmal gesagt, die
Mathematik vor und nach dem Computer verhdt sichwie die Malerel vor und nach der Erfindung
der Photographie.

Die Entwicklung geht aber Uber das kreative Handhaben verschiedener Darstellungsformen hinaus.
Es schliefdt das Erfinden neuer Darstellungsformen ein. Zu beobachten sind derartige Entwicklungen
insbesonderein der Informatik: Neue Programmiersprachen, neue »Benutzeroberflachen«, neue
Visualisierungen werden standig produziert. Und es geht dabel um die Frage: Fir welches Problem
ist welche Darstellungsform geeignet? Eine Frage, der im Mathematikunterricht derzeit kaum
systematisch nachgegangen wird.



Darstellungen sind nicht nur die Basisfur jedwedes Operieren in der Mathematik (v.a. nattrlich
formale Darstellungen), sie werfen oft auch neue Fragen auf. Dadurch werden sie zu einem
entscheidenden heuristischen Hilfsmittel. Geschickt eingesetzt ermdglichen sie es auch,
Zusammenhange herzustellen, die zwar da sind, aber dennoch nicht immer gesehen werden.

Gewissermalien als die Umkehrung des Darstellens kann das Interpretieren gesehen werden.
Interpretieren heisst einerseitsdiein der Mathematik auftretenden Darstellungen mit Bedeutung
zu unterlegen und andererseits mathemati sche L 6sungen dem Ausgangskontext gegentiber zu stellen.
Eine tpyische Aufgabenstellung zum Thema Interpretieren ist folgendes

Beispiel 4 Interpretation des Differenzen- und des Differential quotienten
Far den Luftdruck p(h) in der Hohe h Giber dem Meeresniveau gilt:

) Bp(h) _
P =~k cp(h
) LI = o

(k € R* konstant)

Darstellend-interpretierendes Arbeiten und der semantische Bereich

Der darstellend-interpretative Arbeitsbereich besitzt eine besondere Affinitdt zu den
Grundvorstellungen und damit zum semantischen Bereich der Mathematik. Einerseits erzeugt
Dar stellen Bedeutung, andererseits wird beim I nter pr etieren einem mathemati schen Sachverhalt,
einer mathematischen L 6sung Bedeutung zugeor dnet. Diesist wiederum nur moglich, wenn auf
das Problem bezogene V orstellungen tber die mathematischen Zeichen, Symbole und Konstrukte
vorhanden sind. Sehr oft wird im Unterricht leider auf diese semantische Dimension der Sprache
Mathematik zu wenig Bedacht genommen. CAS und andere Software-Werkzeuge kénnen hier
einen wichtigen Beitrag zu einem verbesserten Verstandnis mathematischer Begriffe leisten.



4.3.2 Formal-operatives Arbeiten

Denn esist denkender Menschen unwiirdig,
gleich Sklaven Sunden zu verbringen mit Berechnungen
Leibnitz

Der Bogen dieser Tétigkeitsklasse spannt sich von den Grundrechenarten bis hin zu Integrations-
techniken, von der Bestimmung des GGT bis zur Faktorisierung von Polynomen. Hier sind al'so
die mehr oder weniger algorithmisierbaren (, kalkilhaften*) Anteile der Mathematik gemeint.
Solche also, die schematisierbar sind und sich oft modulhaft zusammenfassen lassen.

Begriffsdefinition

Formal-operatives Arbeiten umfasst alle kal kil méfii gen und al gorithmischen Aktivitéten, dieim
Mathematikunterricht vermittelt werden (sollen).

Dieser Tétigkeitsbereich umfasst ale Aktivitdten, die mit der Anwendung von Verfahren,
Rechenmethoden, Techniken u.s.f. zu tun haben.

Zu den formal-operativen Aktivitéten sind etwa folgende zu zdhlen:
- Umformungen durchfihren

- Umformungsschritte erldutern, Rechenregeln dazu angeben kdnnen
- die Sprache der elementaren Algebra beherrschen

- Gleichungen |6sen kénnen

- mit funktionalen Darstellungen arbeiten kdnnen

- geometrische Konstruktionen durchfiihren kdnnen

- agebraische Umformungen durchfihren konnen

- Graphen und Netze bearbeiten kdnnen

- statistische KenngrofRen ermitteln

- statistische Test durchfiihren

- Verfahren ausfuhren, ,, abspulen®

- Losungsstrategien angeben kénnen

- Techniken anwenden

- Methoden einsetzen kénnen

- Module verwenden

- Modulsammlungen fir ein Teilgebiet erstellen

- Algorithmen abarbeiten

- Algorithmen erstellen (z.B. Eudkid. Alg., Divisionsalg.)

- Fallunterscheidungen in Struktogrammen sichtbar machen
- Scripts (z.B. fur Kurvendiskussionen) erstellen

- Mit Rechenwerkzeugen umgehen kdnnen




- Systeme (CAS) nutzen

- Schematisch vorgehen, ,, Schemata® einsetzen
-, Rezepte" verwenden

- Kakulhaft arbeiten

- Operationen durchfiihren

Fur viele Leute - inshesondere Nichtmathematiker - wird dieser Tétitgkeitsbereich dsder dleinige
Arbeitsbereich von Mathematikern angesehen, auch R.FISCHER weist darauf hin: ,, Mathematik
wird von vielen Menschen mit Rechnen identifiziert. Hat man ein genligend weites Verstandnis
von Rechnen, so kann man damit schon einen grof3en Teil von Mathematik erfassen. Wenn man
insbesondere das Umformen von Formeln, das Ldsen von Gle chungen, das Aufbauen einer deduktiven
Schlufkette als Rechnen im weiteren Sinn bezeichnet, ist damit tatséchlich sehr viel an Mathematik
abgedeckt Wir mochten diesen Aspekt, das verallgemeinerte Rechnen sozusagen, alsregel haftes
Operieren bezeichen." (Fischer, Malle 1985, S.221)

Technologieeinsatz beim formal-operativen Arbeiten

Der Einsatz der MAU liegt hier primér inihrer Rolle als Rechenwer kzeuge. In der Moglichkeit,
formal-operatives Arbeiten zu erleichtern, besteht nach Meinung vieler Mathematiker die grof3e
Stérkevon CAS. B.BUCHBERGER schreibt dazu etwa: ,, Zusammenfassend und etwas plakativ kann
man sagen, dass die heutigen universellen mathemati schen Softwaresysteme mit symbolischen
Kern fur alle Probleme, die in der Gymnasialmathematik und in den mathematischen
Einflhrungsvorlesungen an den Universitéaten behandelt werden, Algorithmen anbieten. Dartber
hinaus gibt es aber spezielle symboli sche Softwaresysteme, deren a gorithmische Probleml Gsungen
weit Uber die Mathematik der Einfihrungsvorlesungen hinausgehen.” (RECHENBERG, POMBERGER,
1997, S.804).

Der Einsatz des Rechenwerkzeuges kann viele Aspekte aufweisen, einige wichtige sind: MAU
asHilfsmittel zum Ausfiihren von Kalkilen, etwaa s arithmetisches Hilfsmittel, als numerisches
Werkzeug oder als Hilfsmittel zum Ausfiihren symbolischer Operationen Der grof3e Fortschritt
eines CAs zeigt Sch jagerade dadurch, dass auch mit Symbolen agebrai sche Umformungen moglich
werden. Diesist Grundvoraussetzung fur das allgemeine Lésen von Gleichungen, das Bestimmen
von Ableitungen und unbestimmten Integralen oder das Ldsen von Differentialgleichungen.

Nicht vergessen werden soll hier auch der Einsatz as Werkzeug zum Bearbeiten logischer Kalkile,
al s algorithmisches Werkzeug oder als Programmiersprache.

Beispiele fur formal-operatives Arbeiten

Kalkile auszulagern, ohne sie zu beherrschen und insbesondere ohne sie verstanden zu haben,
ist sinnlos. Sie bleiben dann ausgel agert (besser: abgel agert), dasie nicht verwendet werden kénnen,
da das nétige Wissen im Umgang mit ihnen einfach fehlt. Einen wesentlichen Schritt zu einer
konstruktiven Nutzung der operativen Starke von CAS liegt in der

* Chance, die Kakule (= Algorithmen) besser zu verstehen.
» Zusammenhéange und Analogien zwischen Algorithmen zu erkennen.
*» Chance, mit den M oglichkeiten des CAS vorhandene Grenzen des CAS zu Uberschreiten

* Chance beim Nutzen mathematischer Kalkile im Rahmen eines erweiterten (vollstandigen)
mathematischen Probleml 6seprozesses.



Beispiel 5 Divisionsalgorithmus am T192/89

Erkiéare, was bei der Division von 5 : 3 genau gemacht wird und entwickle daraus einen
Divisonsalgorithmus, der esermiglicht am T192/89 auf beliebig vidle Sielle zu dividieren (Hinwels:
nomalerweise kann der T192/89 nur auf maximal 12 Stellen genau rechnen).

Oft wird in der Schule beim Dividieren sehr gedankenlos vorgegangen und blind der
Divisionsalgorithmus abgearbeitet. Wenn man fragt, warum dies gerade so ausgeftihrt werden
muf3, erhdlt man Antwortenwie: ,, Weil wir diesso in der ersten Klasse gelernt haben® oder , Well
das Richtige herauskommt (und dies auch mittels Probe gezeigt werden kann)“. Kaum je wird
dabei bewuf3t die Division mit Rest angesprochen.

Was tun wir, wenn wir dividieren?

5:3=1,666... q r
20 5=13+2
20 - 10‘
20 20 =6/-3 + 2
..... |

< | | -10

20 =63 + 2

|

10

20 =63 + 2

|

<7 || 10

1,666 ...

Stellen wir diesen Prozessin Form eines Iterationsdiagrammes dar. Was geschieht beim Dividieren:
wir multiplizieren den Rest bel ganzzahliger Division mit 10 und machen ihn zum neuen Dividenden
(Abb.1.4).

Hinwes. Dasch der Divisor nicht &ndert, ist er im Diagramm ds Parameter, der den Auswertevorgang
steuert, dargestellt und nicht al's Eingabewert.

“auswerten”

“rickkoppeln” (bis m,,, = 0 oder Abbruch)

Abb.13: Division mit beliebiger Stellenzahl



Danun der Quotient und der Rest bei der ganzzahligen Division auf Subtraktionen zuriickgefuhrt
werden kann, kommt der gesamte Algorithmus letztlich mit Subtraktionen aus. Es zeigte sich,
dass die Entwicklung und Implementation dieses Algorithmus' fir Schiller besonders motivierend
Ist, dasiehier ein wenig von der Kraft ,, mathemati sch-al gorithmischen Denkens® verspiiren konnen.

Um auf dieser ganz elementare Stufe zu beginnen, ist es notwendig, zuerst T1-Funktionen fir den
Quotienten und den Rest zu schreiben:

1~ Fir Fix | Fuv FE 5
Quot(m n) Rest(m n) ~f—|AlacbralCalc|0ther [PranI0|Clean Up
Func Func
Local q While mz n
0»q m-n»m = quot(T, 3 1
. . B oyot (25, 30 a8
While me n EndWhile " pesh(25, 3 i
g+1lxq B ezt PR, 2170 49
m-n»m RN TEG AUTO SER 4030
EndWhile

Damit steht der Divisionsfunktion nichts mehr im Wege:
Division(m,n,st)
Func

Local g,mk,gstr,i
@->i:st+l>st:m >mk
While m#0 and i<st

HER NS FE N
Dol e |PramI0f sy i

mdivision(S, 3,40 1. EGEE"
mdivision(l, 17, 203

i+1>i:quot(mk,n)>q:10*rest(mk,n)->mk "0, 05352352941 1 FE4T7O525"
If i=1 Th mdivizion(l, 97, 108) + b
1= en "B, 0103092735051 546391 TS2SFTI19SETER

string(g)&"."»qstr
Else
gstr&string(q)>gstr HRIN BEG AOTD TR 17
EndIf
EndWhile
gqstr
EndFunc

Die Entwicklung von Algorithmen war urspruinglich eine rein mathematische Angelegenheit. In
letzter Zeit wird sie zunehmend der Informatik Uberlassen. Diesist nicht weiter tragisch, wenn
man die Informatik alsein, Kind der Mathematik“ betrachtet. Nur sieht sich diese nicht immer
so. Algorithmisches Denken sollte aber dennoch primér in der Mathematik und im MU gepflegt
werden, weil dadurch viel an Versténdnisfir Verfahren und Methoden gewonnen werden kann.

Nattirlich bieten sch hier wunderbare Gel egenheiten und Mdglichkeiten fir einen facherverbindenden
und f&chertbergreifenden Unterricht Mathematik-Informatik. Und wenn ein Schuler Gberdies
funktional, rekursiv und prozedural zu denken gelernt hat, hat er sehr viel erreicht - v.a. auch fir
die Mathematik!

CAS bietet aber Uber die Aufklarung von in Schule verwendeten Algorithmen hinaus auch Chancen
beim Nutzen mathematischer Kakiile im Rahmen eines (erweiterten - besser gesagt: vollsténdigen)
mathematischen Probleml 6seprozesses. Alsvollstandiger mathematischer Probleml 6seprozess
soll ein solcher gelten, bei dem nicht allein auf das Operieren reduziert wird. Bekannte oder
aufwendige Kakule (wie im folgenden Beispiel das Losen eines grof3eren Gleichungssystems)
koénnen im Rahmen einer Probleml 6sung modul haft eingesetzt werden.



Beispiel 6 Umgekehrte Kurvendiskussion

Die Gleichung
D 2 3
5 %—15500 fir 0<t <40
v(t) =0 .
ELO ~10[Bos(, ) fir 40 <t <t (vinmis)

beschreibt annahernd den Geschwindigkeitsverlauf bei einer Fahrt mit der Wiener U-Bahnlinie
2 zwischen den Stationen Schottenring und Universitét. (Zur Zeitt,,, ist die U-Bahngarnitur in
der Station Universitdt wieder zum Stillstand gekommen).

a) Wann erreicht die U-Bahngarnitur ihre grofdte Geschwindigkeit? Wie gro3 ist sie?

b) Zwischen den Stationen Schottentor und Schottenring ist die erreichte Hochstgeschwindigkeit
um 25% geringer (alsbei a)). Gib mit Hilfe eines Polynoms 4.Grades die Geschwindigkeits-
funktion derart an, dal3 bel gleicher Fahrzeit wie oben wieder zur gleichen Zeit die Hochst-
geschwindigkeit erreicht wird.

4 3 2
ui{t) == ad-t +al-t +a2-t +al-t + ad
d
alt) == — wit)
dt
[w{48) = 15, v(B) = A, uv{BA) = A, a{4@) = A, a(@) = A]

3
~ ad

512080

For mal-oper atives Arbeiten und der syntaktische Bereich

Dasformal-operative Arbeiten bertihrt in besonderer Wel se den syntaktischen Bereich der Mathematik
Dieser Bereich wird von vielen - insbesondere von Nichtmathematikern und in der Schule oft
von Eltern - alsder ,,Kernbereich* der Mathematik angesehen.

Man kann nicht oft genug darauf hinweisen, dass M athematik eine besondere Form einer Sprache
I, dieschim Besonderen zur Darstellung der quantifizierbaren Aspekte der Redlitét, zur Abbildung
von Form- und Strukturphénomene und zur Beschreibung logischer Beziehungen eignet. Als Sprache
verflgt sie Uber syntaktische, semantische und pragmatische Besonderheiten.



Vokabular
(Zahlen, Variablen, Terme, Funktionen,
Grafen, Konstruktionen
Algorithmen, Module....)

Kalkiil - entsteht durch Materialisierung
des Abstrakten

Grammatik
(Umformungen, Rechenregeln, Axiome,
Zeichenkonventionen, Konstruktionsvorschriften,
Steuerungsanweisungen, ...)

| Syntaktik
(Form, “wie?")
Grundvorstellungen
Mathematik .
als semanzlk ., - geben dem Kalkiil Bedeutung
Sprache (Bedeutung, “was?”) - machen den Kalkiil in
Anwendungen einsetzbar
|| Pragmatik

(Verwendung, “wozu?”)

Problem ———> Mathematik

Verfahren
Techniken
Methoden
Losung
des < Lésung in Mathematik
Problems

Abb.14: Diedrel Aspekte der Sprache Mathematik

Die Syntax der Mathematik umfasst die mathematischen Gegenstéande (,, Vokabeln*) sowie die
auf ihnen zuldssigen Manipulationen, Transformationsregeln, Rechenregeln, Rechenoperationen
(, Grammatik*). Zusammen bilden Syntax und Grammeatik einen Kalkul, der im Unterschied zur
Umgangssprache zur aktiven Umgestaltung in einem Mal3e fahig ist, dass diese Umgestaltung
teilwei se durch Maschinen ausgefiihrt werden kann.

Die Semantik der Mathematik beschaftigt sich mit der Bedeutung mathematischer Konstrukte.
Auf Grund der - im Vergleich zur Umgangssprache- grof3eren Abstraktion, geringeren Redundanz
und hoheren Kompaktheit der verwendeten Symbolik bzw.Notation ist esin der Mathematik -
insbesondere fir Schiilerinnen und Schiller - wesentlich schwieriger, mathematische Konstrukte
mit Vorstellungen (Bedeutung) zu unterlegen.

Die Pragmatik der Mathematik umfasst schlieldich dle Fragen, diemit ihrem Einsatz zur Beschreibung
von Phanomenen, Strukturen und Ereignissen unserer Welt in Zusammenhang stehen. In der
anwendungsorientierten Sichtweise sind dies also v.a. Fragen der Modellbildung, dieihrerseits
wieder auf die beiden grof3en Ziele Verstehen und Problemldsen ausgerichtet ist



4.3.3 Heuristisch-experimentelles Arbeiten

Das Zi€l ist eine aktive Haltung gegentiber Problemen,

Mut zum Nachdenken, auch wenn kein Losungsweg in Scht ist,

sich zu helfen wissen, bereit sein zum Formulieren und Prifen von Vermutungen,
zum systematischen Variieren von Lésungsansatzen.

Der Schiler darf nicht Aufgaben, die ihm begegnen in gehabte und

nicht gehabte einteilen und bei der zweiten Sorte sogleich resignieren.
Kirsch 1974

Schon bei den ersten Ansétzen MAU im Unterricht zu verwenden, wurde vielerorts die Hoffnung
gedul3ert, dass experimentelles Arbeiten im Sinnevon , Was passiert, wenn ... 7 und der Variation
von Parametern in grofierem Umfang im Mathematikunterricht moglich wird.

Begriffsdefinition

Heuristisch-experimentel les Arbeiten umfasst ale Aktivitéten, die mit ziel gerichtetem Entdecken,
mit Variation von Parametern und dem Aufstellen von Vermutungen zu tun haben.

Auch das Ausfiihren von S mul ationen, das Untersuchen von Grenz- und Spezialfallen sowie das
Ubergehen zu Verallgemeinerungen zahlen zum heuristisch-experimentellen Arbeiten.

Auch reines Probieren sowie die Simulation kénnten as Probleml sungsformen aufgewertet werden.
Genauso lag und liegt die Vermutung nahe, dass Iteration und Rekursion stérkere Berlicks chtigung
finden. Vor alem in der Literatur zum entdeckenden Lernen (WINTER, 1989) und zum
problemorientierten Unterricht sind eine Fille von Aktivitéten beschrieben, die unter heuristisch-
experimentellem Arbeiten zu verstehen sind - von den grundlegenden Arbeiten POLYAS ganz zu
schweigen -, wie etwa:

- Finden einer geeigneten Darstellungsform

- Kombinieren von Kenntnissen und vertrauten Methoden

- Finden von Problemen

- Finden von Beispielen mit vorgegebenen Eigenschaften

- Uberblicken aller mdglichen Félle einer Situation

- Herausarbeiten von charakteristischen Eigenschaften

- Erkennen von gemeinsamen Eigenschaften bzw. von Strukturgleichheiten

- Probieren

- Losungen durch systematisches Probieren ermitteln

- Heuristische Techniken angeben kénnen

- Experimentieren

- Aus Funktionsprototypen Funktionsscharen entwickeln

- Aus Funktionsprototypen einen Vertreter mit speziellen Eigenschaften , herausschéalen”

- Simulieren

- Mit Differenzengleichungen Simulationen ausfihren




- Diskrete und kontinuierliche Modelle einander gegentberstellen
- Analysieren

- Kombinieren

- Abstrahieren

- Konkretisieren

- Anaogisieren

- Anaogien nutzen, ihre Grenzen kennen

- Kontrastieren

- Vealgemenern

- Rechnungen allgemein durchfihren - Variablen
- Spezidisieren

- Speziaféle untersuchen

- Ubersicht verschaffen

Wenn esum die Erarbeitung neuer Begriffe geht, um Zugang zu neuen Gebieten, um selbsténdiges
Arbeiten, um Probleml 6sen im Unterschied zum Abspulen von Aufgabenplantagen, dann sprechen
wir von heuristisch-experimentellem Arbeiten. Dabel wird besonders die induktive Seite der
Mathematik betont, die sich in den angefthrten heuristischen, experimentellen Tétigkeiten ul3ert.
Konkrete Erfahrungen durch Experimente berieten Begriffsbildungen vor und unterstiitzen die
Ausbildung von Grundvorstelungen. Fur eine erfolgrei che Entfaltung eines derartigen TéigketSfeldes
ist esinbesondere nétig, ein entsprechendes offenes Unterrichtsklima zu schaffen.

Technologieeinsatz beim heuristisch-experimentellen Arbeiten

Vieleder angefuhrten Aktivitéten lassen sich durch eine MAU gut unterstiitzen. Der Einsatz liegt
hier vor alemin seiner Rolle as Unter suchungswerkzeug ,, Das Gerét wird als Umgebung fir
Untersuchungen und Forschungen eingesetzt. Neue Umstande und Veranderungen werden
berlicksichtigt. Auch unerwartete Ergebnisse treten auf, Vermutungen werden angestellt und
maoglicherweise wieder verworfen. In dieser Rolle ermdglicht die Technologie das,, Spielen” mit
Problemen, da die Rechenarbeit rasch und fehlerfrei erfolgt.” (HEUGL, 1999, S.4) Derartige
Einsatzformen werden auch oft unter den Titeln,, CAS a's Experimentierumgebung” oder ,,CAS
als Entdecker* naher beschrieben.

Durch die Unterstiitzung individueller Lernwege und dieindividuelle Riickmel dungsmdglichket,
durch freie Wahl von Parametern, den einfacheren Verglei ch verschiedener Losungswege, durch
unterschiedliche Visuaiserungen egnen sch MAU besonders gut zur Unterstiitzung beim heuristisch-
experimentellen Arbeiten.



Beispiele zum heuristisch-experimentellen Arbeiten

Beispiel 7 Gegeben ist ein Geist.
Finde die Funktionsgleichung, wenn die Nullstellen
-2, —\/E; —0,8; 1,5 und 2,5 genau bekannt sind.

Beispiel 8 Aufleiten (H.ALTHOF)

Von einer Funktion f kennt man
den Graphen der Kurvenstei-
gungsfunktion r; (x) . ]

N

of N \ .

Der Graph von f beginnt im Punkt P,(0/0) und endet im Punkt P,(6/f(6)).
a) Fur welche Werte von x féllt der Graph von £?

b) Woran erkennt man, dass der Graph von f von P, ausgehend zunéchst rechtsgekrimmit ist und
schliefdich in den Punkt P, in Linkskrimmung hineinlauft?

¢) Gib (mit Begrindung) an, bei welchen Werten von x besondere Punkte liegen (lokaler Hoch-
bzw. Tiefpunkt, Wendepunkt, Sattel punkt)!

d) Skizzierevon P, bisP, einen Graphen fir f, der mit dem Graphen vonr(x) quaitativ vertraglich
ist.

Heuristisch-experimentellen Arbeiten und Induktion

Mathematik wird in der Regel geradezu als Inbegriff einer strengen, deduzierenden Wissenschaft
gesehen. Von einigen wenigen Grundannahmen bzw. Grundregeln (Axiomen) ausgehend | asst
sich scheinbar das ganze mathemati sche Gebaude errichten. Diese Sichtwel se findet oft auchin
den Unterrichtsmethoden (,, Definition-Satz-Beweis* - Methode an der Universitét, M ethodenarmut
im schulischen Mathematikunterricht) ihren Niederschlag. Dem zu Grunde liegt eine verengte
Sichtweise der Entstehung mathemati schen Wissens. , Mathematik in statu nascendi ist aber auch
eineinduktive Wissenschaft, der Forscher erahnt von speziellen Beispielen, Experimenten, Analogien
oder auch seinem ,, mathematischen Fingerspitzengefiihl“ ausgehend, das Ergebnis, und versucht,
esdurch lokale Beweisschritte zu sichern. Erst der global e Bewei swird hinterher oft so aufbereitet,
dass ale Versuche, Sackgassen und Ideen der Invention unsichtbar werden und das strahlende
Resultat deduktiven Schlief3ens tbrigbleibt. (H.W.HENN, 1998).

Esgeht aso - insbesondere im schulischen Mathematikunterricht - darum, ein ehrliches Bild der
Mathematik zu vermitteln. , Beide Aspekte aber, ,induktive” und, deduktive® Mathematik sind
untrennbar verbunden; erst das Wechselspiel macht Mathematik aus. (HENN, 1979)



4.3.4 Kritisch-argumentatives Arbeiten

Vor Prifungen werdeich oft gefragt: ,, Kommen auch Beweise?"

Bisweilen antworte ich dann: Es kommen nur die Beweise.

Damit meine ich, dass Begriffe sekundar sind,

d.h. i.W. fur das Argumentieren irgendeiner Sache erfunden und gebildet werden.
H.-C.Reichel

Auch dieser Tétigkeitshereich ist spezidl in der Osterrel chischen didaktischen Literatur sehr eingehend
beschrieben worden. Insbesondere in den V orarbeiten zum aktuellen Oberstufenlehrplan und in
den Intentionen dieses Lehrplansfinden sich viele Hinwei se, welche Fahigkeitsmuster hier entwickelt
werden sollen.

Begriffsdefinition

Kritisch-argumentatives Arbeiten umfasst ale Aktivitdten, die mit Argumentieren, mit Begriinden
und Beweisen zu tun haben.

Auch das kritische Uber priifen von Eigenschaften, von Vermutungen sowie das V ornehmen von
Fallunter scheidungen zahlen zum kritisch-argumentativen Arbeiten

Zu den kritisch-argumentativen Téatigkeiten im Mathematikunterricht sind demnach etwafolgende
zu zahlen.

- Prézisieren von Sachverhalten
- Analysieren von Problemen, Begrtindungen, Darstellungen, mathematischen Objekten
- Definieren von Begriffen

- Mathematische Begriffein Bezug auf ihre Bedeutung, Entwicklung, Erweiterung, ... diskutieren
konnen

- Begriinden (Beweisen) mathematischer Sachverhalte mit vorgegebenen Argumenten oder ohne
vorgegebene Argumente

- Argumentieren

- Argumentationsbasis klaren

- dieVollstandigkeit einer Argumentation tberblicken
- Auseinandersetzung mit mathematischen Texten
- Umformungsschritte begriinden kénnen

- Formulieren mathematischer Sachverhalte

- Arbeiten unter bewuf3ter Verwendung von Regeln
- Losungswege gegeniiberstellen kdnnen

- Bewufdtes Arbeiten mit logischen Schlufl3weisen

- Erkennen logischer Strukturen

- Rechtfertigen und Beurteilen von Entscheidungen
- Plausibel machen

- Ergebnisse auf Plausibilitét testen




- Abschétzen von Genauigkeit und GrofRenordnung numerischer Daten und Rechenergebnisse

- Begrinden

- Erkennen unterschiedlicher Begriindungsmoglichkeiten, Vergleich mathematischer und
auRermathematischer Begriindungen

- In(eventudl unvollsténdig) vorgegebenen Beweisen die L licken ergénzen, einzelne Folgerungen
genauer begriinden kdnnen

- Beweisen (direkt, indirekt, induktiv, ...)

- Beweismethoden kennen, erkléren und viel seitig anwenden kénnen

- Exaktheltsniveaus , hinterfragen”

- Uber das Exaktheitsniveau einer Argumentation reflektieren kdnnen

- Exaktifizieren

- Uberpriifen von Eigenschaften

- Uberprifen von Vermutungen

- Fallunterscheidungen vornehmen

- Erkennen der beschrankten Guiltigkeit von Aussagen, Feststellen von Voraussetzungen

- Uberpriifen von Ergebnissen

- Erkennen der Unzulénglichkeit mathematischer Modelle

- Testen

- Uberlegen von Bedeutungen und Anwendungen mathematischer Methoden und Denkweisen

Kritisch-argumentatives Arbeiten umfasst die Tétigkeitsbereiche Argumentieren, Begrtinden,
Bewe sen. Der aktud le Oberstufen-L ehrplan fordert etwaunter , Argumentieren und exaktemn Arbeiten’
prazises Beschreiben von Sachverhalten, Arbeiten unter bewuf3ter Verwendung von Regeln,
Rechtfertigen von Entscheidungen oder unter , kritischem Denken' das Uberpriifen von Vermutungen,
von Ergebnissen, das Erkennen von Méangeln in Darstellungen oder Begrindungen u.a.m.

Argumentieren und Beweisen scheitert im Unterricht oft schon an der Wahl einer entsprechenden
Argumentationsbasis. Jene Aussagen ( oft auch nur Annahmen), die als richtig angesehen und
fUr e ne Begriindung herangezogen werden, sowie die Art des Schlief3ens, mit der aus diesen Aussagen
Folgerungen gezogen werden, bilden die Argumentationsbasis (H.BURGER, 1987).

Technologieeinsatz beim kritisch-argumentativen Arbeiten

Naturgemal3 sind die Unterstiitzungsmaglichkeiten durch MAU in diesem Tétigkeitsbereich weitaus
geringer asin den beiden zuvor behandelten. Aber esgibt vielleicht so etwaswie einen indirekten
Zusammenhang: gerade durch die veranderte Behandlung der anderen Aktivitdten (bessere
Darstellungsmoglichkeiten, rascherer Wechsel von Darstellungsformen, bewuf3te Auslagerung
bzw. Unterstiitzung operativer Téatigkeiten durch Module) kann eine Betonung des kritisch-
argumentativen Arbeitens erreicht werden.

Der Einsatz von CAS zielt hier insbesondere auf die Mdglichkeiten, diein der Verwendung als
Uber priifungswer kzeug liegen. ,, Ergebnisse, dietraditionell entstanden sind, kénnen nun rascher
auf ihre Richtigkeit Uberprift werden. Dazu kommt noch, dass Ergebnisse Uberpriift werden miissen,
diedurch die Technologie ermittelt wurden und die wegen der Vielfalt der Darstellungsweise nicht
immer sofort mit den erwarteten Ergebnissen Ubereinstimmen.” (HEUGL, 1999, S.4) Speziell die



Programme der dynamischen Geometrie eréffnen eine Reithe von Moglichkeiten, direkt in und
mit einer MAU Argumentationen schrittweise zu fihren.

Be einer Reihe derartiger Tétigkeiten konnen CA S durchaus wertvolle Dienste leisten. Sie kdnnen
bei Argumentationen unterstiitzende Dienste |eisten.

Es gibt aber auch einen tieferliegenderen Zusammenhang zwischen Technologie-Einsatzim MU
und dem kriti sch-argumentativen Arbeiten. In dem Mal3e, in dem das Durchfihren von Verfahren
an die Technologie dd egiert werden kann, gewinnen andere grundl egende mathemati sche Fahigkeiten
an Bedeutung und dazu gehort neben dem Darstellen, neben dem bewul3ten Einsatz heuristischer
Techniken eben Argumentieren. Fahigkeiten, die Maschinen nicht oder nur in eingeschranktem
Mal3e zugesprochen werden, kdnnen so starker ins Blickfeld des MU treten und im Unterricht
intensiver entwickelt werden.

Beispiele fur kritisch-argumentativen Arbeiten

Beispiel 9 Begrunden in der Analysis (G.ScHMID, 1993)

Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Begriinde jeweils deine Aussage!

a) f’(x;) =0=f hat ander Stelle x, einen relativen Extremwert.

b) f hat an der Stelle x, einen Wendepunkt. Dann wechselt f ~ bei x, das V orzeichen.
¢) Eine Polynomfunktion 3.Grades hat htchstens einen Wendepunkt.

d) f’(x) =const.furdlex e D; = Der Graph vonf ist eine Gerade.

e) fsa eneauf [ab] etigeund differenzierbare Funktion mit f(a) = f(b). Dann gibt eseine Stelle
ce]ab[ mit f “(c)=0.

f) Die Polynomfunktion f(x) = ax* +bx? +c habe 2 Hochpunkte. Dann liegen diese beiden
Hochpunkte auf einer Geraden, die parallel ist zur x-Achse.

Beispiel 10 Bewelsaufgabe mit Logarithmus (H.ALTHOF, 1997)

Man kann die Formel *log x = % anders a'sim Lehrbuch beweisen:
gla
Bew.: Esqilt logx=u « x=a"
lg(X) =v < x=10" @
lg(a) =w < a=10"
Damitergibt sich: x=x 0 a= 1001 (109" 10" .. (2

a) Begrinde die Glltigkeit der Zeile (1)

b) Erléutere die Folgerung (2)

¢) Fuhre den Beweis zu Ende

d) Beweise die allgemeinere Beziehung®log(x) =" log(a) (1og(X)

e) Implementiere fir dein Rechenwerkzeug eine Funktion MYLOG(x,a), die es gestattet,
L ogarithmen mit beliebigen Basen azu berechnen. Welche Basen sind zuldssig bzw. sinnvoll?



Kritisch-argumentatives Arbeiten und Deduktion

Natdrlich darf ,, das Kind nicht mit dem Bade ausgeschittet werden*: so gut sich heuristisch-
experimentelle Methoden mit CA S unterstiitzen lassen, so wichtig ist esauch, dabei nicht stehen
zu bleiben. Ein angemessenes Bild von Mathematik zu vermitteln, hei 3t auch, der deduktive Seite
der Mathematik ihr Recht einzuréumen. Insbesondere im Zusammenhang mit neuen Technologien
und neuen Unterrichtsformen wird ein stofforientierter, formal-deduktiver Aufbau der Mathematik
haufig asNegativum gesehen. ,, Ohne Zweifd wird aber en mathemati scher Satz dadurch bewiesen,
dass ausgehend von den Axiomen und V oraussetzungen das behauptete Resultat a's Ergebnis streng
logischer Deduktion folgt” (H.W.HENN, 1998, S.53)

Essedarauf hingewiesen, dass sich kritisch-argumentatives Arbeiten nicht allein auf seine strengste
Form - das Bewelisen - beschrankt. Vor allen Argumentieren und Begrinden sind Téatigkeiten,
diefur viele Lebens- und Wissensbereiche bedeutungsvoll sind. Argumentieren fordert Uberlegtes
Arbeiten und prézises Denken. Sollen Schiler - etwaim Zusammenhang mit der Bearbeitung von
Aufgaben - ihre Schritte und Handlungen begrtinden, so sind sie gezwungen, Zusammenhange
und Uberlegungen zu prézisieren und darzustellen, wodurch diese Uberlegungen starker ins
Bewusstsein riicken und besser behalten werden.

44  Arbeitsqualitdten und Aufgaben

Der Berlicksi chtigung der vorgestelIten mathematischen Grundtétigkeiten kann der Lehrerin/ dem
Lehrer sowohl bei der Aufgabenbewertung as auch bei der Aufgabenerstellung von Nutzen sein.

Aufgabenbewertung

* Sie ermoglicht die Erstellung eines fur die Bearbeitung des Beispiels notwendigen
Aktivitatsprofils. So wird neben der leichter mdglichen inhaltlichen Einordnung auch der Blick
dafur scharfer, welche Fertigkeiten und Fahigkeiten eine Schilerin oder ein Schiller konkret
unter Bewels stellen muss. Diesist umso wichtiger, je mehr Augenmerk durch diverse Studien
auf die Ergebnisse des Unterrichts gelegt werden.

» Sieerméglicht bel einem vorgegebenen Satz von Beispielen eine quantitative Analyse, welche
Aktivitdten in welcher Haufigkeit auftreten. Je mehr verschiedenartige Aktivitdten ein Beispiel
erfordert, desto anspruchsvoller wird esim allgemeinen sein. Umgekehrt werden ,, interessante
Beispiele’ zumeist sehr viele verschiedene Aktivitéten zu ihrer Bearbeitung erfordern.

» Schliefdlich erméglicht diese Einteillung auch eine natiirliche Zuordnung der wesentlichsten
Einsatzformen eines CAS bzw. einer MAU (, Visualisierungswerkzeug”, ,, Rechenhilfe*,
, Uberprifungswerkzeug”, , Experimentierhilfe*) zu den wesentlichen Fertigkeiten und
Fahigkeiten, die der Mathematikunterricht vermitteln soll.

Aufgabenerstellung

* Siehilft der Lehrerin/ dem Lehrer bei der Erstellung von Aufgaben fur den Unterricht und
fur die eigene Leistungsbeurteilung (Testaufgaben, Schularbeits- und Maturaaufgaben). Sie
ermdglicht quasi ein ,, Beispieldesign”, dadamit deutlicher wird, welche Qualifiktionen und
Kompetenzen zur Bearbeitung erforderlich sind.

» Essolltedamit leichter moglich sein, beim Erstellen von Leistungsbeurteilungsaufgaben die



4.4.1 Bewertungvon Aufgaben hinsichtlich mathematischer Grundtatigkeiten

Uberpriifung gewiinschter Aktivitaten im Auge zu behalten.
Erleichterung beim Finden der ,, ausgewogenen Mischung®.

Sie gt einen wesentlichen Beitrag zum Aufbau e nes erwelterten und vertieften Verstandni sses

im Mathematikunterricht dar.

An Hand der folgenden Aufgaben soll dargestellt werden, wie nun eine typische Bewertung
aussehen konnte:

(DI ...Darstellend-Interpretatives Arbeiten, FO...Formal-operatives Arbeiten, KA...Kritisch-
argumentatives Arbeiten, HE...Heuristisch-experimentelles Arbeiten)

Aufgabe 1: Eine Aufgabe aus dem Bereich Sport und Mathematik (A.SPIEGL, 2000)

f(x)= % Xvb=x (X ... waagrechte Entfernung vom Absprung, f(x) ... Flughthe).

Die Fif%e eines Weitspringers beschreiben wahrend der Flugphase eine Kurve der Form

ein Punkt vorher, der sich aus dem Produkt der Hohe dieses Punktes vom
Boden und der waagrechten Entfernung dieses Punktes vom Aufsprung (=
6m) ergibt. Dieses Produkt soll maximal werden. Wie weit vom Absprung
entfernt und wie hoch muf3 man eine Schnur spannen, um diesen Punkt zu
kennzeichnen? Begriinde, warum der gesuchte Punkt nicht weiter vom
Absprung entfernt sein kann als der Hochpunkt der Kurve.

a) Gibden Term der Kurve fur einen Athleten an, dessen Sprungweite 6 m DI
betragt.

b) Gib einen mathematischen sowie einen sinnvollen Definitionsbereichanund | KA
begrinde diesen.

c) Wo erreicht der Athlet den hochsten Punkt und wie hoch ist dieser? Zeige DA
weiters, dal3 die Sprungkurve vorher steigt und nachher abfallt. KA

(FO)

d) Berechne den Absprungwinkel. FO

€) Von Untersuchungen solcher Sprungkurven weild man, dal3 fir eine maximale | HE
Sprungweite nicht die grofite Hohe der Sprungkurve entscheidend ist sondern | k a




Aufgabe 2: Mathematik fur Billardspieler (C.LANGMULLER)

Eine Ubungsaufgabe fur einen Billardspieler

L6 L& L4
w BANDE 4
ex
A1 g
-
<
e
a i
— L3
b flom 2

Eine Billardkugel K wird 100 cm von der Ecke L 1 und 50 cm von der Ecke L6 aufgelegt.

Ein Spieler setzt seinen Queu im Punkt Q (Entfernung von der Ecke LI = e=81,26..cmim
Speicher des Rechners) und versetzt der Kugel K einen zentralen Stol3 um sie mit einer
Bandenberiihrung ins Loch (= Ecke) L3 zu bewegen.

a)

Zeige durch Nachrechnen, dass er in die richtige Richtung gestossen hat.

HE, FO,
KA

b)

Zeige durch Nachrechnen, dass die Kugelbahn die kiirzeste M églichkeit ist,
von K Uber einen Punkt der Bande L4 L6 zum Loch L3 zu gelangen.

FE, FO,
KA

c)

Die Kugel hat durch den Stof3 eine Anfangsgeschwindigkeit von v(0) =v0 =
3 m/sund ihre Geschwindigkeit v(t) nimmt aufgrund der Reibung (K oeffi-
zient 4 = 0,12) linear ab. Bei der Bandenberihrung zum Zeitpunkt tb
verliert die Kugel 15% ihrer Momentangeschwindigkeit und setzt danach
ihre Bewegung mit der Geschwindigkeit vl fort.

VO—-u (9,81 O<t<tb
v() =0
V1-pu 9,810 tbh<t<te

Vervollstandige die Geschwindigkeitsfunktion (tb, v1, Te) und skizziere den
zugehdrenden Graphen (A chsenbeschriftung und Eskalierung, wesentliche
Eigenschaften).

Falt die Kugel insLoch?
* Fallsja, berechne ihre Endgeschwindigkeit.
*  Falls nicht, berechne die Entfernung vom Loch L3.

DI, FO

d)

Berechne die Ausgangsgeschwindigkeit vO so, dass die Kugel gerade noch
insLoch L3 fallt.

HE, FO




4.4.2 Konstruktion von Aufgaben nach mathematischen Grundtéatigkeiten

Die oben vorgestellte Gliederung in einzelne Grundtétigkeiten kann - wie bereits erwahnt -
auch dazu dienen, Beispiele so zu gestalten, dass sie ein viel seitiges mathemati sches
Anforderungsprofil aufweisen. Am Beispiel des radioaktiven Zerfalls sei dies gezeigt.

Beispiel 11 Radioaktiver Zerfall
Von einer radioaktiven Substanz sind nach 15 Minuten noch 81,8% vorhanden.

DI (1) Gib eine diskrete und eine kontinuierliche Darstellung des exponentiellen Wachstums
an!

(2) Schreibe das Zerfallsgesetz fir eine Ausgangsmenge von 3mg an und stelle es fur
O<t<3 h graphisch dar!

FO (3) Lose die Iterationsgleichung y(t + At) = y(t) + k; - y(t) bzw. die Differenzengleichung
y(t+ At) - y(t) = kq - y(b)
(4) Lose die Differentialgleichung y* (t) = k - y(t)

KA (5) Gib eine Begrindung fur den Zusammenhang t =1n 2/ A.

(6) Begrunde, warum beim diskreten Modell der Proportionlitétsfaktor k, von der
Schrittweite At abhangt. Wie hangen die beiden Proportionalitétsfaktoren zusammen?

HE (7) Suche im konkreten Modell mittels Tabelle oder mittels Graph, nach welcher Zeit t
50% der Ausgangssubstanz zerfallen sind.

(8) Stelle fur eine Ausgangsmenge von 10mg diskretes und kontinuierliches Modell
gegenuber.
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