VI-B Beobachtungsfenster 1-
Einflhrung in die Differentialrechnung

1. Beobachtungsfenster

Einflhrung in die Differentialrechnung

Themenbereich
Einflhrung in die Differentialrechnung

Inhalte Ziele
Der Begriff des Differenzenquotienten wird an- Es soll dem Schiler durch die grafische

hand der mittleren Geschwindigkeit eingefiihrt. Aufbereitung der Ubergang vo

« Der Ubergang zum Differentialquotienten au Differenzenquotienten zu
unterschiedlichen Exaktheitsniveaus. Differentialquotienten leichter gemacht

werden.
» Der Differentialquotient wird als Grenzwert . . . .
einer Folge von Differenzenguotienten » Der Begriff der Steigung einer Funktion soll

dargestellt als erste Ableitung erkannt werden.

» Der Differentialquotient soll als lokale
Anderungsrate der Funktion verstanden
werden.

Zentrales Thema ist der Ubergang von deittleren Anderungsratezur momentane
Anderungsrate
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VI-B-a Hypothese, Ziele und Unterrichtsplanung

1. Untersuchungsbereich
Titel und Rahmenthema, aus dem das Beobachtungsfenster stammt
Titel: Einstieg in die Differentialrechnung
Rahmenthema: Differentialrechnung - Analysis
Hypothesen
Zahlreiche Untersuchungen zeigen, dass die meisten dem Sahler
Analysisunterricht vermittelten Begriffe und Fakten rasch wieder vergessen werden.
Daher ist es wesentlich, dass der Schiler adagGatedvorstellungen von den
grundlegenden Begriffen und Methoden der Analysis aktivkoharent aufbatit
damit er pei inner- und aul3ermathematischen Problemen verstandig damit umgehen
kann: (W.Blum u.A.Kirsch, MU3 /79, S.6) Zu den zentralen Begriffen der
Schulanalysis gibt es jeweils mehrerai@vorstellungen, beim Ableitungsbegriff sind

dies:

. Ableitung als lokale Anderungsrate
Beispiel: Momentangeschwindigkeit zu einem bestimmterpdekt als lokale
(momentane) Anderungsrate des zuriickgelegten Weges in Bezug auf die Zeit
und

. Ableitung als Steigung des Funktionsgraphen

Nach W.Blum(ml 78/ 96, S.60) ist es besser, von Graphensteigung und nich
von Tangentensteigung zu sprechen, da dies besser dem lokale Charakter des
Ableitungsbegriffes entspricht.
Hypothese : Der Einsatz von Computgedrasystemen (CAS) unterstutzt durch die
vielfaltigen numerischen, symbolischen und graphischen Mdéglichkeiten den Aufbau
von Grundvorstellungen beim Schiiler.

Untersuchungsziele
Es darf daher erwartet werden,

. dass in gegebenen inner- oder aul3ermathematischen Problemstellungen de
Schiiler eine Formuliang von Anderungen mittels Differenzentjenten
gelingt;

. dass dem Schiiler die Schwierigka, diemit dem Ubergang von der mittleren
zur lokalen Anderungsrate verbunden sind, bewuf3t werden.

. dass eine Verbindung zwischen inhaltlicher Bedeutung (als Anderungsrate),

geometrischer Deutung (als Steigung) und syistieer Darstbung (als Limes
des Differenzenquotienten) hergestellt werden kann.

! Wann bzw. wo immer hier die Rede von Schiilern oder Lehrern ist, sind stetsSabdkerinnen und Lehrerinneniteinbezogen.
Diese Termini werden also stéasrufsbezeichnenghdnicht geschlechtsspezifisobrwendet.



Einfuhrung in die Differentialrechnung, Projektlehrer der 7. Klassen Seite 3

Inhalte (Kurzfassung)

Die Einfihrung der Momentangeschwindigkeit soll dabei in drei Schritten erfolgen:

(a) durch naive Annéherung (scheitert an der Definitionsliicke des
Differenzenquotienten);

(b) durch Kirzen des Differenzenquotienten (verandert dessen
Definitionsbereich, wird als ,fauler Trick” entlarvt, der nicht immer
funktioniert) und sclellich

(c) durch unbegrenzte Naherung (die sich als einzig probattes Mauch
in ihrer anfangs intuitiven Verwendung — herausstellt)

Die geometrische Deutung der Anderungsrate filhrt zum Begriff der Steigung des
Funktionsgraphen an einer gewah Stdle.

2. Voraussetzungen
Mathematische Voraussetzungen
Umgang mit Naherungsprozessen (Lehrplan10.Schulstufe), Kenntnis elementarer
Funktionen, Geradgfeichung durch zwei vorgegebene Punkt
TI-Handling-Voraussetzungen
Umgang mit dem Graphik-Fenster (Einstellen des ,interessanten” Bereiches),
Definieren von Funktionen, Talen.
Voraussetzungen in der Schreibweise und der Art der Formulierung
Bei der Beschreibung von @istervallen werden sowohl Zeitpunkte (z.B.-tt, ) als
auch die Zeitdauerrt) verwendet. Im Hinblick auf die bessere Verwendbarkeit bei der
Beschreibung von Wachstumsmodellen, in der Systemdynamik, bei der
Integralrechnung und auch bei numerischen Verfahren ist die Schreibweisezonit
bevorzugen.
Voraussetzungen betreffend die Arbeitsweisen und Methode(z.B. Sozialformen
usw.). Diese Methoden sollten den Schuilern schon vorher gelaufig sein, damit das
Fenster keinen zu grol3en Bruch im gewohnten Unterrichtsablauf darstellt.
Fragend-entwickelnder Unterricht, Partnerarbeit, Einzelarbeit

3. Ziele
Ziele des Rahmenthemas inklusive unverzichtbarer Ziele und Inhalte aul3erhalb des
Fensters (Kernbereiche), die angestrebt werden missen, ohne dass der
Unterrichtsablauf vorgeschrieben wird.

Rahmenthema:

. Einflhrung des Differentialquotienten in der dargestellten Weise

. Ausbau des begrifflichen Wissens durch Heulegt und Anwendung der
Ableitungsregeln

. Verstandige Anwendung deskils bei imer- und aulRermathematischen
Problemstungen

. Exaktifizierung des Begriffes ,Differentialquotient” (rechts, links) - Stetigkeit

und Differenzierbarkeit (Satze, Beispiele).

Ziele des Beobachtungsfensters
Siehe Untersuchungsziele
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4. Lernsequenz
Inhalte mit Regieanweisungen (Drehbuch), inklusive Inhalte der Schilerhefte, Beispiele
fur Schuliibung und Hausiibung, Ubungsblétter.

5. Evaluation
Vortests um die Voraussetzungen zu testen (mathematische Voraussetzungen,
Handling-Voraussetzungen
Evaluationstestseventuell einer unmittelbar nach Abschluss des Beobachtungsfensters
und ein weiterer nach einer gewissen Zeit (z.B. 2 Monate), um das Behalten zu testen.
Schiuler- und Lehrerfeedbackbogen
Termine, zu denen die Testergebnisse abgeliefert werden mussen, inklusive Angaben,
was abgegeben werden muss.

6. Rahmenbedingungen und Regieanweisungen

Literaturhinweise:

Lehrplantext (Wachstumsprozesse, Differentialrechnung, Begriindung der
Differentialrechnung, Vernetzte Systeme, Integralrechnung)
Lehrplankommentar (Muhlgassner)

Lehrbucher, Mathematik 7

Baumann, R.(1995): Analysis 1. Ein Arbeitsbuch mit Derive. (Unverdffentlichte
Unterrichtsunterlagen)

Blum, W.(1979): Zum vereinfachten Grenzwerttigéa der Differentialechnung. Der
Mathematikunterricht 3/79, S.42-50.

W.BIlum, A.Kirsch(1979): Zur Konzeption des Aysisunterrichts in Grundkursen, Der
Mathematikunterricht 3/79, S.6- 24.

W.BIlum, A.Kirsch(1996): Die beiden Hauptsatze der Difféetnund Integrakechnung,
Mathematik lehren 78, S.60-64.

Kirsch, A. (1996): Der Hauptsatz - anschaulich? Mathematik lehren 78, S.55-59.
Kirsch, A. (1979): Ein Vorschlag zur visuellen Vermittlung einer Grundvorstellung vom
Ableitungsbegriff, Der Mathematikunterricht 3/79, S.25-41

Mdller,R.;Reichel, H.-C. (1988): Stetigkeit und Grenzwerte reeller Funktionen, HPT, Wien
Schmidt, G.£987): Anwendungen im Ahaisunterricht zur Vertiefung des Begriffs- und
Methodenverstandnisses, Skriptum TU Clausthal, herausgegeben von W.Herget
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1. Hauslibung
1. Was verstehst du unter dem Quotierteft ?

2. Zeichne zu den folgenden Tabellen jeweils ein Diagramm im geeigneten Mal3stab.

Zu a) Wie groR ist die mittlere Aedungsrate von p in den Intervallen
[Om,4000m], [2000m,4000m], [3000m,10000m]
Welche Interpretation lasst die Form des Graphen fir grof3e Héhen zu?

Zu b) Was lasst sich uber die Anderung der Bevélkerungszahl aussagen
In welchen Zeitraumen ist die Anderung der Bev.zahl besonders grof3

3. Betrachte den folgenden Graphen einer Funktion

Gib zwei Intervalle an, in denen die mittlere Andngsrategleich ist!
Gib ein Intervall an, in dem die mittlere Anderungsrate 0 ist!

2. Hauslibung

1. Gegeben ist die Funktion f(x) = 1/x.

Zeichne mit dem T192 die Funktion und die Differenzendreiecke in den Intervallen [0.5,1],
[0.5,2] und [0.5,3.8]

Der Arbeitsvorgang ist im Heft zu protokollieren.

Mach im Heft eine genaue Zeichnung!

2.f(x) =34 x-1
Wie oben, was fallt dir auf

3. Hauslibung
1. Berechne die Momentangeschwgkeit nach 2s und 5s freiem Fall.(T192)
2. Gegeben ist die Weg-Zeit-Funktion s(t) = 100 - 2t2.

Berechne mit dem T192 und handisch die Momentangschwindigkeit nach 1s und nach 10s.
Berechne mit dem T192 und h&ndisith mittlere Geschwindigkeit im Intervall [3s]!
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Mittlere- und Momentangeschwindigkeit beim freien Fall

Fur den Weg beim freien Fall gilt :  s(t) = g/2*t
bzw  s(t) = 5*f als y;(x) speichern

Fur die weiteren Rechnungen speichernatt? -> s(t) auf dem T1 92

Wir wollen nun diemittlere Geschwindigkeitim Intervall t, t, bestimmen.
Dazu verwenden wir fldie mittlere Geschwidigkeit die folgende Formel (Physik) :
AS _ S(t]_) - S(to)

Vo (tet) = —

und speichern im TI 92 alen(t0,t1).
At t, -t

Der erste Bruch stellt die in der Physik Ubliche Schreibweise dar, der Buede gibt die
Anderung des Weges (den zuriickgelegten Weg)ditmZervall t, bis t, an. Diese Anderung
wird als DIFFERENZENQUOTIENT odermittlere Anderungsrate von s(t) bezeichnet.

Bsp: Ermittle die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [1s,2s], [1s,3s], [4s,10s], ...
Wir geben im Rechnerein : vm(1,2)  (15)
vm(1,3) (20)
Dabei entspricht die mittlere Geschwindigkeit dem Anstieg der Geraden entlang der
Sehne(Hypotenuse des Dreiecks).

1 Fev |_FZ Y Fov | _F&* [F7
- E Zoon|Trace|Rebraph|Math|Draw|-

Handisch zeichnen!

as=s{tli—sCtin

at at=t1-tE
I\_l_\.\_—_

DIFFINT KEAD AUTO FUNC

Fur t = t, ergeben sich die folgenden Fragen :
Ist ein Dreieck ein Punkt ?
Ein dreiecksférmiger Punkt?

a) naive Annéherung

Was passiert, wenn du das Zeitintervall kleiner wahlst?
Was passiert, wenn die beiden Zeitpunkte in einen zusammenfallen
Was geschieht dabei mit der mittleren Geschwindigkeit?
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Wir berechnen vm(1,1.5) (12,5)
vm(1,1.1) (20,5)
und
vm(1,1) undef Warum?

Die Berechnung der Momentangeschwindigkeit scheitert
Ende der 1. Stunde

Zur Veranschaulichung lassen sich die folgenden Differenzendreiecke darstellen. Dabei erhalt
man die Dreiecke mit dem Progra ddr.(Differenzendreieck)

1 Fex | F3 F FEx | _FGET [Fr 1 Fzr Far |_ FuT FE FB
- E Zoom|Trace |ReGraph|Math [Oraw| - mﬁlgebraltalclﬂther‘ Prgmld|Clear a—z.ﬁ_J
g =l4] R[]
B 5raph fx) Oore
Bl 1, 3 Oore
il , 20 Dake
- _ ool , 1.5) Dok
as=s(t1r—=CtEd = el 119 Done
®ddril, 1,10 Do
. il L5 Dare
t=ti1-ta
e - ° ddr{1,.0.5)
TIFFINT FAD_AUTO FUNC DIFFINT FAD AUTO FUNC 29730
Hinweis flr den Lehrer
Dieses Programm sieht so ad Fow _[FRT( O It FEv
9 - E Contral [I-0Uar|Find. .. H-:ndeT ]
tddr oI, =20
i Pram
Line =1,91Cx=1),x2,91Cx1)
Line =2,gltxll, w2, gl =2
Line =1,9lcx=ld,=x2,9lCx2)
tEndPram
TIFFINT FAD AUTO FUNC

und kann entweder mit den Schilern selbst eitetheerden, oder es wirdls BlackBox auf
die Gerate der Schuler Gberspielt Im ersten Fall sind bei den Schulern nattrlich
Grundkenntnisse im Erstellen einfacher Programme notwendig.

Bsp : Wir berechnen mit dem T192 die Funktiem(1,x)und erhalten 5(x+1). Diese Funktion
gibt die mittlere Geschwindigkeit im Intervall [1,x] an. Lasst man diese Funktion mit den
angegebenen Fenstereinstellungen zeichnen, so erhalt man das folgende Bild :
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|’F1 Trsz F3 T Fi TFSTT FET TF? T ] 1 Fev

- E Zoom|Trace |ReGraph|Math [Oraw| [,ff' - E Zoorm ]
®Min

HMAKTE.

wscl=1.

ymin=-1.

umax=30.

y=cl=1.

wres=1.

L~

KAl AUTO

DIFFINT FUHC DIFFINT KAl AUTO FUHC

Obige Formel ergibt fir x = 1 einen Wert, namlich 10.

Bei diesen Einstellungen hat der Graph jedoch an der Stelle x =1 ein “Loch”, es gibt dor
keinen Funktionswert

(Bei anderen Einstellungen nicht (nicht sichtbar?)!)

Aus der Formel und aus der Grafik lasst sich TR LR A R AN A
jedoch vermuten, daf3 fir x=1 der Wert 10 1
vermutet werden kann (es gibt sicher eine
Momentangeschwindigkeit).

Verwendet man den TRACE-Modus (F3) und stellt
man den Cursor auf den interessanten Punkt, dann

erhalt man :

Fa* TF?

L~

wxCEl. ur.:
TIFFINT FAD AUTO

FUHC

Es lassen sich noch weitere Beispiele finden, etmvé2,x)

Annaherung mittels Tabelle
Wir berechnen vm(1,x) und speichern dieses Ergebnis in der vorgegebeneonFy(Rt
Durch Veréandern der Parameter der Tabelle kann sich der Schiler langsam an die Stellex =1

herantasten; unsere Vermutung fur den Wert der Momentangeschwindigkeit zur Zeit t=1 wird
bestatigt.

FL T FE Tr: B T Fir T ]
tbIStart 0’5 0’95 - E SE"L;IF' g iT:-*Zs-aa-i:a-: T §-‘-::;-=TE.*'&-5 o
3, d
ﬁ?- i
Atbl 0,1 0,01 .96  [3.0
N 2.85
.32 3.3
EE) 9.95
. Jhdef
.01 o. a5
.02 o.1

»=.95

DIFFINT

KAl AUTO

FUHC
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Wir erhalten 3 interessante (zT widersprechende) Ergebnisse :

*) vm(1,x)liefert ein Ergebnis
*) Bei der direkten Berechnung fur x = 1 erhalten wir einedef.Wert.
*) Die Tabelle ergibt ebenfalls einemdef.Wert.

b) Verwendung eines Tricks

Wir berechnen nochmals : vm(1,t1)=5.(t1+1)
Wie kommt der Rechner zu diesem Ergebnis? Die Berechnung der Momentangeschwindigkeit
funktioniert doch!

S(tl) B S(to)
ultoty) = ==
1 0
V (1t) _ S(tl) - S(l) _ 5t12 — 512 _ 5(t12 3 12) i
m\-—14. tl - 1 tl _ 1 tl — 1
2D D 5
-1

Hier wurde gekurzt!
Der T192 kirzt ohne Ricksicht auf den Definitionsbereich !

Ende der 2. Stunde

Fur tl = 1 erhalt man dann :vm(1,1) =5.2=10 in{sitt mit odgem Wert Uberein)
allgemein : vm(t0,t0) = 5.(t0+t0) = 5.2.t0 = 10.t0
Momentangeschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt tO.

Diese Methode(Kurzen) ist ein fauler Trick.

Probleme bei dieser Meode :
.) Andere Terme lassen sich nicht ktrzen.

zB Pendey/(t) = a.sinwt
.) Fur t1=1 ist das Kirzen eigentlich nicht zulassig - man wirde durch O dividieren.
(Durch das Kirzen wird der Definitionsbereich des Terms verdndert. Kirzen ist keine
Aquivalenzumformung!)
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c) Methode der unbegrenzten Naherung

physikal. Bedeutung math. Term geometr. Darstellung
man kann nicht fur einen st) - st) Aus dem

Zeitpunkt eine —~Y ¥ stnicht Differenzenquotienten-
Geschwindigkeit angeben L - dreieck wird ein Punkt, weni

definiert, wenn, = t, !

t, = t, ist, und ein Punkt hat
keine Steigung!

man kann flr ein beliebig
kleines Zeitintervall eine
Geschwindigkeit angeben
=>
“Momentangeschwindigkeit”

t-t

t1 _to

i s(ty) - s(ty)

Da t; beliebig nahe an,

heranrtckt, aber nie gleich

s(ty) - s(ty)

wird, ist lim
4=ty

immer definiert!

t1 _to

Aus dem
Differenzenguotienten-
dreieck wird ein beliebig
kleines Dreieck.

Beachte =" ist etwas anderes als “beliebig nahe'

Def :
t —
|imL

tty b 0

to)
t

Man schreibt dafir : 3—5

Man sagt dazu : “1. Bleitung von s(t) nach t”

ds _

dt

Damit ist also

lim AS
At-0 At

heiRtDifferentialquotient oderlokale Anderung von s(t)

oder % oder s(t)

Querverbindung zur Physik : Die Momentangeschwindigkeit ist die erste Atioleg der
Wegfunktion s(t) nach der Zeit.

T1 92 : Wir verwenden einen neuen Befehl.
limit(vm(1,t1),t1,1)ergibt 10.
Der Rechner bestimmt den GW, also die Momentangeschwindigkeit.
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Wir rechnen handisch nach (t1 geht gegen 1)

_S(t) - s(1) . 5t12-512 . 5(12 - 1)
im———— = m————— =|m —— 7 =
t -1 t1 -1 t1 -1

1
5.(t1 :11).(';-1 - 1) _ lim 5.(t1+1) = 5.2 = 10

= |lim

Bei dieser Umformung darf gekirzt werden, da t1 niemals 1 wird, sondern sich nu
unbegrenzt nahert

dh : zum Zeitpunkt 1 (1s nach dem Abwurf) betragt die Geschwindigkeit 10m/s.

Ende der 3. Stunde

Zusammenfassung :

im sty) : s(ty)

— stellt dieMomentangeschwindigkeitan einer beliebigen Stelle t0
tlﬁto 1 0

dar.

T192 :Wir berechnen :
limit(vm(t,t1),t1,t)ergibt 10.t
limit(vm(t,t1),t1,t)abspeichern alkg(t)

Beml :In der Physik (5. Klasse RG, 6. Klasse G)
v(t) = 10.t Momentangeschwindigkeit zu einem Zeitpunkt t.

v(t) = g.t
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Bem2 : Geometrische Deutung

~ o |Zoam|Tr ac e [RedraphMath|or aul» & Der Differenzenquotien
t,) - St
) - sy stellt die
- L -t
as=s(t13-5(LE) _
. Steigung der Geraderentlang der
: Sehne dar.
& at=t1-tQ

‘-\n"__—_
DIFFIMT KAl AUTO FUNZ
Fur t -> tywird das Dreieck immer Aus der Sehne wird durch Bildung des
kleiner. Grenzwertes die Tangentierch den
Man erhalt schliel3lich einen “Punkt” | Punkt P(/s(t,)).
P(t/s(t)) Aus der Steigung der Sehne wird dig

Steigung der Tangente = Steigung
der Funktion (an dieser Stelle)

t,) - St
= tim ) 74
A
Im Punkt P@/s(t,)) kann s(t) durch

eine Gerade mit der obigen Steigung
angenahert werden.

Andere Schreibweise

Wir betrachten das Zeitintervall voplis t, :

Danngilt: ; =t,+ At (SKIZZEN)
t.) - 9t t + At) - gt
IimM wird zu lim Lt )~ st
-t t1 - to At-0 At

Fur die Anndherung an einen beliebigen Zeitpunkt t gilt dann :

_ 2 _ 2
im St AD - St _ o 5.4+AD? - 52
At At
5.t% + 2LAt + At? - t%) _ im S:(2LAt + At?)
At At

- fim = lm(10¢ + At) = 10

T192 : limit ((s(t0+A) - s(t0))i4,4,0) ergibt  10.t0
Achtung s(t) geht nicht (Circular definition, Wegen s(t).=.?)
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Verallgemeinerung auf beliebige Funktionen

Geben ist eine stetige Funktion f(x), dhtisten interessanten Bereich um die Stellg x

1 Fex | F3 F FEx | _FGET [Fr
- E Zoon|Trace |[ReGr-aph |Math|Dr 2w |
P (% /(X))
ok P X1 =% +AX => AX= |-X
"-\_\_\_\_\_\_
0] 1
TIFFINT FAD AUTO FUNC

f(x, + AX) - f(x,)
AX

und erhalten dienittlere

Wir bilden derDifferenzenquotienten

Anderung von f(x) im Intervall Ax (pro x-Einheit).

Def:  lim o T A%~ 1)

hei3tDifferentialquotient f( )
Ax-0 AX

(Lokale Anderung=Steigungvon f(x) an der Stellex= 1. Ableitung an der Stelle )

Die Funktionf (x) heil3t Ableitungsfunktion und gib Vx die lokale Anderung von
f(x) an.

Beispiele :
1. fu(x) =x2-2x-3

Wie groR ist die mittlere Aretungsrate im Intervall [1,4], [-2,4]

Wie groR ist die lokale Aretung an der Stellex -1?

An welcher Stelle hat die Funktiaiie Stegung 1 bzw 0? Gib jeweils die Gleichung der
Tangente an!

Wir berechneniq(1,4) Das Ergebnis ist @nd dq(-2,4)ergibt 0. Was lasst sich aus destzten
Ergebnis schliel3en, was lasst sich nicht schlieRen? Genauere Untersuchung mittels Grafik!
dagl(-1) ergibt -4,daqr(-1) ergibt ebenfalls -4. Die lokale Anderung (Steigung) von fu(x) an
der Stelle -1 betragt -4 -> fallend.

|’F1 T Fer ‘I’rsv‘l’ Fiyv T FE T FB
- E Algebra|Calc|Other|PramI0|Clear a—z...]

oL =

L0 o] ) o
" Delllar 0 none| Gleichung der Tangente :y= 1.x -21/4
RE=ERPEE) Z-(w0 - 1)

=solue(2-(x0 - 1) =1, «0) =0 =3-2| Fir k = 0 erhalt man analog % 1. Was bedeutet
" futsed S 1574 =0 277

l501ue['15x4=1—-23+d,d] d=-21-4

solue 15 /4=1%3/2+d.d>

DIFFINT KAl AUTO FUMC 30730
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Fur den Differentialquotienten an einer beliebigen Stelléltarian :
daql(t) ergibt 2t-2
daqr(t) ergibt 2t-2

Fur dieAbleitungsfunktion erhalt man allgemein : f(x) = 2x-2

2. fu(x) = |x|
Wir untersuchen die Stellgx 0.  dagr(0) -> 1
daqgl(0) -> -1
daqgt(0) -> false
Warum?
An der Spitze gibt es keine Anndherung durch eine Gerade; die Funktion hat dort keine
Steigung; es gibt keine Tangente.
Die Funktion fu(x) = |x| ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar
3. fu(x) = sign(x)

Wir untersuchen die Funktion an der lgt®, = 0.
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Verwendete Funktionen und Prozeduren im TI192

Bei allen diesen Modulen muss die Funktionfa(x) abgespeichert werden.
1. Differenzenquotient
dqg(xu,xo) (untere Grenze, obere Grenze)
(fu(xo)-fu(xu))/(xo-xu) speichern als dqg(xu,x0)
2. Differenzenquotient mit A an der Stelle %

(fu(x0+4) - fu(x0))iA4 speichern als dqd(x04)

3. Berechnung des Differentialquotienten

Annaherung von links
limit((fu(x0+h) - fu(x0))/h,h,0)|h<0 speichern alsdaql(x0)

Annaherung von rechts
limit((fu(x0+h) - fu(x0))/h,h,0)|h>0 speichern alsdaqr(x0)

Test, ob beide Werte gleich sind
daqgl(x0) = daqgr(x0) speichern als daqt(x0)
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Restimee aus diesen Beispielen sind die folgenden Definitionen :

f AX) - f
Def : Falls der Grenzwert lim (XO i (XO)

existiert und fur alle Folgeamit
Ax-0 AX

Ax->0 den gleichen Wert ergibt, dann heli& Funktion f(x) an der Stelleydifferenzierbar.
Der GW heil3t Differentialquotient (1. Ableitung) an der Stejle x

df(x,)

dx

Man schreibt : f/(xo) oder dif(xo) oder
X
Geometrisch stellt der DAQ die Steigung der Tangente an der Gtdée. x

Def : Steigung einer Funktion f(x) an der e,
= Steigung der Tangente an f(x) im PunktA(x,)).
= Lokale Anderung von f(x) an der $éex,,

Die Funktion dieflr jeden Wert xdie Stegung von f(x) angibt, heif3t
Ableitungsfunktion;
man schreibt dafur f(x)

Beispiel : fu(x) = x2 - 2x - 3
Ableitungsfunktion (siehe oben)
Begriff der hoheren Ableitungen

Bsp :f(x) =x2-5
Gesucht ist die Glehung der Tangente an f(x) an der Stejje8
TI192 : x2-5 ->fu(x)
fu(3) -> 4 P(3/4)
daql(3) -> 6
daqr(3) -> 6
Beide Werte sind gleich, dh k= 6

Tangente: y=kx+d
4=63+d => d=-14
t:y=6x-14

Graphische Behandlung des Problems :
Graph fu(x)
Man gibt die berechnete Tangentengleichung als eigene Funktion ein;
diese lasst man zeichnen.
Man “sieht” , dass es sich tatsachlich um die Tangente handelt.

Oder F5/Tangent
xc : 3 eintragen und ENTER
Die Tangente wird gezeichnet, die Gleioly angegeben.
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Bsp

Bsp :

Bsp

(f(X) = x3 - 9x2 + 24x - 18, abspeichern als fu(x)

An welcher Stelle hat die Funktiaiie Stegung 0 dh. eine waagrechte Tangente
Die grafische Untersuchung ergibt die Stellen x = 2 oder x = 4
Wir bilden die erste Abléing
daql(t) -> 3tz - 18t +24
daqr(t) -> 3t2- 18t + 24
Solve(3t2- 18t +24=0,t) ->t=4ort=2
oder
d(fu(x),x) -> 3x2 - 18x + 24
Dieses Ergebnis als ful(x) speichern
Graph fu(x)

Graph ful(x)
An den Stellen x=2 oder x=4 hat ful(x) die Nullstellen.

f(x) =

Funktion untersuchen, wie siali erste Ableiing aus?

- f(x) = sin(x)

dagl(t) -> cos(t)
dagr(t) -> cos(t)

d(sin(x), x) -> cos(x)
Es gilt somit : sin(x)’ = cos(x)

f(x) = cos(x)
Analog untersuchen.

Bestimmung von Ableitungsformel

Ziel

: Die Ableitungsfunktion soll “einfacher” ermittelt werden kdénnen.

Hier kann der T192 als “Impulsmaschine” verwendet werden. Es lassen sich Hinweise auf die
Ableitungsformeln fiir f(x) = Xoder f(x) = & finden.
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In diesem Zusammenhang ergeben sich noch einige Frage

1. Wie wat rechnet man die obigen Beispiele -und weterefolgende Beispide - zusatzlich
aud noch hardisch aus

2. Geben wir uns bel den Ableitunggormeln mit den Ergebnissen des Rechnes zufrieden
Oderleiten wir die Formeln tats&hlich exakt her

3. Poblem dea Evaluation



VI-B-b Pratest, Posttest und Evaluation

Pratest

1) Welche der folgenden Graphen stellt eine Funktion dar ?

Y e+ ¥

2) Lies aus dem Graphen der linearen Funktion die beiden Werte fir k und d ab!

3) Gegeben sind die beiden Punkte P(3/-1) und Q(-4/4).
Bestimme die Gleltung der Geraden durch P und Q sowie die Steigung der Geraden!

4) Zeichne schematisch ein Zeit-Weg-Diagramm des freien Falls.

3-n

5) Gegeben ist die Folge a_ = .
n +

Berechne : lim a,

N—oo



Auswertungsblatt des Praetests flr das 1. BF

Ergebnisse der einzelnen Klassemgaben in %

1. Beispiel 2 3 4. Beispiel 5. Beispiel
Nr. | 1 2 3 4 5 6 K]l djGlgl kftf.lhr] r. Jtf. [hr |r
1 |[100 (100 77 [ 77 | 91| 55| 32 82] 91 44 5 55 41 68 18 |4
> |96 |62 |54 | 75 | 100 38| 29 88| 100 2sﬂ 68 9 ¢ 83 4 13
3 |96 [84 |32 [80 | 100 16 44 56| 96 1:“ 64 4 3 d4 12 &
4 [[96 [87 [91 [91 |61 | 74| O 61| 65 11| 3% 65 d 57 d6 17
5 100 [95 |20 [40 [ 95| 5 | 10 80| 45 25“ 15 15 fo 30 410 §oO
6 ||100 [100| 84 | 21 | 68 | 53| 5 58| 53 11| 74 26 @ 74 5 P1
- [100[77 |8 [62 | 85| 31| 54| 10p 62 62“ 60 0o d1 31 31 B8
g |71 |94 [100| 88 | 88 | 18| 24| 94 88 55“ 20 6 en5 18 0 §2
g 100 [69 |62 [ 100] 92| 54| 100 1dp 92 9f 2B 46 Ifl ) b4 Y6
1095 |90 |65 |85 [ 95| 70| 70| 95| 75[ 6% 20 20 10 45 25 50
11100 (65 [94 [94 | 100 59 47| 10p 94 74 20 § @ 35 O PS5
12
13
14
15
16
17
18
19
20
% [195,8 |83,9 | 625]| 73,9| 88,6 43,“ 37,] 82|F; 7813 44 38%4’ 36,6]| 45,9| 16,8] 34,5




1. Beobachtungsfenster 7. Klasse (Differentialquotient)

Posttest

1. Der Luftdruck mmt mit der H6he ab. Zu jeder Hohe h gehort estibemter Lutdruck p(h). Driicke
(mit Hilfe der Begriffe “Differenzaquotient” und “Dfferentidquatient”) die Begriffe “mittleres
Luftdruckgeféalle” und “(lokales) Luftdruckgefélle in einer beshten HOhe h” in mathematischen
Symbolen und in Worten aus.

2. Skizziere Graphen der Funktionen f mit :
a)f(x) >0
b) f(x) <0
c)f(x)=0
d) f(x) = const.<0
e) f(X) > 0in]-,2[ und f(X) < 0in ]2

3. Welche Vorstellungen verbindest du mit dem Begriff Ableitung (bzw. Differentialquotient,
Anderungsrate)? Gib weitere auRermathematisch@iBleign!

4. a) Es sei N(t) die Anzahl der Tiere in einer Tierpopulation zum Zeitpunkt t.

Was bedeutet ATI:I ? Was bedeutiegh A=N ?

a0 At
b) Dasselbe fiur eine Zeit-Ort-Funktion s anstelle der Funktion N'!



Auswertungsblatt des Posttests flr das 1. BF, 7. Klasse
Ergebnisse der einzelnen Klassemgaben in %

1. Beispiel 2. Beispiel 3. Beispiel 4. Beispiel
Nr. |DQ | DQ [DAQ IDAQJ 1 [2 |3 [4]5[DQ|mAl1B[2B| DO| DA [ DQ | DA
155 |80 |55 [75 [ 10/ 95 90 85 6| 70 35 25 40 90 70 65 O
5 |41 |45 |27 |32 | 77| 73382 41" 45 14| 23| o 50| 45| 9| 5
3 79 [100 [75 |96 || 86 75 71 50 1"4 75 50 75 #9 89 g2 64 P4
4 |19 [100 |19 |100f 50 31 38 O c1| 88 81 31 @ 81 81 31 Ht5
5 [25 [50 |19 |38 | 56 44 75 31 2"5 50 6/ 6/ ¢ 63 38 56 44
6 135 |47 |29 |47 | 55 47 33 0 6|| 18 24 20 4 18 24 29 B4
- 46 |23 [31 |23 | 85 85 69 8 6“2 8] 38 31 @ 77 60 31 I3
g |53 |94 |41 |88 [ 82 76 82 3% 2"9 24 29 71 39 82 71 65 |9
9 [[90 [100 [60 |70 | 200 20 40 O o" 90 80 50 40 8p 8o Jo ﬂ;o
10]/100 |71 |82 |65 || 71 72 76 59 le 76 71 65 41 94 g2 59 |1
1141 |47 |18 |41 [ 94 94 83 70 g 10070 41 Y8 8 3P 47 P4
12
13
14
15
16
17
18
19
20
% |153,0 68,8 41,5 61,4 706 593 64,0 34,0 #1,0 58,0 45,0 40,0 {|214,0 73,0 61,0 [44,0 | 36,0




VI-B-c Erkenntnisse aus dem Beobachtungsfenster

Frage War das Beobachtungsfenster fur die Earbeitung des Stdfgebietes sinnvoll ?
Diese Frage wurde von 8 ifehmern mi Neinund von einem Teilnehmer niieinbeantwortet.

Positive Aspekte des 1. Beobachtungsfensters

© Die erste Stunde hat gut funktioniert

© Der Grenzwert-Begriff wurdeichter verstanden, wenn man das Loch im Graphen sieht, bzw durch
das Rechnerergebrusde.

© Rechenarbeit wurde abgenommen

Negative Aspekte des 1. Beobachtungsfensters

® Die Zeiteinteilung war zu kurz.

® Die Funktionddr verwirrt.

® Es werden fur denselben Sachverhalt unterschiedliche Bezeichnungen verwendet.
® Fur das Gymnasium ist diese Metle zu afwardig.

® Das Drehbuch war bei einzelnen Punkten zu ungenau.

® Die erste HU war zu lang.

® Zu viel “Theoretisiererei”.

® Das Herleiten der Formeln geht handisch besser.

® Zu viel Theorie ohne sichtbaren Bezug zu irgendwelchermpiBles.

Beobachtungen an den Schilern bein TI-92 Einsatz
% Einige Schiler sind sehr kreativ - probieren viel aus.

% Es gibtimmer wieder Probleme mit Rechnerabstiirzen.
Probleme bei den Tests

% Die Fragen sollten exakter formuliert sein.
% Zu den Fragen sollte es einen Erwartungshorizont geben - Beurteilungsschema

Allgemeine Beobachtungen und Probleme

% Der Zeitgewinn durch den TI-92 wird durch das Schreiben einer Dokumentation relativiert. Im
Extremfall ergibt sich kaum ein Zeitgewinn.

% Die Verwendung von Fareln und=unkionen (selogieschriebenen) fiir Standardstioien istsehr
hilfreich.



% Es ist mit dem TReichter moglich, Sachverhalte zuerst mehrmals mit speziellen Zahlen zu zeigen
und dann erst auf eine allgemeingtiltige Aussage zu schliel3en.

% Fur T1-92 Schiiler ist es schwerer, einen geeigneten Nachhilfelehrer zu finden.

% Durch das Eintippennd Mitschreiben ergibt sich bei langsamen Schiilern ein gewisser Stress; es
besteht die Gefahr, dass das Eintippen unterbleibt -> passive Unterriclisteilna

% Wie konnen sollen die Maturaaufgaben aussehen

Es wurde vereinbart, dass bis zum Sommer jeder Uber dieses Thema nachdenkt und mdgliche
Beispieltypen sammelt. Wir werden in Karnten einen halben Tag mit dieser Frage verbringen.
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