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Vorbemerkungen

Dieses Skriptum zur Matrizenrechnung mit dem 77-92 ist aus ciner fritheren Vorlage zur Behand-
lung dieses Themas mit DERIVE entstanden. Wer so wie ich im Rahmen seines Studiums Matrizen-
rechnung hindisch durchgefiihrt hat, weill den Einsatz eines CAS so richtig zu schitzen. Leider er-
schopft sich die Anwendung des Matrizenkalkiils in der Mittelschule oft nur in der Losung von linea-
ren Gleichungssystemen. Wirtschaftliche und andere Einsatzmoglichkeiten kamen und kommen meist
zu kurz, da nur triviale Aufgaben ohne Hilfsmittel bearbeitet werden konnen. Mit Werkzeugen wie
DERIVE und den TIs konnen jetzt auch umfangreichere Probleme mit verniinftigem Zeitaufwand be-
handelt werden.

Diese Unterlage besteht im Wesentlichen aus zwei Teilen: einer Einflihrung in die Grundbegriffe der
Matrizenrechnung und einer Sammlung von Anwendungsaufgaben aus moglichst vielen Disziplinen.
Der Bogen spannt sich dabei von der Wirtschaft iiber Biologie und Kryptographie bis zur Darstellen-
den Geometrie.

Weite Teile sind als Arbeitsunterlagen angelegt und koénnen von den Schiilern alleine oder in Grup-
penarbeit durchgearbeitet werden.

Bereits bei der Einfithrung der Grundbegriffe wird stets anwendungsorientiert vorgegangen und auf
das Erkennen des Zusammenhangs zwischen Formalismus und Interpretation grofiter Wert gelegt. Die
Schiiler sollten moglichst oft darauf hingewiesen werden, was die Elemente, die Zeilen und die Spal-
ten einer Matrix eigentlich bedeuten. Nur dann werden sie den wahren Wert der Matrizenrechnung
erkennen und schitzen lernen. Auf den Determinantenbegriff wurde verzichtet.

Es kann natiirlich nicht angenommen werden, dass man im Unterricht alle Anwendungen durchnimmt.
Der Lehrer konnte einmal die eine oder andere davon auswéhlen. Die Zusammenstellung kann aber
auch ein Fundus fiir die Vergabe von Referaten oder Projekten sein. In diesem Zusammenhang mdch-
te ich auch auf die reichhaltige Quellenangabe am Ende des Skriptums hinweisen.

Die in diesem Unterrichtsbehelf angesprochenen Hilfsfunktionen und -programme koénnen von der
Homepage von T*-Osterreich heruntergeladen werden. AuBerdem steht auf dieser Homepage fiir jede
Anwendungsaufgabe (Kap. 5 und alle Aufgaben aus Kap. 8) ein 77-92 Script zur Verfiigung. Es ver-
steht sich von selbst, dass diese Unterlage auch fiir den 77-89 verwendet werden kann. Grundsatzlich
lassen sich alle Ideen mit wenig Aufwand in andere CAS fiibertragen.

Ich hoffe, dass dieses Skriptum etwas mithilft, der doch manchmal sehr sproden und sperrigen Matri-
zenrechnung mehr Gewicht in unseren Klassen zu geben.

Fiir Hinweise und Anregungen bin ich sehr dankbar.

Josef Bohm

T3-Osterreich: www.acdca.ac.at
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Matrizenrechnung mit dem 77-92

1. Die Matrix

Der Matrizenbegriff ist eine wichtiger Grundbegriff der Mathematik. Die Technik der Matrizenrechnung wird in
vielen ganz unterschiedlichen Teildisziplinen der Mathematik - von der reinen bis zur angewandten - erfolgreich
eingesetzt. Man verwendet sie vor allem dann, wenn mit Tabellen von Zahlen oder Termen gearbeitet werden
soll. Ein einfaches Beispiel mag die Sinnhaftigkeit dieses Begriffs verdeutlichen:

Eine Firma unterhilt in Niederdsterreich drei Filialen: eine in Amstetten, eine zweite in Tulln
und eine dritte in Baden. Sie vertreibt in einem neuen Produktionszweig die vier Erzeugnisse
A, B, C und D. Die Filialleiter legen dem Produktmanager die Verkaufsziffern fiir das erste
Quartal 200. vor. Dieser stellt die Zahlen tibersichtlich in Tabellenform zusammen:

Janner Feber Mirz Jianner Feber Mdrz
124 89 75 112 62 81
298 131 56 tulln: 195 51 57
214 109 81 202 74 62
178 72 102 143 60 89

amstetten:

O A w
O O % x

Die Verkaufsziffern bilden ein Zahlenschema, das in Zeilen und Spalten gegliedert ist. Wenn du schon mit einer
Tabellenkalkulation gearbeitet hast, dann ist dir ein derartig gegliedertes Zahlenschema sicher nichts Fremdes. In
den Zeilen stehen die Ziffern fiir die Erzeugnisse und in den Spalten die Ziffern fiir die Monate. Ein solches
rechteckiges Tableau von mathematischen Ausdriicken - im einfachsten Fall sind das Zahlen - nennt man eine
Matrix. Sie wird gekennzeichnet durch die Anzahl ihrer Zeilen und Spalten.

Die beiden vorliegenden Matrizen sind (4 x 3)-Matrizen.

Merke: Die erste Zahl ist die Anzahl der Zeilen, die zweite die Anzahl der Spalten. Jedes Element der Matrix
kann durch seine ,,Koordinaten® - erst die Zeile, dann die Spalte - angegeben werden. Zeile und Spalte werden als
FuBinoten - Indizes - geschrieben.

z.B.: amstetten ;3= 56; tulln 4, = 143. Was bedeutet allgemein amstetten ;; ?

Wenn wir die Bedeutung der Zeilen und Spalten eindeutig erkennen, brauchen wir uns nur auf die Zahlen zu
konzentrieren. Dann entstehen Matrizen, die wir mit amstet und tulln bezeichnen werden:

El24 89 755 112 62 810

]

98 131 56[ %95 51 570
amstet= 0 und tulln =

%14 109 81 5202 74 620

0
78 72 102@ (143 60 8901

Diese beiden Matrizen sollen nun im 77-92 definiert werden. Offne mit [APPS) den Data-Matrix Editor und
erzeuge eine neue 4 x 3 Matrix mit dem Namen amstet:

T RFFLICATIONE FE T FE FE Fe 1} FE FE g T FEY_ | _F7
- f— Tt Home Clear a—z...] = f—|Plot Setup|Cell|Hs s GelUtil v f=—|Flot Setup|Cell |z |iai Ubil|Stat
2i= Editor . NEW ) [ |
Zihlindow Editor K - o1 |c2 [c3 |c4 |5 o6 [cF [c8 (o9 [cif)
4:Graph Tupe: Matrix+ 1 ERLE]
b Folder: main+ ]
ata-Matrix Editor
fProgram Editor g
g1 Geanetry ]

SiText Editor

Uarisbledfanstel ) I B
Row dimensionidd | 4 (@ [o
Col dimensioni3 ] 5

&

v

Enter=0K ESC=CAHCEL

HMAIN RAD EXACT FUNC 0/20 HMAIN RAD EXACT FUNC MAIN EAD EHACT FUNC
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Die Elemente sind mit den Werten 0 vorbelegt und werden der Reihe nach mit den Werten der Matrix amstetten
belegt. Jedes [ENTER] flihrt zur Eigabe des nichsten Elements. Die fertige Matrix anst et sieht nun so aus:

1 FZ [} i i FE™. F7 1 Fir Fiwr Fyr [ F& 1 Fi= Fi= Fly= FE F&

- E Flot Setup|Cell|Hs s |iai-|Ubil[Stat | - E Alasbra|Calc|Dther Pr‘gnIDTClear* a—z...] vE AlacbraCalc|0ther Pr‘ngDTClear‘ a—z...]
MAT
W [T {c7 [c3 (e o5 [ek [or o8 [o9 [oin

T 12423 [75
2 [23E[131]5E
3 [zra[iesERl 124 89 75 124 289 75
4 |[irsiFe 192 292 131 56 ZoE 131 56
5 = amstet " amstet
: smste 214 109 81 anste 214 189 81
7 iFg F2 102 17g 72 1@z
r3c3=81 [[124.89,.751[298,131 . 5610214, ..
MAIN RAD EXACT FUNWC MAIN RAD EXACT FUNWC 1/30 HMAIN KAD EXACT FUNC 1/30

Wechsle in den Home Screen und rufe die Matrix anst et auf. Wenn du die Matrix in die Eingabezeile ko-
pierst, siehst du, wie du eine Matrix direkt editieren kannst. Die Zeilen werden in eckigen Klammern geschrieben
und selbst wieder durch eckige Klammern ,,zusammengehalten. Die Zeilen einer Matrix bilden auch jeweils eine
Einheit, man nennt diese Einheit einen (Zeilen-)Vektor.

Eine einfachere aber gleichwertige Mdglichkeit, eine Matrix zu editieren, gibt es im Home Screen. Innerhalb von
eckigen Klammern sind die Elemente innerhalb einer Zeile durch Beistriche, die Zeilen aber durch Strichpunkte
Zu trennen: [ 124, 89, 75; 298, 131, 56; 214, 109, 81; 178, 72, 102] - > anst et

viﬂ ngF;Er*a I:Fagirc, IIItFPI!u;r* F'r*ngmIIIl I:l-e-arEE a-Z...

R 298 131 D&

214 1839 821

Liva 7z  108Z]

124 89 73 [124 39 73 ]

. 292 131 56 292 131 Se

214 109 21 214 189 81

178 7z 182 Live 72  10Z]

[124, 89 _Y5:298,131 563214 _1092..
RIN AD ERACT FONC /30

Erzeuge nun auch noch die Matrix fulin.

Mit einer vorbereiteten Hilfsfunktion lassen sich auch noch die Zeilen und Spalten bezeichnen.

Wir wollen die Spalten mit den Monatsnamen Jaenner, Feber und Maerz und die Zeilen mit ArtA, ArtB, ArtC
und ArtD bezeichnen. Dazu dient die Bezeichnungsfunktion mat bez.

mat bez( Mat ri xnane, [ Zei | enbezei chnungen], [ Spal t enbezei chnungen])

Zwei Moglichkeiten des Einsatzes sind mdglich:
mat bez(tulln, ["ArtA","ArtB","ArtC',"ArtD'],["Jaenner", "Feber", "Maerz"])

Wenn man die Spalten und Zeilenbezeichnung 6fter verwenden will (oder muss), dann zahlt es sich aus, diese
extra zu definieren:

["Jaenner", " Feber", "Maerz"] - qul
["ArtA","ArtB","ArtC',"ArtD'] - prod
mat bez(tul I n, prod, qul)

1w Fiv Faw | Fuw FE FE™ - - - -

- {—lFIlge-br‘a Calc|dther|PramI0fClean Upm viﬂ ngfébr*a I:F;lc, thrlluer*lPr*ngmID l:leraﬁn UPT_\

= matbezitulln,[arta "ArtB" "ArLC"  "Ark art_c ZI4 Nk 51
nu "Jaenner" "Feber" "Masrz"] lar‘t c i7s 7 132
arta 112 &2 21 nn jasnner feber masrz]
"ArtB" 195 Sl =Ty art_a 124 g9 =]
"ArtC"  ZEZ 74 62 " apsthez art_b 298 131 55
"ArtO" 143 =1t 29 i art_c 214 o] 21

a["Jaghner" "Feber" "Maerz"]-+ qul art_c 172 72 102

w e TARER" _ "ArtC", "ArtD"]1]1pro lamsthez|

MATEER FAD ERACT FUNE =050 4 ﬁm FAD AOTO FUNE_ 4730

Hier ist ein Eingabefehler passiert. Suche den Fehler und beschreibe seine Auswirkung.

Vergleiche und kommentiere die beiden Moglichkeiten (Vorteile, Nachteile,....).
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Ubung 1:
1.1 Die Verkaufsziffern fiir die Artikel A, B, C und D fiir die Filiale Baden lauten :

Janner: 56, 64, 78, 69
Feber: 37, 28, 29, 45
Mirz: 67, 73, 82, 55

baden =

Erzeuge die folgenden Matrizen m1, m2 und m3. Betrachte sie im Home Screen und verglei-
che mit der Angabe.

L
[\
Q
>

|
o
O

01O
o

)

|
N | o
(9,

o

&)

QU

O

1.2 ml =

[ |
w |
(e]
|
)
()
QU
|

~
[

(9]
[
(e}

%1 x x2 X x*O
1.3 m2 = 28 Xt X

Ox x
Bcz Yot x6E
1.4 m3 = [[1],[]a,b],[10,20,30]]; was fiéllt bei der Ausgabe dieser ,,Matrix‘ auf?

1.5 Fir die im Einfithrungsbeispiel angesprochenen Erzeugnisse A, B, C und D werden in der Zent-
rale erzeugnisunabhéingige, jedoch von Monat zu Monat verschiedene Kosten/Stiick ausgewie-
sen. Der Kostenrechner unterscheidet zwei Kostenarten K1 und K2. Diese Kosten sind im Jén-
ner 0,50, bzw. 0,70, im Feber 0,45, bzw. 0,75 und im Mirz 0,90, bzw. 1,15.

Stelle diese Kosten zuerst in einer (3 X 2)-Matrix £3x2, dann in einer (2 x 3)-Matrix k2x3 zu-
sammen.

Erzeuge auch die beiden bezeichneten Matrizen k3x2bez und k2x3bez. Bezeichne dabei die
Zeilen/Spalten mit den Monaten bzw. mit Kostenl und Kosten2.
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1.6 Definiere eine (1 x 4)-Matrix m4z. Wie sieht diese im Home Screen aus?

Man bezeichnet eine derartige Matrix als einen Zeilenvektor. Ubernimm den Zeilen-
vektor in die Eingabezeile und schreibe den Vektor ab:

1.7 Definiere nun eine (4 x 1)-Matrix m4s. Es entsteht ein ................. vektor. Wie sieht die-
ser Vektor in der Eingabezeile aus?

Das ist also eine Matrix, die aus 4 Zeilen zu je einem einzigen Element besteht.

Auch ein Spaltenvektor 148t sich auch mit nur einem Paar von eckigen Klammern
schreiben:

Losche m4z und mds wieder.

2. Die Elemente einer Matrix

Einzelne Elemente der Matrix kdnnen sehr einfach angesprochen werden. Wenn du jenes Element der Matrix
amstet ansprechen willst, das in der 2.Zeile und 3.Spalte zu finden ist, verwendest du die ,tiefgestellten” Indizes
253 . Tiefgestellte Zeichen werden auch ,,subscripts® genannt. Auf dem 77 kann man aber leider weder hoch- noch
tiefgestellte Zeichen (auBer Exponenten) schreiben. Subscripts werden in eckigen Klammern dargestellt.

amst et [ 2, 3] flihrt sofort zu 56.

Mat ri xnanme [ Zei |l e, Spal t e] spricht ein einzelnes Element der Matrix an.

Allgemeine Matrizen werden in der Mathematik gerne durch ihr allgemeines Element und durch die Anzahl der
vorliegenden Zeilen und Spalten angegeben. Das kann z.B. so aussehen:

Matrix A = (a;;); i = 1,...m; j = 1,....n; manchmal wird auch {a;;} oder [a;;] geschrieben.

Das kannst du dir recht schén mit einer vorbereiteten 7/-92- Funktion ansehen.

al | gm( El enent bezei chnung, Zei | enanzahl , Spal t enanzahl )

Sieh dir nun eine allgemeine (5%3)-Matrix mit der Elementbezeichnung z an und iibertrage die
Matrix MZ = (z;;); 1= 1,..5; ) = 1,2,3; auf das Papier. Verwende dazu aber die iibliche Notati-
on mit subscripts (Indizes).

allgmz, 5, 3)
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[0 debra|cone ot her [FromTo|c1eon Up| |

["ZeileS" =[5, L] z[5, 21 z[5, 3P
wn nSpaltel" "Spaltez" "Spalf
Mz = "zeilel" =z[1,11  =z[1.21  =z[1,3
"Zeilez" =z[2,1] z[2, 2] z[2, 3

"Zeiled" =z[3,1] z[3, 2] 203,37
Erzeuge und speichere die bezeichnete Matrix eelled” zl4.1] z[4, 2] z[4. 3.
zbez - mit oder ohne Verwendung der ““-: “Zeilew’ =2[3,1] 2[3,2] 2[5, 3,

MATEL FRAD EXACT FUMC ZB/ %0

(Sieht Deine Matrix auch so aus?)

Achtung: ,,Gerechnet” wird immer mit den unbezeichneten Matrizen. Die Bezeichnun-
gen werden nach der Ausfiihrung allfilliger Operationen eingetragen.

submat (matrix,i,j,k,I)

16st aus der Matrix mat r i X eine Teilmatrix heraus, die durch die jeweils diagonal gegeniiberliegenden Elemente
mat ri X;;, bzw mat ri X y; bestimmt wird.

submat (tulln,2,1,3,4) =

di m(Matri x)

liefert eine Liste { Anzahl der Zeil en, Anzahl der Spalten}.

Auch aus Listen lassen sich mit subscripts die Elemente herauslesen:

di m{matrix)[1] ergibt die Anzahl der Zeilen und di n{ mat ri x) [ 2] ergibt die Anzahl der Spalten der
Matrix matrix. Uberpriife dies mit einer der bereits definierten Matrizen.

Versuche Funktionen zu erzeugen, mit deren Hilfe sich aus gegebenen Matrizen bestimmte Zeilen
oder Spalten herauslesen lassen. Wenn es dir nicht gelingt, dann findest du die Losung auf der néchs-
ten Seite.

Die Funktionen sollten so definiert werden, dass m_ fiir den Matrizennamen und k_ fiir die Nummer
der Zeile, bzw. Spalte steht:

zei |l e(mm kk) und spal t e( nm kk)

Uberpriife: zeile(tulln,?2):
spalte(ng, 4):
zei |l e(zbez, 3):
submat (mm kk, 1, kk, dim(m) [ 2])-> zeil e( nm kk)
submat (mMm 1, kk, di m{mm) [ 1] , kk) - > spal t e( nm kk)
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Ubung 2:

Bestimme zuerst ohne, dann mit dem 77-92 die folgenden Matrizenelemente:
(Es gelten die Matrizenbezeichnungen von Ubungl)

2.1

2.2

23

24

2.5

2.6

twllng = cooeeeeeeeeeeea.
tullng = oo,

Versuche, das jeweils 3.Element aus dem in 1.6 bestimmten Zeilenvektor und dem in
1.7 definierten Spaltenvektor herauszuldsen. Interpretiere die Vorgangsweise, wenn Du
die Losung des Problems gefunden hast?

Erzeuge erst die Matrix mx = (x;;);1=1,...6;j=1,....5
und 16se dann die dritte Zeile als Zeilenvektor und die vierte Spalte als Spaltenvektor
aus dieser Matrix. Arbeite zuerst ohne, dann zur Kontrolle mit dem 77-92:

Wie sollte die dritte Ze11€ TAULENT .......eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e e e e e e e e e e e eeeeeeeaeeeaeas

Vielleicht gelingt dir die Erzeugung von mx und das Herauslosen der Zeile, bzw. des
Vektors mit jeweils nur einem einzigen Befehl.

Notiere hier die BEfEhle : ....ooovvvviiiiieiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Erkldre mit eigenen Worten die Bedeutung der Zeilen- und Spaltenvektoren der Matrix
amstet.

Suche im Handbuch oder im [CATALOG] Befehle, die di m{ matri x)[ 1], bzw.
di m(matrix)[2] entsprechen.
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3. Die Addition von Matrizen

Stelle dir nun vor, der Produktmanager mdchte die Gesamtabsatzzahlen von Tulln und Amstetten fiir die Erzeug-
nisse A - D, aber noch immer getrennt fiir die einzelnen Monate ermitteln. Wie konntest du ihm helfen?
Natiirlich, ganz einfach!

Erzeugnis A im Janner: 124 in Amstetten und 112 in Tulln ergeben zusammen 236,
im Feber: 89 + 62 =151, ........

Erzeugnis D im Mérz: 102 + 89 = 191.

Du addierst also elementeweise jeweils die Elemente, die an der gleichen Stelle in ihren Matrizen stehen. Das
kann aber nur sinnvoll sein, wenn die beiden Matrizen gleiche Zeilen- und Spaltenanzahlen aufweisen.

Wir probieren nun ganz frech, ob es Sinn macht, die Matrizen tulln und amstet zu ,,addieren:
tulln + anst et

Das funktioniert also. Kannst Du auch die Absatzziffern aller drei Filialen in einer neuen Matrix noe zusammen-
fassen?

............................ - noe

Notiere hier die Matrix in ublicher Schreibweise: noe =

(Fiir die Weitergabe an die Firmenleitung erzeuge auch die bezeichnete Matrix noebez. Dazu reicht ein Befehl.)

Wir wollen die Additionsregel auch allgemein bestitigt sehen. Addiere eine allgemeine (2%3)-Matrix mit dem
Elementen x;; und eine andere (2x3)-Matrix mit dem allgemeinen Element y;;.

Ubung 3:

3.1 Formuliere die Additionsregel in Worten. (Bedenke dabei auch, daf3 die zu addierenden
Matrizen besonderen Bedingungen geniigen miissen!)

3.2 Beider ,,gewohnlichen* Addition gibt es ein ,,Nullelement* mit der Eigenschaft, dass es
ein Element unverindert 146t: x + Nullelement = x.

Wie heilit dieses Nullelement bei der Addition? ....................

Gibt es auch bei der Matrizenaddition ein derartiges ,,Nullelement*?

-3 100

(5
= + = 1 U 9
Al H 0 8 Et, Al N Al, Wie miifite N aussehen?

N:
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33

3.4

3.5

3.6

Die Osterreichzentrale erhilt die Verkaufsziffern der Erzeugnisse A - D fiir das im
1.Kapitel genannte Quartal und stellt diese in der Matrix AUT zusammen:

203 907 11000
0982 675 7270
432 884 951
117 744 806

AUT =

Du hast die Aufgabe, die Verkaufsziffern aller Bundeslidnder ausgenommen Niederds-
terreich zusammenzustellen. Wie gehst du vor?

AUT NOE =

Konnstest du dir eine geeignete Matrizenoperation vorstellen, die das auch ermoglicht?
Wie miifite diese lauten? ...........cooceeviiiiininniiniiee
Versuche deine Idee? Vergleiche die Ergebnisse?

Hast du Erfolg?

So wie es bei der ,,gewohnlichen* Addition mit dem ,,Nullelement* 0 die
Umkehroperation ,,Subtraktion gibt:

X +(-X) = 0,

gibt es zur Matrizenaddition auch die Matrizensubtraktion.
Wie konnte die formale Regel fiir diese Subtraktion lauten?

Man subtrahiert ...........

Bestitige diese Regel durch die Subtraktion zweier allgemeiner (4x4) Matrizen!

Wie kannst du die Verkaufszahlen von Tulln und Amstetten bequem vergleichen?
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3.7 Welche Bedeutung hat das Element (tulln - amstet),3 ?

3.8 Bestimme zeile(tulln-anmstet, 4): .
und interpretiere das Ergebnis:

3.9 Wie lautet die 2.Spalte von anst et - baden und was sagt diese aus?

3.10 Mit newnat ( m n) kannst du eine Nullmatrix bestehend aus m Zeilen und n Spalten
erzeugen. Erzeuge eine geeignete Nullmatrix nmil, soda ml + nnil = nil.

4. Die Multiplikation von Matrizen

4.1 Die Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl

Wir wollen nun annehmen, dass fiir Niedersterreich ein neuer - ehrgeiziger - Verkaufsleiter eingestellt wurde. Er
mochte die Verkaufsziffern anheben. und macht sich mit neuen Zielvorgaben in den Filialen gleich unbeliebt.
Nach einer eingehenden Untersuchung von Marktforschungsergebnissen kommt er zum Schluf3, dass noch ein

gehoriges Absatzpotential in den Méarkten unausgeschopft ist. (Was bedeutet dieser Satz?)

Tulln soll im 3.Quartal des Jahres seine derzeitigen Absatzziffern um 15%, Amstetten um 20% und Baden um
40% anheben. (Baden verspricht einen hoheren Umsatz, da ein Mitbewerber in der Region ausgefallen ist).

Wie miiite die Vorgabetabelle fiir Tulln nun aussehen? (Runde auf Ganze!)

tullnneu =

Beschreibe deine VOIrZangSWEISE: ......cccueiuerierieriieieeteeiesteeieeteetesseessaesseesseesessaesseesseessessesssesssesseens

Damit hast du eine sogenannte ,,Skalarmultiplikation* ausgefiihrt.
(Ein Skalar ist zum Unterschied von einem Vektor und einer Matrix eine Grofe, die nur aus einer einzigen Kom-
ponente besteht).

(1.15*tulln*tullnneu] |

(Mit [#] = erhiltst du auf jeden Fall die Matrizenelemente in Dezimalschreibweise, auch dann, wenn du im
exact -Modus arbeitest.)
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Ubung 4:

4.1

4.2

4.3

44

4.5

4.6

4.7

Wie lauten die Zielvorgaben fiir Amstetten und Baden?

Die Operation 2[fulln - 1.4CAnstet + 5[baden / 4 hat zwar keinen
Sinn, aber sie ist mathematisch korrekt durchfiihrbar.
Wie lautet das Ergebnis?

Ermittle die bezeichnete ,,Vorgabetabelle* des neuen Verkaufsleiters fiir das Bundesland
Niederdsterreich. Versuche, mit einem Befehl auszukommen!

no "Juli" "August" "Seplember"

"ArtA" 3E56.00 229,90 276,95

"ArtB" &71.45 255.05 234.95

"ArtC" 292,30 255,50 233,30

"ArtD" 474.65 Z18.40 3@1.75 Stimmt’s ?

Die Kosten - sie werden in der Matrix k3x2, bzw. k2x3 beschrieben - konnten durch eine
neue Technologie um 3% gesenkt werden. Wie lauten die Kostneu?

Zeige allgemein die Giiltigkeit der Skalarmultiplikation ¢ /4 mit dem Skalar ¢ und
der Matrix 4 = (a;;j);1=1,...5; = 1,....5.

Zeige allgemein mit einer frei gewéhlten Matrix M das Distributivgesetz:
k1l M+k2 M= (kl+k2) M

Definiere fiir die folgenden kurzen Beispiele die drei Matrizen 4, B und C:

55_21 D~41233

SRR IS E IS

Berechne erst handisch, dann mit dem Rechner: 24 —0.5B + C

L
D
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4.8 Versuche die ,,Gleichung® 3B — x [4 = 2C nach x aufzulGsen.
Zuerst mit der Hand??? Dann mit dem 77-92 (sol ve)!!
Kannst du die Antwort erkldren?

4.9 Versuche auch die Gleichung 3B — 4X = 2C + 4 nach X aufzulGsen.
Wende bereits bekannte Regeln an. Lose die Gleichung auf und lasse dann den 77 die
Rechenarbeit erledigen.

Vergleiche dein Ergebnis mit dem von DERIVE:

6 0 2 5 -4 12 3 3 5 -2 1 0
SOLVE | 3. 1 4 -4 0 - 4.X = 2 5 0 -3 2 + 3 4 2 -1 , X
3 4 2 10 0 2 4 6 10 2 1 11
X :g Vector
21 11 1 9
4 2 4 4
. 5 Die Zeile
X = _ 2 _9 _ X :e Vector definiert X als eine Matrix
2 4
1 3 3 7
4 2 4 4

4.10 Bilde (x+1) On2.

4.11 Bilde 2 Uiml.
z

Ldsche die Matrizen 4, B und C aus dem Speicher.

4.2 Die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Fiir dieses wichtige Teilkapitel wird ein neues Beispiel herangezogen.

Ein Textilprodukt wird in den vier Grofen Small, Medium, Large und XLarge hergestellt. Zur Produktion wer-
den in einer Abteilung die beiden Maschinen Masch A und Masch B durchlaufen. Die verschiedenen Produkte
bedingen unterschiedliche Arbeitszeiten auf den Maschinen, die in der sogenannten Input-Matrix zusammenge-
stellt werden:

| S M L XL
Masch A5 4 3 7 Bearbeitungszeit/Stiick auf den Maschinen in Minuten.
Masch B |6 3 4 2

Von den Produkten S, M, L, und XL werden 15, 30, 40 bzw. 60 Mengeneinheiten benotigt.

Es stellt sich automatisch die Frage: Wie lange werden die Maschinen von den verschiedenen Produkten bean-
sprucht? Diese Frage kannst du sicher durch Nachrechnen beantworten. Stelle dir aber vor, dass du viel mehr
Artikel auf vielen Produktionsstitten beriicksichtigen musst. Dann wird die Rechnerei bestimmt unangenehm.
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Deine Rechnung wird wahrscheinlich so beginnen:

Fiir Maschine A: 15 xX5+30%x4+40x3+60%x7= ...
Fiir Maschine B: .....cooouvvvviiiiiiieeeeeeeee e

Nun soll das mit der Matrizenrechnung nachvollzogen und automatisiert werden:

Erzeuge die (2 x 4)-Matrix inputl und den Spaltenvektor bedarf (als eine (4 x 1)-Matrix).

Mit den Bezeichnungen sehen Matrix und (Spalten-)Vektor dann so aus:

1) Fer Fiwr Fir FE Far
~ f—|Algebra|Cale Dther‘lPr‘ngD Clean Up
Beachte, daB3 die Spaltenanzahl der Matrix mit der Zgilen- " small medium large xlarge)
. S . C. h_a 5 4 3 7
anzahl des Vektors iibereinstimmt und auch iibereinstimmen :ZZZH Z c = 4 .
muss, da die Aufgabe sonst ihren Sinn verliert. (Erkennst du B o menge]
die einfache Merkregel?) small 15
" bedarfh medium 30
large 40
hedarfh
MATRIH EAD AUTO FUMC 12/20

Fiihre jetzt mit dem 77-92 die ,,Multiplikation” i nput 1 * bedar f aus!
Notiere hier das Ergebnis!

Welche Form hat das Ergebnis? .........cccvieiiiiiiiiiieieeeeeeeee e

Interpretiere die beiden Zahlen des Ergebnisses! Gib die Antwort in einem Satz!
Welche Gréflenbezeichnung kann den beiden Zahlen 735 und 460 zugesprochen werden?

Beachte, dal} auch die Dimensionsbezeichnungen multipliziert werden:

(Minutenanzahl x [min] / [Stk]) x (Stiickzahl X [Stk]) = Minutenzahl x Stiickzahl X [min]

Versuche auch bedarf * i nput 1!

Vervollstindige die ,,Dimensionsgleichung®: (2 X4)* (4 X 1) = ..cccocvvvieniencrennnen.

Kannst du dir schon aus diesem ersten Beispiel eine Regel ableiten?

Wie muss man bedarfund inputl manipulieren, dass bedarf * i nputl doch einen Sinn
ergibt und dass das selbe Ergebnis - wenn auch in anderer Form - entsteht?

Fiihre die folgenden Multiplikationen mit eigenen Matrizen und Vektoren durch und ergénze
die fehlenden Zeilen- und Spaltenanzahlen:

(Dabei steht (3 x 5) fiir eine beliebige (3 % 5)-Matrix.)
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(3x5)*(..x1)=@3x1)
(6% ..)*2%.)=(uX1)
(o X5)* (L xT7)=(1%7)
BX1)*(3X2)= ...

Wichtige Regel:
Die Reihenfolge muf} stimmen:
Matrix * Spaltenvektor = Spaltenvektor (mxn)*(nx1)=(mx1)
Zeilenvektor * Matrix = Zeilenvektor (1xn)*(mxm)=(1x%xm)
Ubung 5:

5.1 Wir greifen auf die Absatzmatrizen tulln, amstet und baden, sowie auf die Kostenmatri-
zen k3x2 und k2x3 zuriick.

Zur Kontrolle findest du hier nochmals diese beiden Kostenmatrizen:

05 0,7

K3x2 = %45 075E P
s v L e _%,7 0,75 1,15%
Hoo 115H

Wir wollen die Kosten vom Typ Kostenl ermitteln, die in einem Quartal in den einzel-
nen Filialen entstehen.

Da die Absatzmatrix die Dimension (4 x 3) hat, muss aus jetzt schon bekannten Griin-
den der Kostenvektor als (3 x 1)-Spaltenvektor aufgerufen werden. Wir 16sen diesen

Vektor aus der (3 x 2)-Matrix k3x2 heraus. Es entsteht die Multiplikation:
(Fiir das Multiplikationszeichen setzen wir hier auch den Punkt.)

12 62 810

005 O
Dgg 3 411 g; = Déﬂ.%ﬁ = ... das kannst du berechnen, aber wir haben ja eine Hilfe:
43 60 soff 009
156. 307
®tulln-spaltel k3xg, 1) i;é:g
und erhdltst als Ergebnis einen (Spalten-)Vektor: |uiTn¥spalte(kIx? .17 175. 60,

Welche Bedeutung haben die einzelnen Komponenten des Ergebnisvektors?

5.2 Berechne die Kosten2 fiir Baden und fir Amstetten.
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53

54

5.5

5.6

5.7

Berechne die Kostenl fiir ganz Niederdsterreich.
Die Matrizenoperation lautet: ...........cccveeiciieeiiiieeriie e eree e e

Das Ergebnis:

(Kontrolle: ein Element ist 544,9; welche Bedeutung hat diese Zahl?) .........ccccevveivviinieeniienieeee e

Berechne baden*spal t e( k2x3, 1) .

Dein KOMIMENTAT: ..o e e e e e e e e e e e aaeeaeeeaaes

Berechne (t ul | n+anst et +baden) *0. 95*spal t e( K3x2, 2)

Was hast du damit berechnet?

Kosten2 werden um 5% gesenkt, Kostenl dagegen um 10% erhdht. Wie hoch sind die
Quartalskosten aufgeschliisselt nach Produkten, wenn du annehmen kannst, dass die
Absatzzahlen von Tulln und Amstetten um 15% erhdht werden konnen. Dagegen diirfte
der Absatz in Baden um 30% fallen.

Die Matrizenoperation lautet:

El089,61 H

. . 396,71
Stimmt das Ergebnis d S?
%388,23

266,13

1
Suche eine Matrix 12, die den zweizeiligen Spaltenvektor v2 = gzngei der Multiplika-

tion unverdndert 1aBt. D.h: 12 * v2 = v2.
Stelle zuerst eine Dimensionsiiberlegung fiir /2 an: (...x...) * (2 x 1)=(2 x 1)

Wenn du glaubst, eine Losung gefunden zu haben, dann iiberpriife diese mit dem 77-92.
Verallgemeinere die Losung fiir einen Spaltenvektor mit n Zeilen.

Die gesuchte Losung ist die sogenannte ,,Einheitsmatrix“. Sie ist immer eine ,,quadratische Matrix“,
d.h., dass Spalten- und Zeilenzahl {ibereinstimmen. Diese Einheitsmatrix ist so wichtig, dass sie vom Sys-
tem bereit gestellt wird:

i dentity(n) erzeugteine (n X n)-Einheitsmatrix.
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3 2 10 H* IB
5.8 Multipliziere die Matrix sys/ = 54 0 5 Omit dem Vektor x = k201
6

-3 10 %35

Ergebnis:

Woran erinnert das Ergebnis? .......ccccoiieiiiieeiiiecie e

k1O
N . 0 -5 0 3 60 . [x20]
5.9 Multipliziere die Matrix sys2 = EZ s 6 0 Emlt dem Vektor [k30J

43t

Du hast sicher die Ahnlichkeit mit einem Teil eines linearen Gleichungssystems erkannt. (Was fehlt noch?)

Die Matrizenrechnung ist tatsdchlich ein wichtiges Instrument zur Behandlung von linearen Gleichungssystemen.
Jedes LGS bestehend aus m Gleichungen mit n Unbekannten 146t sich in Matrizenform darstellen (- und mit Hilfe
von Matrizenoperationen weiter behandeln).

Wenn wir uns auf Ubungsaufgabe 5.8 beziehen und dazu noch einen Spaltenvektor b definie-
ren:

HIOO E
konst =1200 [, dann ergibt sich mit sysl * x = konstein ............c..ccceeeuvenneen.

H 300F

Dabei bezeichnet man sysI als Systemmatrix, x als den Variablenvektor

und konst als den Konstantenvektor.

5.10 Fiihre die Matrizenoperation aus und notiere hier das entstehende Gleichungssystem:

o N A T R S T
[ -3 1o] [ -z 16]
w1 w1
L [x?} o |:><2
HE w3
1a@a 100 7
] [zuzuzu + konst [zuzuzu
-3a0 -Zoa]
susl ¥w=konst
MATELS EAD AUTO FUMC 12/Z0
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5.11 Erginze auch Ubungsaufgabe 5.9 so mit einem geeigneten Vektor, dass ein Gleichungs-
system entsteht.

5.12 Ein Gleichungssystem liegt vor:
2-x +3y -4z +5u=3
10-x + 0,5y - 6-z + 7-u = -4
4-x + 1,5z + 6-u =0
2,5 x +5y +7-z =20
Wie lauten die Systemmatrix, der Variablen- und der Konstantenvektor. Schreibe das

Gleichungssystem in Matrizenschreibweise. (Beachte, dass es weder in der Matrix noch
in den Vektoren ,,weille Flecken = leere Stellen* geben darf?)

Kontrolle mit dem 77-92!
5.13 Schreibe das Gleichungssystem um in Matrizenschreibweise. (Unbekannte x1, ...... , X6).
2 2 2
2-e-x1 + 3-f-x2 +x3-(e+f) +e -x4+f x5 +3f-x6=¢ - f
x5 X6 3
2-e-x1 + x2-(e - f) +5-e-x3 +4-f-x4 + + =e - f

e
2 2
2-e -x1 - 3-f x2 + x3-(2-e - f) +4.f-x6 =e - f

Uberpriife mit dem 77-92!
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4.3 Die Multiplikation einer Matrix mit einer anderen Matrix

Wir haben in Ubung 5.3 die quartalsméBigen Kostenl und Kosten2 fiir die Erzeugnisse durch getrennte Multipli-
kationen Matrix * Kostenvektor ermittelt. Es liegt nahe, diese Multiplikation so auszubauen, dass man in einem
»Aufwaschen® beide Kostenarten berechnet, d.h., beide Vektormultiplikationen in einer Multiplikation zusam-
menfaft.

Auch hier muss man wieder auf die Spalten und Zeilenanzahlen achten.

Erinnere dich: (4 x 3) * (3 x 1) fiihrt zu (4 x 1). Die Kostenmatrix kann als (3 % 2)- oder als (2 x 3)-Matrix auf-
gefasst werden. Welche Multiplikation erscheint dir sinnvoll? Wie miiite das Ergebnis aussehen?

(4%3)*(3X2)= . oder
(4%3)*(2%X3)= o,

Fiihre beide Operationen mit dem 77-92 durch.

Notiere hier die richtige Version und das Ergebnis und speichere als geskos:

Welche Form hat das Ergebnis? .........ccccoociviiiiiiieiiiiiieiieeeeeeeee
Gib die Matrix mit Zeilen- und Spaltenbezeichnungen aus! (Verwende mat bez(. . ... )

Ermittle die folgenden Elemente der Ergebnismatrix und beschreibe deren Bedeutung:

geskoszy = .o 5das SINA e
geskoss ] = ..o , das SINA .eeevveeiiiiiii
dritte Zeile: ....ccovvvvvveeiiinnn, , A8 SIN .evveiiiiiieiieee e
zweite Spalte: .......ccceeeeveenenn. , das SINA c..veeeeiieee e

Bevor wir die Matrizenmultiplikation genauer ansehen, wollen wir noch ein einfaches Anwendungsbeispiel
durchfiihren. In der Matrix input/ in Abschnitt 4.2 wurden die Maschinenzeiten von eines Erzeugnisses in ver-
schiedenen GroBlen zusammengestellt. Fiir diese Erzeugnisse liegen Auftrage von fiinf Groabnehmern vor. Die
Auftragsmengen sind in der folgenden Tabelle (= Matrix) aufirag zusammengestellt:

Groflen
Small Medium Large XLarge
c Fitfit 120 180 150 80
@ Racing 160 200 175 120
2 TipTop 80 120 100 50
= Style 60 70 50 30
X Today 145 165 120 90
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Was 148t sich mit diesen Daten anfangen?

Hat eine Matrizenmultiplikation zwischen input! und auftrag einen Sinn?
Sind beide Matrizen bereits in geeigneter Form angeschrieben?

Fiihre die mogliche Matrizenmultiplikation durch!

Interpretiere das Ergebnis!

Wie lautet das Ergebnis? (Benenne héndisch die Zeilen und Spalten):

Du hast moglicherweise die Matrix auftrag zuerst in der oben angegebenen (5 x 4)-Form ein-
gegeben und sie anschlieBend in die (4 % 5)-Form umgeschrieben, indem du Zeilen und Spal-
ten vertauscht hast. Diese Umordung einer Matrix wird hiufig bendtigt. Man nennt das Ver-
tauschen von Zeilen und Spalten einer Matrix ,, Transponieren®. A' ist die ,,Transponierte
von A“. (In der Literatur findet sich auch 4" oder auch A".) Der 77-92 kann auch Matrizen
transponieren, es wird aber kein Apostroph verwendet, sondert das hochgestellte T. Diese O-
peration findet man tiber (2nd][MATH].

1 d TE 5 1 G i FE 5
- MATH ;her*lPr*ngD Clean Up - E AlasbtalCalc Dther‘lPr‘ngD Clean Up
1t Humber 1-T" L nTn o] f=1e] 120 100 SO
At] (=10 O] =10 0]
: Q0 143 165 120 24 |
L] e g talyl = jnputl - auftrag Ertor: Dimension
L] G % = jinputl -auFtPagT
: 2373 [2335 2965 1930 940 2375
£t Hups H 2025 2020 2500 1340 830 2025
ianu:J..ta.ut [BEr CLOR inputl*¥auftrag’]
TYFE OF UZE £314 + [EMTERI=0K AMD [EZCI=CAMCEL MATRIH FAD AUTO FUKC 1B/30

Welche Multiplikation zwischen i nput 1 und auf t r ag wire noch moglich?

Die Multiplikation von Matrizen wird nun ndher betrachtet.

Dazu erzeuge die beiden allgemeinen Matrizen. mat_s (s;;j) mit der Dimension(3 % 4) und die
(4 x 2)-Matrix mat_t (t;;).

Fiihre die beiden mdglichen Multiplikationen mat s Unat t und mat_t Unat s durch.

Welche der beiden Operationen wird ausgefinrt? ..........cccceeviiieeiiiincii e

Kannst du den offensichtlichen Grund fiir die Ausfiihrung/Nichtausfiihrung angeben?

Die Ergebnismatrix - gib ihr den Namen s¢ - hat die Dimension (......X......).
(Verwende di n(st) !!)

Das erste Element in der ersten Zeile der Produktmatrix lautet also — etwas umgeordnet:

t + s t + s t + s t

S . . . .
1,1 1,1 1,2 2,1 1,3 3,1 1,4 4,1
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Von woher stammen die s-Elemente? Woher kommen die t-Elemente?

Versuche, das System der Multiplikation in einer Regel zusammenzufassen. Wenn das nicht
gleich gelingt, ist das kein Problem. Wir sehen uns das an einem Zahlenbeispiel nochmals an.
Eine Grundregel wollen wir aber gleich festhalten:

Die Spaltenanzahl der ersten Matrix muss mit der Zeilenanzahl der zweiten Matrix {iber-
einstimmen, wenn die Multiplikation einen Sinn haben soll.

(oder A *B - ,,SpAlten von A mal ZEilen von BE®)

Ubung 6:

6.1 Lose das Element st3; aus der Produktmatrix von vorhin heraus und versuche die Ent-
stehung dieses Elementes in Worte zu kleiden.

Man erhdlt das Element der Produktmatrix in Zeile 3, Spalte 2, indem man

Losche mat s, mat t und st. Losche auch a, b und c.

6.2 Definiere die unten angebenen 4 Matrizen matl, mat2, mat3 und mat4.

Os o0
1_55 ?D , Qoo o 3o -4 60 6 40
mat H, 6@""‘” “Hs 7™ T 3 0 20 ™ T B b

matl ist eine (.... X ....)-Matrix; mat2 ist eine (.... X ....)-Matrix; mat3 ist eine (.... X ....)-

Matrix und mat4 ist eine (.... X ....)-Matrix.

Finde heraus, welche Produkte sinnvoll sind.
Gib die Dimension der jeweiligen Produktmatrizen an:

Wenn du nur fiinf Moglichkeiten hast, merke dir das Versaumnis. Die Liicke wird bald
gefiillt werden.
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6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

Die Entstehung des Elementes a3 im Produkt mat! * mat3 ist angedeutet.
i _4 i ; E ..... 12 ..... E

0 | e L2

3x(4)+1x0=12

Berechne azy: -4 x....+6x ... =18
Berechne a; 4: ....x 6+ ... x(-2) =26
Berechne az; =....x ...+ ... x ...

Fiille die Felder der Produktmatrix fertig aus.

Vergleiche mit dem Ergebnis des 77-92.
Bilde zuerst hindisch, dann zur Kontrolle mit dem 77-92 die folgenden Produkte:

6.4.1 matl Unat4 = 6.4.2 mat2 Unat3 =

6.4.3 mat2 Unat4 = 6.4.4 mat4 Unat2 =

Kannst du jetzt das vielleicht noch fehlende Matrizenprodukt in Ubung 6.2 ergiinzen?

Unter welcher Voraussetzung sind beide Produkte der Matrizen 4 und B mdglich?

Fiir beliebige quadratische Matrizen 4 und B gilt:

Die beiden Produkte 4 (B und B [M SInd ...coovvvvveviiiiiiiiiiiiiiiiiinini. "

Multipliziere matl einmal von links und dann von rechts mit einer geeigneten Einheits-
matrix (rechne mit dem 77-92):

Onatl = und matl O =



6.8

6.9

6.10

6.11
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Multipliziere nun eine der beiden quadratischen Matrizen von links und von rechts mit
der Einheitsmatrix. (Arbeite ohne 77-92!).

Formuliere das Ergebnis und fasse die Antwort von Ubung 6.6 neu:

Ergénze die fehlenden Dimensionen, dafl die Matrizenmultiplikation sinnvoll wird und
fiihre die Multiplikation mit selbst gewdhlten Matrizen aus:

(e X ) (3% ) (2% ) =(5%6)

Uberpriife, ob fiir die Matrizenmultiplikation das assoziative Gesetz gilt:

(AB)IC = AOB V)

Uberpriife auch die Giiltigkeit des Distributivgesetzes:

(A+B)IC = AL +BC

Zusammenfassung

Zwei Matrizen konnen nur multipliziert werden, wenn die Spaltenanzahl der
linken Matrix mit der Zeilenanzahl der rechten iibereinstimmt.

Man erhilt das Element a ;y der Produktmatrix, indem man die Produkte aus

den Elementen der Zeile Nr.i der ersten Matrix mit den Elementen der Spalte
Nr.k der zweiten Matrix addiert.

Zeile mal Spalte
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5. Eine wirtschaftliche Anwendung der Matrizenmultiplikation L2, (131, [14], [16], [19]
Ein Produktionsbetrieb erzeugt aus 4 Grundsubstanzen G1 - G4 die 5 Zwischenprodukte Z1 - Z5. Fiir jede Pro-
duktionseinheit der Zwischenprodukte sind andere Mengen der Grundsubstanzen nétig. Die notwendigen Men-
gen sind in der folgenden Grafik dargestellt. Aus den Zwischenprodukten werden 6 verschiedene Endprodukte
E1 - E6 gefertigt, in denen unterschiedlich viele Zwischenprodukte verarbeitet werden. Die notwendigen Stiick-
zahlen sind ebenfalls aus der Grafik zu entnehmen.

E6

So kannst du dem Diagramm entnehmen, dafl man fiir eine Einheit des Zwischenprodukts Z1 6 ME der Grund-
substanz G1 benétigt, fiir 1 Z2 dagegen 7ME, fiir 1 Z3 9 ME und fiir ein Z5 3 ME von G1. Z4 kommt ohne G1
aus.

Fiir eine Einheit des Endprodukts E1 wiederum braucht man 12 Z2, 5 Z3 und 6 Einheiten von Z5. Es wiére nun
recht uniibersichtlich, alle Zahlen in dieses Verflechtungsdiagramm einzufiigen. Zwei Matrizen sind da wesent-
lich anschaulicher: Z Gund Z E.

"' Gl G2 G3 G4 - -"" E1 E2 E3 E4 E5 E6 -
z1 6 4 0 2 71 0 6 0 4 2 0
72 7 3 9 0 z2 12 0 6 3 1 0

und
Z3 9 10 0 8 Z3 5 0 6 4 2 4
z4 0 2 2 2 z4 0 10 0 3 2 0
L 75 3 9 3 6 - L 75 6 8 0 2 1 5 -

Erkldre die erste Zeile der MAtriX Z G: ....ocveeveeieeieeieeiese ettt et ae sttt saeenteeneesneessaenseenseensessaesseennas
Erkldre die dritte Spalte der MatriX Z Gt ..cc.ooouiiiieiiiieiieieeee ettt ettt ettt sttt sieeae
Erklare die Zweite SPalte VON Z E: .....occuieiieiieeiieieeie ettt ettt ettt e e stessaesseesseenseensesneesseanseenseensens
Erklare die Sechste SPalte VON Z E: ..c..oouiiiiiiieiee ettt sttt st sbe e bt e e
Definiere die beiden - unbezeichneten - Matrizen Z G und Z _E.

Wir wollen zuerst eine Matrix G_E entwickeln, aus der man ablesen kann, wieviele Einheiten der Grundsubstan-
zen jeweils fiir ein Endprodukt jeder Sorte notwendig sind.

Diese Matrix ist dann besonders hilfreich, wenn wir wissen wollen, wieviel von den Grundsubstanzen fiir eine
Bestellung von 150, 80, 75, 110, 85, 65 Einheiten der Endprodukte E1 - E6 notwendig sind. Siehe Ubung 7.1
Versuche zuerst, die folgende Frage zu beantworten: Wieviel von G2 braucht man fiir ein E4?

..................................................................................................... (kommst du auch auf 837?)



Josef Bohm: Matrizenrechnung mit dem TI1-92 25

Jetzt erweist sich die Matrizenmultiplikation als ideales Hilfsmittel. Insbesondere dann, wenn wir einen Rechen-
knecht wie ein CAS zu unseren Diensten haben. Hier kannst du deutlich die groen Vorteile des Konzeptes der
Matrizenrechnung erkennen.

Zuerst miissen wir die Dimensionen in Betracht ziehen: Z G = (5 X 4)und Z E = (5 % 6). Wenn wir in der ersten
Matrix die Spalten mit den Zeilen vertauschten, dann erhielten wir eine Matrix G_Z mit (4 X 5), und dann macht
die Multiplikation G Z * Z E mit (4 x 5) * (5 X 6) auch Sinn.

Da haben wir aber schon die Transposition zu unserer Verfiigung!!

z g *ze-=
oder defininiere zuerst:

9 - 9.z und dann weiter
z

Notiere diese Produktmatrix und bezeichne dabei Zeilen und Spalten:
G FE =

An welcher Stelle findest du die Zahl 837 .........ccceevvviveiierninnee.
Was bedeuten die Zahlen in der zweiten SPalte? ..........cooviieviieriieiieiieeieeeeeeee e

Was bedeuten die Zahlen in der ZWEItEN ZEILET .....eee oo e e

Man konnte aber die beiden Matrizen auch noch auf eine zweite Art multiplizieren!

Z E'*Z Gistwegen (6 X 5) * (5 x 4) natiirlich auch moglich.
ze *zg-= (mit Bezeichnung!)

Bis auf die vertauschten Spalten und Zeilen sind die Matrizen gleich. Fiir transponierte Matri-
zen gilt eine wichtige Regel:

(A*B) = B"*A"
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Ubung 7:

7.1 Ermittle die Aufstellung der fiir die gegebenen Bestellmengen ndtigen Grundsubstan-
zen.

rfi T Fev Trsz ruvT FE T FE~ T]
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up

[V& 8O 453 58 30 &Z]

150
147 &0 25 57 40 317 |s=0 TOEET]
. lz2 92 ¥ 83 41 vO[|F3 42673
20 44 35 30 13 15|11 253100
Y& 80 43 55 30 62] |83 34360
53

ansC1d*[150:80;75:110:855651]

MATRIH EAD AUTO FUHC B30

7.2 Gib eine Aufstellung iiber die Anzahlen der zu produzierenden .Zwischenprodukte an.

(In Abschnitt 8.6 wird diese wichtige Anwendung allgemeiner behandelt.)

7.3 Bestidtige oder widerlege mit zwei selbstgewihlten allgemeinen Matrizen die obige Re-
gel iiber das transponierte Produkt von Matrizen.

6. Lineare Gleichungssysteme - Wiederholung

Die Matrizenrechnung ist aufs Engste mit Losungsalgorithmen fiir lineare Gleichungssysteme verbunden. Die
nichsten Ubungsaufgaben stellen im Rahmen von Wiederholungsaufgaben eine Verbindung zwischen den LGS
und dem Matrizenkalkiil her.

Ubung 8:

6a+4b—2c+3d =100
S5a-3b+c-4d =50
—4da+b—T7c+d=-100
2a-3b+3c—d=-50

8.1 Gegeben ist das folgende Gleichungssystem:

a) Versuche durch geeignete Transformationen mit den Zeilen der Gleichung die fol-
gende "Halbdiagonalform" zu erreichen:

3 3 2 3
Dokumentiere die Vorgangsweise!
29 1000
c + —d = —
258 129
d _ 9650
289

b) Schreibe die Koeffizienten der Systemmatrix gemeinsam mit der Konstantenspalte
in eine (4 x 5)-Matrix und wiederhole die Vorgangsweise.
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8.3

8.4
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¢) Der TI-92 hat dafir eine Funktion: M ol ate ot Fronto|c1em U] |

ref (matri xnanme) bereit. Vergleiche ® ref(glsl)

1 2.3 -1-3 1.2 503

damit das Ergebnis von a) und b). 01 -813 se3s A0
o 1 29 1000
(r ef =Row-Echelon-Form) 55 125
SE50
B o 1 2

ref (glsl |

HMATRIR EAD AUTO FUNC 29./%0

d) Welche Transformationen sind mit den einzelnen Gleichungen eines LGS (= Zeilen
der entsprechenden Matrix) moglich, ohne dass das GLS inhaltlich verédndert wird?

e) Lose das Gleichungssystem fertig auf.

e) Mit der letzten Zeile beginnend kann die Matrix noch weiter vereinfacht werden, so
dass auch ober den Einsern in der ,,Hauptdiagonalen* lauter Nullen stehen. Welche
Operation ist notwendig, um die 29/258 in eine Null zu verwandeln?

f) Auch diese Form ldsst sich mit dem 77-92 direkt ermitteln - r r ef ( mat r i xnamne)
— und damit kann man die Losungen des LGS sofort ablesen.

Uberpriife die Loésung nochmals mit r r ef !
(rr ef =Reduced Row-Echelon-Form)

3x2y+z=2t
Gegeben ist das Gleichungssystem: 5x—4y—z=2
x=3y-2z=2t+6

Lose das System nach den Unbekannten x, y und z auf.

2x+6y -3z = -6

1
(o)}

Gegeben ist das Gleichungssystem: 4x +3y +3z
4x =3y +9z = k
a) Lose das Gleichungssystem?

b) Gibt es Werte fiir k flir die es eine Losung gibt?
Wenn die rref () - Methode nicht weiterhilft, dann bringe das LGS in eine -
quivalente Halbdiagonalform. nt owadd( ) - siche Handbuch - kann niitzen!! *

Benutze rr ef () dazu, um die folgende Frage zu beantworten: Welche Eigenschaften
miissen die Koeffizienten des Systems

ax +by =e
cx +dy = f haben, dass das System eindeutig nach x und y auflosbar ist?
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8.5 Lose das folgende Gleichungssystem nach den Variablen x, y und z auf.

ax+by+3x=2y+§+10

a> +2x -5y =b Eingabematrix:
2 3

Unter welcher Bedingung ist das LGS 16sbar?
Wihle eine Belegung fiir @ und b, so dass das LGS keine Losung hat.
8.6 a) Suche die allgemeine und 3 spezielle Losungen. 3x-2y+4z+w =10

Ergiinze mit einer Gleichung, so dass das GLS eindeutig 1s- X+ —2 =0
bar ist und bestimme diese Losung. x+3y—4z +2w =-10

Ergénze mit einer Gleichung, so dass das GLS nicht 16sbar ist.

. . . . 1w Fev Faw | FU™ 3 &
8.7 Ein Gleichungssystem (Variable x1 - x5) liegt - #—|1gebralcalc|other prantolciesr s-z.

bereits in Halbdiagonalform vor.

a) Vereinfache die Matrix zur Bestimmung

der Unbekannten (ohne 77!). & 8 -10 3 12 40
=gll [EI 3 4 2 1 3o

b) Suche die allgemeine Losung. 503 o2 20

¢) Suche 3 spezielle Losungen.

FAIN EAD AUTO FUHC 1/20

d) Aus einem bestimmten Grund sollen die ersten beiden Variablen als Parameter ein-
gefiihrt werden. Wie liele sich das am einfachsten bewerkstelligen?

7. Die inverse Matrix

Wir kehren zuriick zur Ubungsaufgabe 5.8. In ihr hatten wir ein Gleichungssystem in Matrizenschreibweise defi-
niert:

3 2 1 O klg 0100 O
() 54 E 2D— 0200 O
=3 10 H300H

Wenn sys/, x und konst definiert sind, reicht auch die Schreibweise unter Verwendung der entsprechenden Vari-
ablen:

(**) sysl . x = konst

Fiihre zuerst die Matrizenmultiplikation (*) aus und lose das entstandene
Gleichungssystem (entweder hindisch oder mit dem 77-92).

L={xl=......... y X2 = e, y X3 = e, )}

(Warum sind hier beide Arten von Klammern notwendig?)
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Editiere auch die Matrizengleichung (**) und 16se sie nach der Variablen x auf.
Mit dem T7-92 ist das leider nicht moglich.

Wie wiirdest Du Gleichung (**) formal nach der Variablen x auflosen: x =...............
Auch x = konst / sys] wird vom CAS-Rechner noch nicht akzeptiert.

Bei einer ,,gewdhnlichen Gleichung gehst du ja im Prinzip so vor:

a.x=Db | wir wollen nicht durch a dividieren, sondern dquivalent mit — multiplizieren.
1 1
—.a.x=—.b
a a
b b
l.x =— 0 x=—-
a a

Wir verwenden das zu a ,,inverse Element™ — . Fiir das inverse Element ist die Schreibweise mit hochge-
a

stelltem ,,—1" tiblich, die du schon von der Umkehrfunktion kennst.
Gilta*a'= 1, dann ist a’l das zu a inverse Element.

Wie aus der Kapiteliiberschrift zu entnehmen ist, diirfte es also auch ,,inverse" Matrizen geben. Die zu A inverse
Matrix A™' miifite dann die folgende Eigenschaft besitzen:

A*A'=E. Dabei bezeichnen wir die Einheitsmatrix mit £.

Versuche, ob es zu sys/ eine inverse Matrix sys/™' gibt. Auf dem 77 heifit es genauso:

sysln(-1) =

Probiere auch, ob es zu einer nichtquadratischen Matrix eine Inverse gibt.
DEINE ANIWOTL ..ottt sttt

Wir wollen nun testen, ob die angebotene Matrix wirklich die ,, Inverse* darstellt:
sysl . sysl1n(-1) = sysl”r(-1) . sysl =

Die Multiplikation mit der Inversen scheint also auch kommutativ (= ..............ccccceeneene. ) zu
sein.
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Wir wollen uns aber nicht nur damit zufrieden geben, dass uns die ,,Rechenmaschine* irgend eine dubiose Matrix

als Inverse anbietet. Wie konnten wir diese Inverse selbst finden? T
= ngebr‘alﬂalc Other|Praml0Clean Up

sysl * Unbekannte (3 x 3)-Matrix inverse = la & 1]

. . . x11 =12 =13
3x3 - Einheitsmatrix. _[le 3D ><23} 5 inverse

®31 =32 =33

w2l w22 w=2EF

#al w32 ®33]
wadd w23 5wl w32 . xdI 1 rinverse

Was bedeutet die Gleichung sysl * inverse = identity(3)? Uberlege eine eigene
Antwort bevor du dem 77-92 die Arbeit tiberlaft.

=11 =12 =13]
Definiere die Matrix inverse:

Das entstehende Gleichungssystem bestehend aus .......... Gleichungen mit .......... Unbekann-
ten wirst du natiirlich auch vom 77 16sen lassen. Notiere das LGS. Vielleicht findest du eine
Moglichkeit, die 9%10-Matrix zu vermeiden.

Vergleiche die Elemente der Losungsmenge mit den Elementen der inversen Matrix sys/™'!

Wir wiederholen jetzt von Seite 26:

(**) sysl Ux = konst | multipliziere von links mit sys/™
(warum von links??)

(sysI™" . sysI) . x = sysI' Ckonst
E.x= x=sysI" Ckonst

So machen wir jetzt den letzten Versuch fiir unser Gleichungssystem:

sysl”(-1) * konst = und das kennen wir schon!

Ubung 9:

9.1 Das Matrizenwerkzeug hat u.a. den Vorteil, dass mehrere - gleichartige - Aufgaben si-
multan gelost werden konnen. In der Praxis werden oft Losungen von Gleichungssyste-
men mit einer festen Systemmatrix zu verschiedenen Konstantenvektoren gesucht.

Im folgenden wird ein GLS mit 4 Konstantenvektoren vorgegeben. Versuche alle vier
Losungen mit einer Matrizenoperation zu ermitteln. Notiere die Losungen in einer iiber-
sichtlichen Form und tiberpriife zumindest zwei Losungen auf herkdmmliche Art:

4x; + 5%; — 6X3 — 3x4 = 100 (200, 300, -100) A debralcoie jother Pramtofcie oy up| |
=[]0 13840 15530 2137
2x1 — 3x2 + X3 + 5x4 = 0 (100, -100, 200) “vr Tww i@ Twar
_ 11975 78RS je1=1a10} _ATr2S
X1 + 2x3 — 33 + 10x4 = -200 (200, -100, 0) 1454 1454 TE 1454
j=lajo] _ 13580 | 13160 SEGQ
3x; +4x,+5x3  =50(10, 20, 30) o I v v
_224En ZEIIS _livdn 158RS
L 1454 1454 27 1454
L
MATRIH FAD AUTO FUNC 1,30
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Der TI-92 stellt dafiir auch einen eigenen Befehl zur Verfiigung:

simult(Systemmatri x, Konstantennatri x)

Lose die Aufgabe 9.1. mit si mul t (. . . ) und vergleiche die Ergebnisse.
9.2 Zwei Matrizen mit gleicher Zeilenanzahl werden mit Hilfe des Befehls

augnent (Matri x1, Matri x2)

zu einer Matrix zusammengefiigt. Verbinde auf diese Weise die Systemmatrix mit der
Konstantenmatrix zur erweiterten (augmented) Matrix und wende das rref()-
Werkzeug zur Losung aller LGS an. Zeige im besonderen, wie sich auf diese Weise die
Inverse zur Matrix sys/ finden 1a6t.

9.3 Lose das folgende Gleichungssystem mithilfe der inversen Matrix:

4qu+3v+w=10
2u—v =5
2utd4v+w= 5

DN KOMIMENTAT: ..evveiiieieeeeeeeeeeeeeeee ettt eeeeeeeeeeeeeseneneeenennnnnes

9.4 Hast du irgend eine Idee, warum es hier keine Inverse zur Systemmatrix gibt?

Zusammenfassung
Nur quadratische Matrizen haben eine Inverse.
Es gibt aber quadratische Matrizen, die nicht invertierbar sind.
Das Produkt mit der Inversen ist kommutativ: A . A" =A" A=E.
Man erhélt den Losungsvektor eines n X n Gleichungssystems, indem man den

Konstantenvektor mit der Inversen der Systemmatrix multipliziert — wenn es
die Inverse gibt.

9.5 Betrachte das allgemeine Gleichungssystem mit den Variablen x und y:

alk+bb=e
clk+dD="1

Bilde die Inverse der Systemmatrix. Welche Bedingung muss erfiillt sein, dass die In-
verse und damit auch eine eindeutige Losung des Gleichungssystems existiert?
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9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

-1
sys” =

(Siehe auch Ubung 8.4!)

Lose das folgende Gleichungssystem mit Hilfe der Inversen:

X1+2X3=7,2X1+XZ=4,X1+X3=1

Wie sieht die Inverse einer Einheitmatrix aus?

Erzeuge die Inverse eine (5 x 5)-Matrix mit folgender Eigenschaft: (a;; # 0, fiir i=k, und
a;j = 0 sonst). Beschreibe die Inverse einer derartigen Matrix und begriinde deren Ges-
talt.

Matrizen, in denen nur Elemente in der Hauptdiagonalen - von links oben nach rechts
unten - existieren, heilen Diagonalmatrizen. Thre einfache Invertierung macht sie be-
sonders wertvoll.

Versuche durch Experimentieren eine Regel fiir die Inverse eines Matrizenproduktes zu
finden:
ADB' =

(Tip: Nimm zwei einfache (2%2)-Matrizen und probiere!)

In der Realitét arbeitet man zumeist mit Messdaten, die innerhalb gewisser Genauig-
keitsgrenzen liegen, oder auch mit Daten die bewusst innerhalb bestimmter Grenzen va-
riiert werden sollen. (Wenn dir ein Mal} von 21cm genannt wird, dann heil3t das oft,
dass der tatsdchliche Wert 21 + 0,5cm gemeint ist. Wenn alle - oder auch nur einige -
Koeffizienten eines LGS mit derartigen Schwankungen versehen sind, dann werden die
Losungen auch zwischen bestimmten Grenzen variieren konnen. Beim niachsten Bei-
spiel sind die Werte der Konstantenspalte innerhalb der angegeben Schwankungsweiten
variabel. Bestimme die Losung mit den zugehorigen ,,Bandbreiten®.

25x + 4y + 42z =110%0,5
8 — 6,3y + 28z = 3701
2,6z + 38y + 58z =200%0,5

Hinweis: Lose das LGS fiir alle mogliche Kombinationen des Konstantenvektors und
ermittle die kleinsten und groften moglichen Werte fiir die Variablen (2 Dez.st.).l'”)
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8. Einige Anwendungen der Matrizenrechung

Zuerst drei theoretische Ubungen und kurze Wiederholungen:

8.1 Wie muB das Produkt zweier Diagonalmatrizen (Ubung 9.8) aussehen?

8.2 In,Vor-CAS-Zeiten“ war das Invertieren einer Matrix eine miihselige Handrechnung.
Der folgende Algorithmus machte die Rechnung tibersichtlicher:

Man erweiterte die zu invertierende Matrix mit einer entsprechenden Einheitsmatrix und
musste dann die ,,linke Hélfte* dieser entstandenen Matrix mit Hilfe geeigneter Zeilen-
operationen in die Einheitsmatrix umformen. Dabei entstand — so nebenbei — in der
»rechten Hélfte* die Inverse zur urspriinglich gegebenen Matrix.

Mit rref () und augnent () kannst du dieses ,,Rezept™ mit sys/ - oder einer anderen
invertierbaren - Matrix sofort {iberpriifen.

Wie reagiert dieses Verfahren auf eine nicht invertierbare - natiirlich quadratische - Mat-
rix? Notiere ein Beispiel:

8.3 Berechne erst hindisch, dann mit dem 77-92 die Inverse zur Matrix M:

_ g2 3 1
M‘@rzsﬁ M=

Beachte die Hinweise auf Seite 29.
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8.4 Berichte fiirs Management

Die beiden Matrizen V1 und 72 stellen die Verkaufszahlen in 1000 Stk einer jungen Fir-
ma fiir drei Produkte A, B und C in vier Regionen Nord, Ost, Siid und West dar. V1 sind
die Zahlen fiir das erste Produktionsjahr, 2 sind die Zahlen fiir das zweite.

518 1s 090 [BO 25 30 1
V=32 41 25 180 V2=[#5 60 35 300
B4 36 30 25H o 30 45 40{

a) Berechne V1 + V2 und interpretiere das Ergebnis.

b) Wie lautet die dritte Spalte der Summenmatrix und was sagt sie aus?

c) Berechne V2 — V1 und interpretiere das Ergebnis.

d) Wie lautet die erste Zeile der Differenzmatrix und was bedeutet diese?

e) Das Management hatte ausgehend vom Ergebnis des ersten Jahres eine allgemeine
Absatzsteigerung von 30% erwartet. Verwende geeignete Matrizenoperationen, um
die Differenz zwischen den tatséchlich erreichten und den geplanten Verkaufszah-
len darzustellen. Gib eine Ubersicht iiber jene Produkte und Gebiete, in denen nicht
der erwartete Erfolg eingetreten ist.

f) Im ersten Jahr sind die Verkaufspreise pro Einheit 2650, 3240 und 1890, im zwei-
ten Jahr liegen diese bei 2760, 3190 und 2100. Verwende die Matrizenrechnung,
um die Umsatzédnderungen zwischen 1. und 2. Jahr fiir die Regionen deutlich zu
machen.
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8.5 Schaffa, schaffa, Hiisle baue!!": [}

Ein Produzent von Fertighdusern bietet 3 Haustypen an: Knusperhaus, Miramare und
Belvedere. Die Héauser bendtigen unter anderem unterschiedliche Mengen an den wich-
tigen Produktionsfaktoren Stahl, Holz, Glas, Isolation, Farbe und Arbeit, deren Zusam-
menstellung die folgende Tabelle zeigt:

| Stahl Holz Glas  Isolation  Farbe Arbeit

Knusperhaus 5 25 12 10 9 17
Miramare 9 16 18 12 12 21
Belvedere 12 14 22 13 10 14

Der Produktionsplan fiir das nichste halbe Jahr sieht die Herstellung von 5 Knusperhiu-
sern, 7 Hausern Miramare und 12 Hausern Belvedere vor.

Wieviel von jedem Rohmaterial mufl bereitgestellt werden, und wie grof} ist der Wert
der Produktionsfaktoren, wenn man fiir je eine Einheit Stahl, Holz, Glas, Isolationsma-
terial, Farbe und Arbeit mit Kosten von 15, 10, 6, 12, 4 und 22 Geldeinheiten rechnen
mub.

Was kostet ein Haus von jedem Typ? Wie hoch sind die Gesamtkosten?
Bilde zuerst die Matrix pf fiir die Produktionsfaktoren, sowie die beiden Vektoren be-

stel | und kost en.

Achte auf die jeweils zugehorigen Dimensionierungen der Matrizen, bzw. Vektoren!!
Interpretiere auch die die Zahlen der Zwischenergebnisse!!

Nicht nur ein Losungsweg ist moglich. Es kommt darauf an, wie die Elemente in den
Matrizen, bzw. Vektoren angeordnet werden.

Hier ist eine mogliche Durchfiihrung mit dem 77-92:

o N A T R S T - in1 gebra|cate [0t her [Pramio[c1ean Us
5 25 12 18 9 17 [1Z] [1=]
-[ 16 18 12 12 21]+pr 13 13
12 14 22 13 18 14 1o l@
[5 25 12 1@ 3 17 o8 s posten &
3 16 12 12 12 21 1z 12
12 14 22 13 1@ 14] 4 4
(5] [s ] 22 22]
[[51[71[121]1>hestell [15:;10;6;1254;221+kosten)
HMATEIR FAD AUTO FUMC 2B/ 0 MATRIY FAD AUTO FUHC zB/30

1 Fer L FE TE : 9
[‘_F ETHlgebPaTEalcTDther‘TPrng DTEIEEH Upm Welche Bedeutung haben die Zahlen [927,....]7
TZ=]

| |

927 ]
" pf - kosten 1037 . . .
ase || Warum muB die Produktmatrix pf lRost en transponiert
. ?
—_— werden?
=" 1057 -bestell [23506]
956
ans €1 >T¥hestell

HMATRIR EAD AUTO FUNC 2B:/50

Welche Bedeutung haben die Zahlen im Produktvektor best el | © * pf ?

Wie hoch sind die Gesamtkosten fiir die néchste Produktionsperiode, wenn 10 Knusper-
héuser, 5 Miramare und 9 Belvedere gebaut werden sollen, die Kosten aber generell um
7% gestiegen sind.

(

" nach Edi Engler sagt man so im Alemannischen.
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8.6 Aus der Hexenkiiche

Die - gute - Hexe Kniesebein hat zwei Spezialelixiere gegen Haarausfall und gegen Kat-
zenjammer: NixGlatz und GleiXund. Sie benétigt dazu die Grundstoffe Brennesseldl
und Latschenpech in reiner Form und in Form des Zwischenprodukts KnieseSpezial
(abgefiillt in Flaschchen). Die folgende Grafik zeigt, wieviel Gléser von jeder Substanz
fiir einen Tiegel der Elixiere notwendig sind:

Br ennessel 6l Lat schenpech
\ ‘%
2
1 Kni eseSpezi al
)/5 X
Y Y
Ni xd at z d ei Xund

Fiir ihre beste Freundin, die Hexe Jammervoll, hat sie eine Bestellung von 15 Tiegeln
NixGlatz und 22 Tiegeln GleiXund zu erfiillen. Auerdem mochte sie fiir den Eigenbe-
darf 20 Gléser Brennesselol, 30 Gliser Latschenpech und 15 Fldschchen KnieseSpezial
brauen. Wieviele Glidser Brennesselol und Latschenpech sind insgesamt notig?

Kannst du mit Hilfe des Diagramms zumindest die Antwort fiir eine der beiden Grundsub-
stanzen geben?
Versuche, die Verflechtungsmatrizen Grundsubstanzen - Zwischenprodukt(e) - Endprodukte
nach dem Muster in Kapitel 5 (Seite 22) aufzustellen!
Warum kann das hier nicht funktionieren? ............cccoceevieiiiiiiininiinineeeeceeeseeea
Daher mu8 Kniesebein eine andere Uberlegung aufstellen. Fiir die Modellbildung zieht sie
5 Variable heran:

x1 = Gléser Brennesselol x4 = Tiegel NixGlatz

x2 = Gléser Latschenpech x5 = Tiegel GleiXund

x3 = Fliaschchen KnieseSpezial

Hilf nun Kniesebein ein Gleichungssystem aufzustellen. Sie weill nur, da3 x4 und x5 gegeben
sind:
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Lose das Gleichungssystem! Falls du es nicht aufstellen kannst, dann warte ein wenig, es wird
dir bald auf eine andere Art und Weise gezeigt werden.

Auch hier ist die Matrizenrechnung ein geeignetes Hilfsmittel. Dazu bilden wir zuerst die
Matrix D der ,.direkten Einsatzkoeffizienten‘.

D =(dj);i=1,..n;j=1,..m.

di; ist die Anzahl jener Teile von i, die zur Produktion einer Einheit von j benotigt werden.

AuBlerdem bilden wir aus den geforderten Mengen den Nachfragevektor » und zu den Pro-
duktionsmengen den Produktionsvektor p.

g2 02 o 1°H H
M 0 3 0 2% [BOEL ;0
D=t 0 0 3 205 n=g50 p=gup
D 0 0 0 00 050 Ok, O
0 0 0 of 228 i

M ol ate ot Fronto|c1em U] |

Ematbhezid,[x1 =2 =3 x4 =5].[=l =2 xp
"owl x2 w3 omd w5
=1 0 o} 2 1 o}
®Z2 0 o 3 o
®3 0 o o 3
=4 0 a o] o]
=m0 o] o] 0]

P G ol I R e P o

HMATRIR EAD AUTO FUNC =050

2
2
a
]
?

Was bedeuten die Elemente der 1. Zeile? ........ooooiiiiieiiiiiiiiiiceeeee e
Was bedeuten die Elemente der 5. Spalte? .......ccoooviiiiiiiiiciiieeeceeee e

Erkldre das Element ds 4= .......... D et

Fiihre die Matrizenoperation:p = d*p + n aus und notiere das entstechende Gleichungs-
system (das ist nun auch die Antwort auf die Frage nach dem Gleichungssystem von der vori-
gen Seite).

Interpretiere genau die ersten beiden Zeilen des LGS.

Lose das Gleichungssystem moglichst rasch mit einem geeigneten Verfahren!

Da hier aufgrund der Struktur der Problemstellung die Anzahl der Variablen mit der Anzahl der Gleichungen
immer iibereinstimmt - die Matrix der direkten Einsatzkoeffizienten ist immer quadratisch - liegt der Gedanke
nahe, auch die inverse Matrix zur Losung des Problems heranzuziehen.
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Gehe von der Gleichung aus Ausdruck p = d*p + n aus:

p=D.p +n
p—D.p =n
Ep-D.p =n
(E-D).p =n
(E-D)Y'" (E-D).p =(E-D)".n
p = (E-D)".n

Das versuchen wir gleich mit dem 77-92:

|p=E.p

| .(E-D)"" von links

I‘Fi T Fer TrhT ruv]’ TS T G T]
TE Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up

Bepluelxl =2 -3+ x4 + 20 and x2=3-x3 +Ip
®1 =243 and x2 =386 and x3 = 104 and x:p

und wir erhalten die Antwort fiir das Problem der
guten Hexe Kniesebein:

*(identitws - d) on 104

2473
386

15
22 |

Fiir alle derartigen Probleme ldsst sich generalisieren:

Cidentityw(S>—d>*~1%n]|

HMATREL

EAD AUTO FUNC =0./%0

Produktionsvektor = (Einheitsmatrix — Einsatzkoefﬁzientenmatrix)ﬁ1 . Nachfragevektor

Die Matrix der direkten Einsatzkoeffizienten (a;;) gibt an wieviele Einheiten der

Spaltenelemente fiir die Herstellung eines Zeilenelements gebraucht werden. Es

ist eine gewisse Menge an Input notwendig, um einen Qutput zu erreichen.

Diese Matrix wird in wirtschaftlichen und vor allem in volkswirtschaftlichen

Zusammenhingen als Input-Output-Matrix bezeichnet.

Die Matrix (£ — D) ' hat auch ihre Bedeutung! Be-
trachte die Elemente der Matrix zusammen mit der
Angabe. (Matrix der totalen Einsatzkoeffizienten)

Welche Bedeutung haben die Elemente in Spalte 4?

Welche Bedeutung haben die Elemente in Zeile 27

Versuche die Aufgabe aus Kapitel 5 iiber die Matrix
der direkten Einsatzkoeffizienten zu 16sen.
Welche Vorteile bringt diese Methode?

Beachte in diesem Zusammenhang das Ubungsbeispiel 8.8!

o N A T R S T
P R R
Lc:E @ @ @ 8 )]
18 2 7 47
B 1339 s
" identitulS) - d) L Be 13 2
Be @18
B e B @ 1

|MHTRIH
rfi T Fev Trsz T T FE T FE~ T i
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up

it
11@
23
5]

EAD AUTO FUMC 0/20

- T
. [( identitu15) - dkapS) L hkapﬁ]
[SE333 48673 23100 34360 1090 Z2e&5 b

WEIEYCIG r—dkapbh>*(~1 d¥nkaph > T]

MATRIH EAD AUTO FUHC B30
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8.7 Beim Funkenschuster ©*

Die Firma Funki & Blitz KG stellt einen elektrischen Apparat her, der im wesentlichen
aus den Teilen A und B besteht. Zwei Bauteile A und ein Bauteil B werden durch einen
Widerstand und zwei elektrische Spulen verbunden und so zum Apparat zusammenge-
setzt. Teil A setzt sich aus zwei Widerstdnden und einer Spule, Teil B aus drei Spulen
und einem Widerstand zusammen. Die Herstellung einer Spule erfordert 20 Einheiten
Spezialdraht und fiir die Verbindung einer jeden Spule oder jedes Widerstands mit oder
in den Teilen A oder B werden zwei Einheiten dieses Drahtes bendtigt. Aulerdem
braucht man nochmals 10 Einheiten des Drahtes zur endgiiltigen Fertigstellung des Ap-
parats.

Verwende die vorbereitete Grafik als Vorbereitung fiir die Erstellung der Matrix der
direkten Einsatzkoeffizienten (Vorschldge fiir die Variablenbezeichnungen in Klam-

mer):
Dr aht
{ ¥1)\
Spul e W der st and
{ 2\ { v
Teil A Teil B
{ v A\ { ¥R\
Appar at
(x6)

Wie lautet die Matrix der direkten Einsatzkoeffizienten ?

Verwende D und berechne unter den folgenden Annahmen die Produktionszahlen:
a) Essind 5 Apparate herzustellen.
b) 4 Apparate, 4 Ersatzbauteile A und 3 Ersatzbauteile B werden bendtigt.

c) 6 Apparate, 8 Teile A, 5 Teile B, dazu kommen je 10 Ersatzspulen und -wider-
stdnde.

d) Es lassen sich alle drei Annahmen auf einmal berechnen. Wie konnte das aussehen?
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8.8 Die Input-Output-Analyse (W. Leontieff) > (¢} [121- [13]

Der russische Nobelpreistrager Wassilij Leontieff hat die Matrizenrechnung zur Mo-
dellbildung fiir ganze Volkswirtschaften herangezogen.
Dies soll an einem Teil - dem Energiesektor - stark vereinfacht dargestellt werden.

Fiir eine bestimmte Region wird der gegenseitige Bedarf an Energie in der folgenden
Input-Output-Matrix in_out angezeigt:

fir Kohle Gas  Strom

von |

Kohle 0,1 0,4 0,2
Gas 0 0,1 0,2

Strom 0,1 0,1 0,3

Was bedeuten die Elemente der 3.Spalte dieser Matrix?

Um eine Einheit Strom herzustellen, Werden .............ouuueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaenns

Der Verbrauch in dieser Region durch die Konsumenten wird fiir einen bestimmten Zeitraum
mit 100Mengeneinheiten Kohle, SOME Gas und 160ME Strom geschiétzt.

Wieviel muss von jeder Energieform produziert werden, dass

. sich erstens das System erhélt und
. dass zweitens die Nachfrage gedeckt wird.

Auch hier wird die Gleichung

Produktionsvektor = Input-Output-Matrix * Prod.vektor + Nachfragevektor.

nach dem Produktionsvektor aufgelost und es folgt wiederum:
p=(E—in_out)" . Nachfragevektor.

Notiere das LGS (mit den Variablen x1, x2 und x3) und formuliere jede Zeile in Worten den
Gehalt der entstehenden Gleichung.

Berechne den Produktionsvektor notiere das Ergebnis:

An Kapazititen an den Energieformen sind 280ME, 190ME und 350ME an Kohle, Gas und
Strom verfiigbar. Lose die obige Gleichung nach dem Nachfragevektor auf und berechne die-
sen mit den vorliegenden Daten. Was bedeutet das Ergebnis?

Nachfragevektor =
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Lehrer habens gut — wenn sie die Matrizenrechung beherrschen!'

Ein Lehrer gab vier Priifungen P1 — P4 fiir 8 Studentinnen, bzw. Studenten. Als Grund-
lage fiir seine Beurteilung mochte er fiir die Kandidaten Durchschnittswerte ermitteln.
Da die Priifungen verschieden wichtige Themen behandelten méchte er die Priifungen
auch unterschiedlich gewichten. P1 und P2 werden mit je 15%, P3 mit 45% und P4
dann mit 25% gewichtet.

Karl | Eva | Sabine | Harald | Stephan | Astrid | Helmut | Wal-
ter
P1 75 91 65 59 75 82 36 95
P2 82 95 70 80 76 75 90 72
P3 86 100 68 99 74 91 70 65
P4 65 93 95 78 80 66 85 75

Welche gewichteten Durchschnittswerte konnen den Studenten zugesprochen werden?

College Admissions!!"

The admissions office for a large university plans on admitting 7 500 students next year.
The expected break-down of the new students into the categories of in-state males
(ISM), in-state females (ISF), out-of state males (OSM), and out-of-state females (OSF)
is

3000, 2750, 1000, 750.

Admissions personnel expect the students to choose their majors within the colleges of
business (B), engineering (E), sciences (S) and arts (A) according to the percentages gi-
ven in the next table:

ISM ISF OSM OSF
Business 0,32 0,35 0,27 0,24
Engineering 0,28 0,05 0,33 0,06
Sciences 0,40 0,35 0,23 0,45
Arts 0,10 0,25 0,17 0,35

Using matrix operations, compute the expected number of students to enter each col-

lege.

The housing office estimates that students will select housing alternatives according to

the percentage in matrix H:

Dorm Sorority Off campus
,40 0,30 0,30 IS
,60 0,20 0,20 E OS

Perform a matrix multipication which will compute the number of new students ex-
pected to choose the different housing options.
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8.11 Tiere auf Wanderschaft '

Wissenschaftler haben die Wanderbewegungen einer bestimmten Tierart beobachtet. Zu
diesem Zweck wird ein groferes Gebiet, das von dieser Spezies bewohnt wird in 5 Re-
gionen geteilt. Eine Anzahl von Tieren wurde markiert und man konnte ein eingerma-
Ben stabiles Wanderverhalten der Tiere beobachten. Eine , Ubergangsmatrix* be-
schreibt die Migrationsgewohnheiten der Tiere.

Anteil wandert ein in
Region1 |Region2 |Region3 |Region4 |Region5
L g Region 1 |0,60 0,10 0,05 0,10 0,15
§ > Region2 [0,10 0,50 0,10 0,05 0,25
% & Region3 |0,05 0,10 0,70 0,05 0,10
5 Region4 0,20 0,20 0,10 0,40 0,10
< Region5 [0,15 0,15 0,00 0,15 0,55

Eine Zédhlung ergab fiir die 5 Regionen die folgenden geschitzten Bestandsmengen:
2500, 3600, 1700, 2100, 2400.

a) In zwei Jahren wird wieder gezédhlt. Wieviele Tiere sind in den Regionen zu erwar-
ten, wenn angenommen werden darf, dass sich das Wanderverhalten nicht wesent-
lich dndern wird?

b) Wie sehen die Bestdnde in 10, in 20 und in 50 Jahren aus?

¢) Wird sich einmal ein stabiler ,,Gleichgewichtszustand* einstellen? Wie sieht dieser
aus? (natiirlich unter der Voraussetzung von Verhaltensweisen, die sich nicht we-
sentlich dndern — etwa durch Umweltkatastrophen, ein gedndertes Nahrungsange-
bot, Eingreifen des Menschen, usw.)

d) Okologen fangen 800 Exemplare aus Region 2 und verteilen diese gleichmiBig auf
die vier anderen Gebiete. Beantworte nun die Fragen a) — ¢).

Losung:

Die erste Zeile der Tabelle bedeutet, dass ca 60% der Tiere, die sich in Region 1 aufhal-
ten standorttreu bleiben, 10% von ihnen wechseln in Region 2, bzw. Region 4, 5% wan-
dern aus nach Region 3 und 15% begeben sich nach Region 5.

Wie grof3 ist daher die Population im nachsten Jahr in Region 1?

2500 % 0,60 + 3600 x 0,10 + 1700 x 0,05 + 2100 x 0,20 + 2400 x 0,15 = 2725

Berechne auch den Bestand in den anderen 4 Regionen — mit der Hand, oder mit Hilfe
einer geeigneten Matrizenoperation!

. i Fer F3r Fyr F& Far
So sollte es nach einem Jahr aussehen: M ol ate ot Fronto|c1em U] |

1 Fzr Far Fur (3 Far
- E AlgebrafCalc Dther‘lF‘r‘ngD Clean Llpm 2795 A0
N F BestfFroz "
1z2om. S
[.2033 .2927 .13%2 .1707 .1951] T .
"52157 " (best - usbS11) 1885, 00
2439 1715. 86
" (bestproz-usbail]! 1533 2975, 00
1794 Chest*ueh811>T
- MATRIH FAD AUTO FUHC 1/30
.2419] ) ) .
Chestproz¥uehB11 )T Allgemeiner wird die Berechnung wenn man
MATRIH FAD AUTO FUHC /30

die Populationen in Anteile umrechnet.
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Fiir das gefragte zweite Jahr muss man die Ubergangsmatrix ein weiteres mal auf den
nun veridnderten Bestand anwenden:

(best * ueb811)*ueb811 = best * ueb81172 oder ebenso mit den Anteilszahlen.
Wie grof3 sind die Bestinde nach 2 Jahren:

nach 10 Jahren:

nach 20 Jahren:

nach 50 Jahren:

Welcher Schluss 148t sich ziehen??

o . , o _ — _
Wie sieht es mit dem gednderten Bestand aus?’ (B aitraloaic|ot e Promtolc1 ey Ue] |

m[2700 2800 19200 2300 2600] + bestheu
[2700 2800 1900 Z3I00  26e00]
292E.]

2595,
sa’

u[bestreu uebs11 =) 1567,

1665.

3210, ]

Cheztneu*uehB11 50T

HMATRIR KAD AUTO FUNC 1230

Wie lauten die Anteile in den 5 Regionen ausgedriickt in Prozent?

Wir wollen nun versuchen diesen ,,stabilen* Zustand auch zu berechnen. Wenn es ihn
gibt, dann muss die Multiplikation des Bestandsvektors a = [al, a2, a3, a4, aS] mit der
Ubergangsmatrix UE diesen unveridndert lassen, also

a* UE=a; fiir welchen Vektor a, gilt dies, wobei aber auflerdem
die Summe aller Vektorkomponenten wieder 1 sein
muss.

Es entsteht das folgende Gleichungssystem:

0,60al +0,10a2 +0,05a3 +0,20a4 +0,15a5=al
0,10 al +0,50 a2 + 0,10 a3 + 0,20 a4 + 0,15 a5 = a2

Die flinfte Gleichung — oder eine beliebige andere - ersetze durch die Bedingung
al +a2 +a3 + a4+ a5 =1 und l6se das entstehende LGS:
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Die Antwort kann auch noch auf eine andere Art und Weise erhalten werden:
Lose das obige LGS - ohne Ersetzung der letzten Zeile — und es ergibt sich eine einpa-
rametrige Losungsschar.

it alcone ot rer Fremtolciemy ue| || Das gezeigte T1-92-Kommando verhilft sofort

zur Losung. Gib eine genaue Erklarung der Ein-
gabe und interpretiere das Ergebnis.

B et augment| ueb811 T. identitylS),

(o B cx I o B e v}

[1 B8 8 -51-96 @]
inl i inl inl -249 Ll

HMATRLR KAD EXACT FUNC Z0/30

ORI UOE T T - I
P56 7772 308 777 308 7t 1232 77

Damit ist die allgemeine Losung des LGS beschrieben. Suche nun jene spezielle Lo-
sung, bei der die Summe der Komponenten — die die Anteile der Regionen an der Ge-
samtpopulation beschreiben — wieder 1 ergibt. Die endgiiltige Losung sollte dann so lau-
ten:

11221036 732639 1232
2 = »dy = sdy =———,a5 =———
4721 4721 4721 47210

1 »a
O 4721

Vergleiche diese Losung mit den Ergebnissen von oben.

Probleme dieser Art nennt man in der hoheren Mathematik Eigenwert- und Eigenvektorprobleme Sie treten bei
vielen Anwendungen der Matrizenrechung auf.
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Das lange Leben einer Loggerhead-Schildkrite 2[4 18]

Anstelle von verschiedenen Regionen zwischen denen Lebewesen hin- und herwandern
kann man auch den Ubergang in verschiedene Altersklassen beschreiben. Damit wird
die ,,Bevolkerungsstruktur einer Population sehr transparent gemacht.

Das nédchste - bereits sehr komplexe - Beispiel zeigt, wie amerikanische Biologen den
Lebenszyklus der loggerhead sea turtle (Caretta caretta - Unechte Karettschildkrote)
mit Hilfe einer sogenannten Lesl/ie-Matrix modellierten, um Moglichkeiten zum Schutz
dieser bedrohten Spezies zu diskutieren. (Dabei wurde nur die Anzahl der Weibchen be-
riicksichtigt.)

Beschaffe dir Informationen iiber Lebensraum und -gewohnheiten dieser Tiere.

Der Lebenszyklus kann als eine Reihe von Abschnitten - Altersklassen - angesehen wer-
den, zwischen denen ein bestimmter Fluss - ein Ubergang,ihnlich dem von einer Region
zur anderen in Beispiel 8.11 — stattfindet.

Die Skizze zeigt die Altersklassen, die Tabelle ihre Eigenschaften:

~ gelegte Eier

Y

\ \ \
Nicht iiberlebende Exemplare

Alters- | Klasse Lange des | Alter in | jdhrliche Fruchtbar- | Anzahl der | aufsteigen- | bleibender
klasse | Beschreibung | Panzers Jahren | Uberlebens- | keit (Eier/ |Jahre in der Anteil | Anteil
J (in cm) rate S Jahr) F Klasse M; G H
| Blen Neuge- ) g <1 0,6747 0 1 0,6747 0
borene
2 Kleine Ju- | 10y 580 | 1bis7 | 0,7857 0 7 0,0486 0,7371
gendliche
3 gmﬁigﬁegend' 58,1 80,0 | 8bis15 | 0,6758 0 8 00147 | 0,6611
4 | fastErwach-) g1 70| 16bis | 0,7425 0 6 00518 | 0,6907
sene 21
5 Erstbriiter > 87,0 22 0,8091 4 1 0,8091 0
erstmalige >3
7,0 23 0,8091 127 1 0,8091 0
6 Riickkehrer ’ ’ ’
7 |usgewachse- | gq 24bis | 0,8091 80 31 0 0,8091
ne Briiter 54

Die Zahlen S und F konnen relativ einfach durch Beobachtung und Zahlung ermittelt werden.
Die fiir die Ubergangsmatrix wichtigen Zahlen der Ubergangshiufigkeiten von Klasse zu
Klasse, nimlich G und H sind erst abzuleiten. Einfacher wire es, wenn der Ubergang auch
jéhrlich erfolgen wiirde.
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P1 sei die Anzahl der Eier und frisch geschliipften Schildkréten, P3 die Population von gro-
en Jugendlichen. Die jdhrlichen Verdnderungen dieser beiden Altersklassen werden durch
die folgenden Grafiken beschrieben:

3 FsPstFePetF7Py G, P iiberleben und werden
+ G,P, S3P3 tberleben Eier werden ge- kleine Jugendliche
— P3 > legt. — Pl
A
\j
H;P;iiberleben
(1-S3)P; sterben g;isls)lelben in der (1-S))P; sterben

So ergibt sich fiir die Anzahl der P3 im nichsten Jahr:
Pinew = GoPy + H3P;.

Ganz analog verliuft die Uberlegung fiir die Klassen P2 bis P7. Nur fiir P1 sicht es — siche
Skizze — etwas anders aus:

Pl =H, P+ Fs5Ps+ Fg Ps+ Fy P

Jetzt fehlen noch die G-Werte, die aussagen, welcher Anteil einer jeweiligen Altersklasse in
die niachsthohere aufriickt. Das erfordert eine kleine Rechnung, die wieder an den ,,gro3en
Jugendlichen* P; durchgefiihrt wird.

Von den N Schildkroten, die Klasse 3 erreichen, tiberlebt ein Anteil von 0,67588 die nichsten
8 Jahre und tritt iiber ins Stadium der ,,fast Erwachsenen®, das sind N * S;® Diese bilden die
,letzte Generation dieser Klasse, die dann in die néchste iberwechselt. Welcher Anteil der
gesamten Klasse ist das nun?

Wieviele Individuen bevolkern die Klasse 3? Unter der Annahme, dass die Altersstruktur etwa
konstant bleibt — bei langsamen Verdnderungen ist das zuldssig — kommen immer wieder N in
die Klasse und iiberleben — oder sterben:

5 (1=5,)

N+S3N+5° N+..... +SYN= N— 22 -
(1-55")

G, = = 0,0147

Daher verbleibt ein Anteil von 0,6758 —0,0147 = 0,6611 fiir H5.
Uberlege und iiberpriife die Werte fiir G und H fiir mindestens zwei weitere Klassen!

Da wir die Bestandsvektoren als Spaltenvektoren schreiben wollen, muss die Leslie-(= Uber-
gangs-)matrix gegeniiber vorigem Beispiel transponiert geschrieben werden: d.h., dass die
abgegebenen Klassenanteile in Spalten und die empfangenen Klassenanteile in Zeilen ange-
ordnet werden:

P 00 0 0 0 4 127 80 0 Hhal
P, 0 [0,6747 07371 0 0 0 0 0 0 Prul
P 50 00436 06611 0 0 0 0 2 Pap
P, 0=0 0 0 00147 06907 0 0 0 oo, 0
Pored 5 0 0 0 00518 0 0 0 2 Poul
P ..8 0 o0 0 0 0 08091 0 o 0O tp,0O
+ .0 5o 0 0 0 0 08091 080915 [P
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Beantworte die folgenden Fragen:

Wo findest du die vorhin berechneten Werte 0,0147, bzw. 0,6611, und welche Funktion erfiil-
len sie?

Warum steht in Zeilen 5 und 6 nur jeweils ein Wert?

Wie berechnet man Ps ey, wenn die momentane Anzahl von groen Jugendlichen auf 60000
und die Anzahl der kleinen Jugendlichen auf 300 000 geschétzt wird? (54246)

Der Bestand zum Zeitpunkt der Modellbildung war:

100 000 Eier, 300 000 kleine und 60 000 groBe Jugendliche, 3200 fast Erwachsene, 193 Erst-
briiter, 165 erstmalige Riickkehrer und 1000 Alttiere. Wieviele Tiere sind das insgesamt?

Wieviele Eier, bzw. frisch geschliipfte Tiere sind im nédchsten Jahr zu erwarten? (101727)

Berechne den Bestandsvektor fiir das néchste Jahr und gib auch den Gesamtbestand an:

Dies ist der Bestandsvektor nach 20 Jahren: rr—T—T—T—TjM o e P oo

I1E1E. ]
103521,
17904,

» turt1e2? turta 1043,
57.

43,
205

sumtans <12

MATRIE EAD AUTO FUHC 20,30

Wie grof} ist der Gesamtbestand?

B ™ e 57 Erzeuge eine Tabelle mit einem Abstand von 5 Jahren
Trace|Regraph|Math|OFaw |- ﬁ:?

r1 | und prognostiziere die Zukunftschancen fiir die Spe-
zies Caretta caretta.

Stelle den Bestand fiir die nidchsten 50 Jahre grafisch
dar und beschreibe den Bestand mit Hilfe einer geeig-
neten Exponentialfunktion.

1 Fer
- E ZO0mM

Frct 25, BEE—ee s E ] 1 EEEE, B
HATRIR EAD_AUTO FUHL

Das Modell hilt natiirlich nur unter der Annahme,
dass alle Uberlebens- und Fortpflanzungsraten konstant bleiben. AuBerdem gelten die Daten
nur fiir die Stidostkiiste der USA.

Um das offensichtlich bevorstehende Aussterben dieser Schildkrotenart zu verhindern, oder
zumindest nachhaltig zu verzégern, werden verschiedene Maflnahmen vorgeschlagen.

Untersuche welche Folgen die vorgeschlagenen MaBnahmen langfristig haben konnten. (An-
dere die entsprechenden Werte in der Leslie-Matrix und fiihre die Berechnungen nochmals
durch.
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* Man versucht, die Gelege an den Kiisten 100%ig zu schiitzen.

*  Wiirde es helfen, wenn die Schildkrétenweibchen dazu gebracht werden kénnten, um 50%
mehr Eier zu legen (etwa durch Futter, dem Hormone beigemengt wird).

* Exemplare der Klasse 3 (grofle Jugendliche) werden besonders oft Opfer von Krabbenfi-
schern, in deren Netzen sich die Schildkroten hiufig verfangen und umkommen. Welche
Auswirkungen hitte eine Steigerung der derzeitigen Uberlebensrate von 67,58% um5%,
10%, 20%, 25%?

(Mache aber die in den vorigen Varianten gesetzten Anderungen wieder riickgangig, bevor du einen neuen
Simulationslauf startest).

* Kannst du dir auch eine Mallnahme (oder eine Kombination von Mallnahmen) vorstellen,
die den Bestand dieser gefdhrdeten Tierart langfristig sichern hilft?

Hinweis:

Ein weiteres schones Beispiel fiir die Anwendung einer Leslie-Matrix findet sich [4] Neue
Technologien - Neue Wege im Mathematikunterricht, Ergebnisse einer COMENIUS-Projekts,
Hsg: PI Niederdsterreich, im Kapitel: Die Bevélkerung Chinas.
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8.13 Das Biesbosch — Simulation eines 6kologischen Wandels

Das Biesbosch ist ein aulergewdhnliches Naturreservat in der Gréf3e von 3066ha (1983) in
Stidholland, im Miindungsgebiet der groen Fliisse Rhein und Maas. Es verdankt seine Exis-
tenz der grofen ,,Sint Elisabethsvloed* im Jahr 1421. Seit dieser Zeit ist das Biesbosch ein
Riickzugsgebiet von Wasservogel, Fischen und den unterschiedlichsten Landschaftsformen.

In den vergangenen Zeiten war dieses Gebiet durch die Haringvliet und andere Gewésser mit
der Nordsee in Verbindung und folgte daher den Gezeitenstromungen. Als 1970 Zeeland
durch eine gewaltiges System von Ddmmen — den Deltawerken — vor Springfluten geschiitzt
wurde, wurde auch das Biesbosch fast vollstindig vom Meer abgesperrt. Seit dieser Zeit ver-
dnderte sich dieses Gebiet: manche Landschaftsformen scheinen zu Gunsten anderer zu ver-
schwinden. Der Prozess verlauft sehr langsam und ein allfalliger stabiler Zustand scheint noch
ungewiss.

Fiir die Okologen stellen sich viele Fragen: Wird es irgendwann einmal wieder einen stabilen
Zustand geben? Wann wird dieser eintreten? Welche Mallnahmen konnen helfen, gefiahrdete
Landschaftsformen zu schiitzen, um die Vielfaltigkeit von Flora und Fauna zu bewahren.

Da die Landschaftsformen ineinander libergehen, ist auch hier ein Les/ie-Modell angebracht.

Die Zusammenhinge und jihrlichen Uberginge zwischen den Landschaftsformen zeigt die
folgende Grafik:

Polder (7) Grasland (3) Wildchen (5)

0,10 0,20

0,03 i

Ufer (6 Gestrii 2 Augebiet (4
©) 004 ™| pp (2) 0,025 > 8 )
A A T
0,01
0,01 0,02 |
0,01
, Boschung (1) |
0,02 0,01
0,02
0,02

\ 2 h 4
FlieBgewdsser (8) V—‘

Die fehlenden Anteile auf 1 beschreiben jene Anteile der jeweiligen Landschaftsformen, die
erhalten bleiben, z.B. werden insgesamt 6% der Boschungen umgewandelt, d.h., dass die rest-
lichen 94% als Boschungen fiir das jeweils ndchste Jahr erhalten bleiben.

Stelle aus diesen Angaben die Ubergangsmatrix nach dem Muster von Beispiel 8.11 auf. (Be-
achte, dass die Summe der Elemente einer Zeile 1 ergeben muss!)
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Erklire zumindest 3 Zahlen der Ubergangsmatrix in Worten.

Die 3066ha setzten sich zusammen aus 90ha Boschungen, 760ha Gestriipp, 27ha Grasland,
820ha Auen, 70ha Wéldchen, 114ha Uferland, 200ha Polder und 985ha Fliewasser.

Aus der Grafik kann man erkennen, dass einige Landschaftsformen mit Sicherheit verschwin-
den werden. Welche sind das, und warum wird das geschehen?

Stelle das Szenario der Verteilung der Landschaftsformen fiir die néchsten 100 Jahre in Ab-
stinden von je 20 Jahren auf. Kannst Du eine stabile Endverteilung prognostizieren?

(Losungshinweis: [0; 295,5; 0; 1108,2; 0; 184,7; 0; 1477,6])

Welche Verinderung ist an der Ubergangsmatrix vorzunehmen, wenn der Ausgangsbestand
als Spaltenvektor gegeben ist?

An diesem Beispiel soll gezeigt werden, wie man ein Modell erfolgreich reduzieren kann.
Lasse alle jene Landschaftsformen, die — alleine aus der Grafik folgend — mit der Zeit ver-
schwinden werden, ganz einfach weg.

(Damit reduziert sich die Matrix auf die Dimension 5 X 5).

Berechne auch hier die stabile Verteilung. Vergleiche mit dem Ergebnis von vorhin.
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Unter den Mallnahmen, die vorgeschlagen wurden, um die Vielfalt zu erhalten waren:

* Das Grasland mihen und/oder beweiden (welche Konsequenz hitte das?)

* Die Wildchen schneiden, damit konnte der Wechsel in Augebiete auf 10% gedriickt wer-
den.
(Andere die Werte in der entsprechenden Zeile!)

» Durch geeignete DrainagemaBnahmen kdnnte man den Ubergang von Bdschungen in Ge-
striipp und Auland verhindern. (Zwei Elemente verschwinden in Zeile 1!)

Da alle diese Maflnahmen natiirlich mit hohen Kosten verbunden sind, kann die Simulation
einen Hinweis auf ihre Effektivitdt bringen. (Grasland bleibt nun sicher erhalten, aber was
geschieht mit den anderen bedrohten Okotypen?)

Konntest du dir weitere Maflnahmen vorstellen? Formuliere diese aus und probiere, ob es dir
gelingt, als Retter des Biesbosch aufzutreten.
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8.14 Gut geplant ist der halb gewonnen (5. 161 1101, [121, [13]. {16, [19]

In einem Maschinenbauunternehmen werden die Einzelteile Py, P, und P; hergestellt und in
der nédchsten Fertigungsstufe zu den Baugruppen P4, Ps und P¢ zusammengefasst, die schliel3-
lich zum Zusammenbau der Endprodukte P; und Pg benétigt werden.

Die Grafik zeigt, wieviele Einheiten der einzelnen Produkte fiir ein ,,ndchsthoheres* Produkt
notwendig sind.

Py P P3 Einzelteile
4 2 1
3 “
2 1

Baugruppen

P4 3 PS P6
1
7 2
P, Py Endprodukte

Die geforderten Produktionsmengen fiir die Produkte P; bis Pg sind: 100, 0, 200, 400, 300,
800, 1000, 2000.

Zur Fertigung der Produkte P; bis Pg werden 5 Rohstoffe M; bis Ms benétigt. Die folgende
Tabelle stellt die Materialensatzkoeffizienten bezogen auf eine Erzeugniseinheit zusammen.
Aullerdem findet man die Einkaufspreise pro Materialeinheit.

Erzeugnisse Preis pro

P, | P, | Ps [ P, | Ps | P | P, | Py | Einheit
M, 2 1 4 - 2 - - - 3
S | M 3 - 1 4 1 1 - 3 1
g % M; 1 4 2 7 - - - 5
= M, - 4 3 1 2 5 7 - 2
M; 5 4 - 3 - - - - 6

Im Produktionsprozess werden drei Abteilungen T; bis T eingesetzt, die an verschiedenen
Erzeugnissen unterschiedlich lange beschéftigt sind. Daneben sind zwei weitere Arbeitsginge
Q; und Q; zur Qualititskontrolle notwendig. Die nédchste Tabelle zeigt die zur Bearbeitung
und zur Uberpriifung jeweils einer Erzeugniseinheit erforderlichen Zeiten in Minuten.

Erzeugnisse

P, | P, | Py | P Ps | Pe | P, | Pg
o T, 4 2 5 1 6 3 - -
o O
22 | T, - - 1 2 4 3 - 4
[=le]
2E | Ty - 2 3 4 8 10
29 Qi 2 5 3 - 1 - 2 i
< Q ; 4 ; 7 5 2 10 4
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Beantworte die folgenden Fragen:

a) Welche Gesamtproduktionsmengen fiir die einzelnen Erzeugnisse sind notwendig, um die
Nachfrage zu erfiillen?

b) Welche Mengen an Rohmaterialien sind dazu erforderlich?
c¢) Welche Kosten entstehen bei der Beschaffung der einzelnen Rohstoffe und insgesamt?

d) Welche Gesamtzeiten werden in den drei Abteilungen zur Erflillung des Auftrags ge-
braucht?

e) Wieviel Zeit ist fiir die Qualititskontrolle notwendig? Wie verteilt sich diese Zeit auf die
beiden Kontrollstellen Q, und Q,, bzw. auf die einzelnen Produkte?

f) Betrachte einmal eine umgekehrte Fragestellung: es liegen gewisse Mengen an Rohstof-
fen bereit. Welcher Produktionsplan konnte mit diesen Mengen erfiillt werden, so dass
moglichst wenig tlibrig bleibt.

(z.B.: von M| - M3 je 150000 Einheiten und von M4 und M5 je 200000 Einheiten).

Losungshinweise:

Gehe vor wie auf Seite 38 und arbeite iiber die direkten Einsatzkoeffizienten.

Der Produktionsvektor lautet (geschrieben als Zeilenvektor):
[32300, 40100, 36400, 3400, 9300, 4800, 1000, 2000]

dazu sind an Rohstoffen erforderlich: 268900, 167000, 264400, 322600, bzw. 332100.
Die Kosten betragen: 806700, 167000, 1323000, 645200 und 1992600.

Auf den drei Maschinen sind die folgenden Kapazititen (in Minuten) erforderlich:
465000, 102800, 137600. Fiir (zeitaufwendige) Kontrollen werden 385600, bzw. 258300 Mi-
nuten notwendig.

Fiir die Aufteilung der Zeiten auf die Produkte kann eine Diagonalmatrix helfen.

Da die Matrix der Maschineneinsatzkoeffizienten nicht quadratisch ist, 148t sich die Aufgabe
nicht liber die inverse Matrix losen. Das entstehende LGS hat unendlich viele Losungen. Man
kann nun iiber zusitzliche Bedingungen diskutieren, die zu sinnvollen Ergebnissen fiihren
(z.B.: Man will méglichst viele Produkte vom Typ 7 und 8 herstellen, usw.)

Uberlege zwei oder drei sinnvolle Zusatzbedingungen und gib mdgliche Lésungen an.

Was geschieht, wenn man von P7 und P8 je 1000 Stiick notig hat. LaBt sich das noch erzeu-
gen? (Wenn man auf alle zusétzlichen Produktionen verzichtet.)

Wieviele Produkte lassen sich von P7 und P8 produzieren, wenn man sie in gleicher Menge
erhalten will?
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8.15 Matrizeninvertierung - nein, danke!

Bei wirklich groBen linearen Gleichungssystemen - bei der Berechnung von elektrischen
Netzwerken konnen Systeme von mehren 1000 Gleichungen mit ebenso vielen Variablen auf-
treten — wird auch fiir leistungsfahige Computer das Invertieren von Matrizen eine langwieri-
ge Angelegenheit. Dann helfen in vielen Féllen Iterationsverfahren. Schrittweise wird - von
einer geschitzten Naherungslosung ausgehend - versucht immer bessere Losungen zu finden,
wobei gleichzeitig zu beobachten ist, ob die Losungen einem mehr oder weniger stabilen Zu-
stand zustreben.

An einem kleinen System soll ein derartiges Verfahren - die JACOBI-Methode - demonst-
riert werden. Gegeben ist das folgende LGS:

095 - 04b + 010d - 0,20e = 9,20
-0,20a + 090, - 085 + 0,304 = 29,20
-0,156 + 105¢ - 043d + 080e = -7,70
0,10a - 0,78 + 1,00d + 050e = -6,80
0,20a - 0,106 + 0,20c + LlSe = 10,20

Wir bringen das LGS erst in eine andere Form. Jede Zeile wird so umgeformt, dass die Koef-
fizienten in der Hauptdiagonalen den Wert 1 annehmen. Wenn wir bei 3 Dezimalstellen Ge-
nauigkeit bleiben, dann hei3t das neue LGS:

a - 04216 + 0105d - 0,21le = 9,684
-0,222a + b - 0944c + 0,333d = 32,444
-0,143» + c - 0410d + 0,762¢ = -7,333
0,10a - 0,78¢ + 1,00d + 050 = -6,80
0,174a - 0,087 + 0,174c + e = 8870
Damit 148t es sich umschreiben in die folgende Form:
a = 9,684 + 0,421 - 01054 + 0,211le
b = 32444 + 0,222a + 09444c - 0,333d
c = -7333 + 0,143b + 0,410d - 0,762
d = -680 - 0,10a + 0,78c - 0,50e
e = 8870 - 0174a + 0,087 - 0,174c
Was bis jetzt geschehen ist, 16t sich in Matrizenalgebra so ausdriicken:
Ak = Db
Ek+AX—-Ek = b Dabei ist E die Einheitsmatrix.

Elk =b-ALk+ELk
x = b+(E—A) [k
Iterationsvorschrift: Xnew = b+ (E—A) Ukyy

Man beginnt mit einem geschitzten Losungsvektor, berechnet mit seiner Hilfe eine - hoffent-
lich - bessere Losung, substituiert diese in die Vorschrift, u.s.w und verfolgt, ob die Losung
stabil zu werden verspricht.

Der Vorgang soll nun am TI-92 realisiert werden.
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Die Matrix des LGS wird unter dem Namen nmat 815, der Konstantenvektor unter den Namen
r es und der Variablenvektor und x = [ a; b; c; d; e] eingeben.

- i |f1 gebralcale|other [Frantofc1ean Ue
[.174 -.@a7 .17+ o.o00 1.o00) Entweder durch Nebenrechungen oder durch Anwen-
B on -.sgpy dung einer geeigneten Matrizenfunktion dividieren
200 .900 -.850 .300 O wir die Zeilen der Matrix so, dass in der Hauptdiago-
. "-158 1058 =438 L8000 palen lauter Einser stehen. Die verdnderte Matrix und
.lEE @ -.7EE 1 . 560 - ;
208 -.100 .200 @ 1.15a) den ebenfalls verdnderten Konstantenvektor speichere
[bihicidielrx unter anderen Namen, z.B. na815 und r ess.
MATRIH DES AUTO FUNC 22/30

(Hinweis: die Matrizenfunktion mRow( ) konnte helfen. Sieh im Handbuch nach.)

[”‘_WTFZ—TTWTTW_\
Die Matrizenoperation entspricht dem LGS, das zur ~ |=Eriflaskraltale|Other Pranl0iClesn Up

[=] [e]
By =ress +[identitulS) - ma215) x
a=.421-b-.103-d+ .211 -2+ 2.584

b=.222-a+1.000e-14-b+ .944.c - . 333
c=.143-b+ .410-d- .762-2 - V. 333 b
d=-.108 -3+ .780 c — .300 & - &.300
2= ", 174-a+.087 b-.174-c +5.570

w=press+tlidentitu(S5>)—maBl5hr*xx
MATELS DES AUTO FUMC 22/%0

Iterationsvorschrift gefiihrt hat.
x=b+(E-A4)k

Jetzt ist noch ein Startvektor fiir x festzulegen, denn wir t est nennen. Das Ergebnis der
Iteration wird sofort zur ndchsten Auflage vont est

|’F1 T Fev TrsvT T T FE T FE~ T ] |’F1 T Fev TrsvT T T FE T FE~ T i
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up
ld=-.1EIEI-a+.?E=EI-n:—.EEIEI-E-—E.EHEIEI [1m ] [1o ]
e=-.1Vd -2+ .087 -b-.1F4-c +8.870 B pres —[matS15 - identitulS)) test + test
30 307 Z27.7 ]
3a 0] 21.7
| -3+ test =30 22,6
-30 -30 -38.2
10 10 | 11.7 |
[30:30; 305 "30:;101+test] LatBlh—didentitu(hir¥testrtest]
MATEE DEG AUTO FUNE z3/30 MATRER DEG AUTO FUNE 24730

Nach ,,einigen” Wiederholungen dieser Berechnung sehen dann zwei aufeinanderfolgende Bildschirme so aus:

LatBl5—identitu(h)I®testrtest

MATRIH DEG AUTO FUMC 0/20

1) Fer Fiw Fur F& FEr 1 Fer Fzv Fyw FE FE™
- = |A1gbra|cale [other [Pramin|clesh Us T r1 it 2l e [ofrer Framiolciemy ue| |
[11.172 ] [11.170 |
W pes —[mat2ls - identituiS)) test + test ®pes —[(matdls — identitulS))- test + test
26,249 T 26,250
24,717 24,713
-27. 128 27124
-36. 163 3. 178
11.170 | 11.172 |

LatH15—ddentity(hrr*testtest
FATRI DEG AUTO FUHC 3030

Das sieht ja schon ganz gut aus, und nach ein paar weiteren andert sich in den ersten
drei Dezimalen nichts mehr. Die Losung scheint mit {(a = 26.250, b = 24.715, ¢ = -27.126,

d=-36.169, e =11.171)} stabil zu bleiben.

Ubung: Verwende zwei andere Startvektoren und iiberpriife, ob Du dann auch zu dieser Lo-

sung gelangst.

Vergleiche die gewonnene Losung mit der ,,exakten* Losung!

Es gibt noch eine zweite Durchfiihrungsart, die auf die Multiplikation mit der — leicht zu ge-
winnenden — Inversen einer Diagonalmatrix arbeitet. Sie ist im Script zu finden.
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8.16 Verschliissele Deine Nachricht mit einer Matrix!*!
Die Nachricht
MATRIZENRECHNUNG MACHT MIR IMMER MEHR SPASZ

soll verschliisselt weitergegeben werden — so etwas sagt man ja nicht 6ffentlich!!

Zuerst werden die Buchstaben durch ihre Stellennummern im Alphabet ersetzt (A =1, B =2,
C=3,..).

Das ergibt die Zahlenfolge:
13120 18926514 18 53 8 14 21 14 7 evivieieeieeeee 16 1 19 26

Die Zahlen werden der Reihe nach in 2 x 2-Matrizen angeordnet. Falls notwendig, wird die
letzte Matrix mit Nullen aufgefiillt.

L iSO s

4
Man wihlt eine ebenfalls 2 x 2-Matrix als Kodierungsmatrix C = g 3 %md multipliziert der

Reihe nach alle ,,Buchstabennummernmatrizen® von links mit C. Die neu entstandenen Matri-
zen stellen den verschliisselten Text dar:

19 75 7 134 6 47 18 61 7 78

" 56% 3 94% . 34% ................... . 4@ . 52%
Wichtig ist, dass gleiche Buchstaben im Urtext nicht in gleiche Zahlen im ,,Chiffrat™ iiberge-
hen.

Wihrend die Kodierungsmatrix C geheim an den Adressaten weitergeleitet werden muss,
kann der codierte Text in - eine Folge von Matrizen - die Hinde Unbefugter fallen.

a) Verschliissle den vorliegenden Text fertig!
b) Wie lautet das Rezept fiir die Entschliisselung?

c¢) Wird das Verfahren sicherer, wenn man den Text mit zwei Kodierungsmatrizen C; und
C, verschliisselt?

d) Kodiere einen selbst gewihlten Text mit Hilfe einer 3 x 3-Matrix, gib die Verschliisse-
lungsmatrix einem Kollegen und lasse die Botschaft entziffern. Lass” dir auch eine Nach-
richt schicken. Wichtige Interpunktionszeichen konnten, wenn nétig zusdtzliche Num-
mern bekommen (z.B. Punkt =27, .....).

e) Woraufist bei der Wahl der Dimensionierung der Kodierungsmatrix zu achten?

f) Versuche, ein Programm zum Ver- und Entschliisseln zu schreiben.
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8.17 Nicht nur polynomiale Regressionsmodelle!m

Weithin bekannt - neuerdings auch in der Schulmathematik - sind lineare und quadratische
Regression, die auf dem Prinzip ,,kleinsten Quadrate* beruhen.
Zur Erinnerung:

Gegeben sind empirische Daten als Zahlenpaare {(x1,y1), (X2,y2), ...., (Xn,¥n)}. Nach Darstel-
lung dieser Daten als Streudiagramm in einem geeigneten Koordinatensystem liegt oft der
Schluss nahe, dass zwischen den x- und y-Werten ein linearer Zusammenhang bestehen konn-
te. Die Regressionsrechnung sucht nun eine lineare Funktion f{(x) = k x + d so, dass die Summe
der Quadrate der Differenzen aus den tatsdchlichen und theoretischen Funktionswerten mini-
mal wird:

Q(k,d) = il(f(xi) - yl.)2 (kx +d - y) = Minimum

||M=

i

Das erweist sich als eine Extremwertaufgabe mit den beiden Variablen £ und 4. Man findet &
und d, indem man Q(k,d) partiell nach &k und d differenziert und das entstehende LGS nach &
und d auflost.

Dieses Verfahren wird nun verallgemeinert. Es wird an einem Besipiel demonstriert:

X 1,36 2,14 2,76 4,40 4,99 5,85 6,89 8,25 8,50 10,09

Vi 3,65 2,65 -0,20 (-2,12  [-1,96 [0,49 3,44 2,88 0,97 2,11

Speichere die Daten in den beiden Liste XI und y| und mache dir ein Bild in Form eines
Streudiagramms:

] Pl ;f‘ = || Hier ist lineare Regression sicher nicht mehr ange-
- L - | bracht. Uberhaupt Polynomfunktionen auch héherer
' e " : | Ordnung diirften nicht passen. Die Lage der Punkte
R -o- - | erinnert eher an Winkelfunktionen.
=]
@@ - - - - g Wirsuchen eine approximierende Funktion ®(x) als
FRTH Fiil RFFREE FIWE Linearkombination der Funktionen {1,sin(x),cos(x)}.

®(x) = al + bBin(x) + c[tos(x)
Damit ergibt sich eine Extremwertaufgabe mit den drei Variablen a, b und c:

D(x;) = ay fi(x;)*+ay fr(xp)+az f3(x;)

N
Q(a,b,c) = Y (al + bBin(x;) + cleos(x;) - yl.)2 = Minimum
i=1

Z_Q = %(2(54 + b sin(x;) + ¢ cos(x;) — y;) ) =0

a i=1

90 N ) .

5 = _;(2 (a + b sin(x;) + ¢ cos(x;) — y;) Usin(x;)) = 0
0Q

(2(a + b sin(x;) + ¢ cos(x;) — y;) Ocos(x;)) =0

—

I
||'M2

dc
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Alle drei Gleichungen lassen sich durch 2 kiirzen, ausmultiplizieren und umordnen:
ayl.l+bysinx;.1 +cHycosx;.1 =3y, .1
N N N N

ayl.sinx; +bysiny, .sinx; + ¢y cosx;.sinx; = 3 y,.sinx;
N N N N
ayl.cosx; +bYysinx;.cosx; + ¢y cosx,.cosx; = ) y;.CO8X,
N N N N
Stelle das LGS fiir die gegebenen Daten (N = 10) auf, 16se das entstehende LGS und bestim-

me die approximierende Funktion. Zeichne die Regressionslinie zum Streudiagramm. Ver-
wende so weit wie moglich die vorliegenden Listen x| und y| .

Hinweis: sun{ Li st e) ergibt die Summe aller Listenelemente.

10a + 1,533626 b — 1,336507 ¢ = 7,690000
1,533626 a + 6,006008 b — 0,829608 ¢ = 16,119240
-1,336507 a — 0,829608 b + 3,993992 ¢ = 2,871270

fiihrt zu: ®d(x) = 0,544245 + 2,748197 sinx + 1,471855 cos x.

via ZEZJN Trace Regrrllaph Math|0OFaw| - 5;{:5 Im DATA-MATRIX-EdItOI‘ deS TI—92PL US ﬁndet

- ‘e’ " ge_ | manunter [F5] die Option Si nReg, mit der sich eine

: o/ R . | sinusformige Regressionslinie berechnen ldsst. Das

: o - oy - - Ergebnis lautet:

. R N A | »(x) = 3,09219 sin(1,02073 x + 0,37917) + 0,54421

MATRIH EAD AFFRON FUHC

1) Fzr Fxw Fyr FE FEr
= f—|Alacbra|Calc|Other |Prami0|Clean Up
|l-1.336507 -.gz9ems 3.993392 | Vergleiche die Qualitit der beiden Regressionslinien
1.000000 ©.000000 0.000000 .544245 T .
[ durch Berechung der Summe der Abweichungsquad-

O.@0a0aaa  1,000000 @O, a000a8 20748187 K < . . . .
0.000000 @.0000ea 1.oomaea 1.4712ss)| rate. Die 77-92-interne Regression erweist sich dabei

® suml (e x1) - u1)?) 1.772076| als geringfligig besser.
® sunl (wFexly - w13Z) 1.644764

sumC POl d—u] 32>

MATEIH FAD AFFROY FUHC E/Z0

Das oben gezeigte Verfahren kann unter Einsatz von Matrizen auf elegante Weise durchge-
fiihrt werden. Dazu erzeugt man zuerst eine Matrix M - die sogenannte Normalmatrix:

QG /) i) F1E79 ) == D RS N Q— 1
M = 06L0) f(5) fr(60) £2 () 0= DHIn(x,) Sin(x,) SINOG) e sin(x,0) 0
HA ) £A0s) fi() e ) H  Bos(x,) cos(x,) cos(xs) v cos(x;y)H
Was ist das Ergebnis vom M [M ¢? A1 4obr a|caTc [other Proniolc1ean ue| |
®=ymiyl - coslx10) 2.871270
oy [7.62

u [nor‘mm : r'u:\r‘mmT] [ 16.11923931 1??4}

2. 8712700538912
D245 ]

|:2. 42187

1.471855]

HMATRIR KAD AFFEDH FUNC 1730




Josef Bohm: Matrizenrechnung mit dem TI-92 59

Mit geringem Aufwand 16st man dann das LGS:

Vergleiche mit der Lésung von vorhin!

Eine Ubungsaufgabe zur eigenen Behandlung:

Xi -0,51 1,34 3,57 5,77 7,34 9,49 12,37 | 14,89
Vi -3,15 -12,90 |-9,14 |-13,54 |-8,81 -10,33 |-5,20 |-3,23
Xi 15,34 18,09 |19,86 (21,25 (24,48 [26,04 |[2842 30,83
Vi 2,61 9,17 11,49 |16,02 |26,80 |[31,01 |38,98 [46,21

Die approximierende Funktion soll sich zusammensetzen aus:

i) =1, /() = X%, f4(x) = (x+1)" und fa(x) = (x+2)”.

I’Fi T Fev Trsz ruvT [ T FE™ T] FL=m Faw |F3T i FE &=
,E Alackra|Calc|Other |Prami0|Clean Up ~ f—|Alasbra|Calc|0ther[PranI0|Clean LIPT_\

'[nnr‘mm-nnr‘mmT] 1. sumigl - F20x10 -15. 942999
sumial - F30x100 «DEETFIS
sunlyl - F4ix100 27. 225414
-15. 94589997 =94, 7Is100]
DEETES - '94-?931 + 2?};32154 + .EIEuE-?'BS-xz - 15,55,
27. 225414 [x+2)

-94, 796100 ] Oaohe
LML %F I Cx] D s sumCyl ¥F4Cx]1 3 )] WXt 12+0.066°795x 215 . 25391 (x|

HMATRIR KAD AFFEDH FUNC 28,30

MATRIH EAD AFFRON FUMC 14/%0

Versuche, den Editieraufwand durch den Einsatz geeigneter 7/-92-Funktionen moglichst
gering zu halten.

Lésst sich auch eine Polynomfunktion - hdherer Ordnung - als Regressionslinie verwen-
den? Findest Du andere sinnvolle Kombinationen? Die Qualitdt der Regressionen lésst
sich an der Summe der ,,Fehlerquadrate* beurteilen und vergleichen.
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8.18 Dreh dich mit der Matrix!

Wir erinnern uns, dass wir zweidimensionale Elemente leicht im Koordinatensystem darstel-
len konnen. Zur Wiederholung soll ein kleines Haus gezeichnet werden:

1 Fexr |_F% FEx [ _FE™ HE [‘Fi T FE T F= T Fu T FE T FE™ T Fr ]
- E Zoon|Trace Regr‘aph Math|OFaw| - ﬁ:? - E Flot Setup(Cell [Header|Calc|Util [Stat
DATA | x—Koord |g-Koord
cl o2 [t o
1 ]
2
3 4 3
4 3 v
...................... ! 5 <
...................... A 5 i
...................... = 3 5
...................... r2ci=4
MATEIR DEG ERACT FUNL MATRIY DEG EXACT FUNE

Erzeuge ein neues Datenblatt. Uber Pl ot Setup und Pl ot Define lege ein
xyl i ne Diagramm fest, bei dem die x- und y- Koordinaten in den Spalten c1 und c¢2 des Da-
tenblattes zu finden sind. (Versuche das ,,Haus* in einem Linienzug zu zeichnen.)

Nun kann in den Spalten ¢3 und c4 eine Verwandlung des Hauses erzeugt werden, indem
man in diese Spalten eine ,,Linearkombination* aus den Werten von c1 und c2 schreibt, z.B.:
c3 =c1/2 - 2*c2/3undc4 = cl/4 + c2/3.

rfi T B TrsTru Trs TrsvTr?]
va FPlot Setup|Cell Header|Calc|Util|Stat

1" |_Fer FEr 1 FET

- —|[Zcom Tr*an:,e Regr‘aph Math|Oraw|~

DATA  |x—Koord |gy—Koord |x-rneu -
cl o o
1 2 143 S<E
305 3.3 33 “EE—
3 E 3 [0] 2
4 3 i 37 Sdq
5 2 3 -1 357
& 2 1 1.3 =)
T Ll 3 [0] 2
c3=clr 2-2%c2/3

MATRIH DEG EXACT FUHC HMATRIR DEG ERACT FUNWC

Die neuen Spalten dienen als Grundlage fiir einen neuen Plot. Jeder Punkt wurde nach der
gleichen Regel transformiert und so ergibt sich eine Transformation des ganzen Objekts.

Was hat dies mit der Matrizenrechnung zu tun? Ganz einfach, lies die folgenden Transforma-
tionsgleichungen mit ,,Matrizenaugen*:
i: 15
) ) 1 1 _ P
(xneu’yneu) _%xalt gyalt’ Z'xalt +§yalt§_ ('xalt, yalt)IIl E lé’
3 3

Vielfach werden Ortsvektoren als Spaltenvektoren angegeben, dann muss die Reihenfolge der
Multiplikation vertauscht werden, die Transformationsmatrix ist dann zu transponieren.

It —2 1L —2
%neu E — E'xalt 3 yalt E — % 3 E %neu E
1 1 1
neu xalt + 3 yalt 3 neu
Fiir unsere weiteren Zwecke ist es optisch glinstiger, die Punkte als Zeilenvektoren zu betrach-

ten, da der Zusammenhang zum Datenblatt besser zur Geltung kommt. Daher bleiben wir bei
der ersten Schreibweise. Es wire aber immer ganz einfach zur anderen zu wechseln.
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Nun kommt der Vorteil der Matrix als Rechenwerkzeug so richtig zur Geltung, da die An-
wendung der Transformationsmatrix nicht nur auf einen Zeilenvektor beschrinkt bleibt, son-
dern die Matrix, die das Objekt beschreibt - und aus lauter Zeilenvektoren besteht, die die
einzelnen Punkte beschreiben - auf einmal der Transformation unterworfen werden kann, wie
man im Home Screen sofort sehen kann.

- i |p1gebralcsTc other Pramiolciean e | Definiere die entsprechende 2-spaltige Matrix und
i i fiihre die Matrizenmultiplikation durch!
4 3
3 2| Vergleiche das Ergebnis mit den Werten in den Spal-
" house 2 7 | tenc3und c4 des Datenblatts!
~se¥[1/2,1/4;-273.1/33housel
FHATRIY DEG ERACT FUHC ZE/20

Es wire natiirlich schon, konnte man auch die durch Matrizen definierten Objekte gleich gra-
phisch darstellen. Das kleine Hilfsprogramm pl ot mat macht dies mdglich:

- ngf%EEa Crailvc,lﬂtm;r*lPr*rgsmID Clesn Up - b |z60n Tr ace|Regraph[Math|or au| =
= house - + housel -1 -2
|_ 243 1«-’3J 13 =g
o z EB’
-1 352
4% 403
B plotmathouse) Done
B plotmatihousel) Date
plotmat Chousel>
MATRIH DEG EXACT FUHC zB/Z0 MATRIH DEG EXACT FUHC

Beantworte die folgenden Fragen erst, nachdem du dich durch eine graphische Darstellung
und/oder durch Nachrechnen von der Richtigkeit deiner Annahme tliberzeugt hast.

. . . 1 0
a) Welche Transformation erzeugt die Matrix 7 = E:) 1%?

Welche Matrix erzeugt

b) eine Spiegelung an der x-Achse?
c) eine Spiegelung an der 1. Mediane x = )?
d) eine Spiegelung am Koordinatenursprung?

e) eine Streckung (Stauchung) um den Faktor k mit dem Ursprung als Streckungszent-

rum?

f) Welche Matrix ldsst das Objekt unverdndert?

S5 0
g) Was bewirkt die Multiplikation mit der Matrix T = E)O 2%7
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In der Geometrie kennt man eine Transformation mit Namen Scherung. Bei der Scherung
in Richtung der x-Achse bleiben die y-Koordinaten unveridndert, wihrend die x-Koor-
dinaten um einen Wert proportional zur y-Koordinate vermehrt werden.

h) Wie lautet die Transformationsmat-
rix?
Erzeuge das Scherbild eines Kreises.
Welche Figur entsteht?

g) Erzeuge die Scherung in Richtung der
y-Achse.

Mit Hilfe der Additionssétze fiir Winkelfunktionen leitet man die Formeln fiir die Dre-
hung des Ortsvektors eines Punktes um den Ursprung in positiver Richtung um den Win-
kel o ab und findet:

X cosO — y,, sind

new — Xalt

Y neu = Xalt smO( + Yair cosa

h) Wie lautet die Drehmatrix fiir Punkte als Zeilenvektoren, bzw. als Spaltenvektoren?

i) Schon bei Drehung eines einfachen Quadra- |+ #=|zoom|Trace|rearsphlnath|oraul~
tes um jeweils 30° entsteht ein schones Mus- QO‘C‘; .
ter. <>
Erzeuge eine Grafik, die im Wesentlichen O o
aus verschiedenen Drehungen hervorgeht. mﬁ <>£:F
PATRIN DEG EXACT FUNC

Die Hintereinanderausfithrung von Transformationen wird durch die Multiplikation der
entsprechenden Matrizen bewirkt.

j)  Welche wichtige Transformation entsteht bei der Hintereinanderausfithrung einer
Drehung und Streckung.

T Fev FEw | Fiw

- f—|[Zcom Tr*ace Regr‘aph Math|Oraw|~

Damit lassen sich auch schone ,,Spiralen®
erzeugen.

MATRIE DEG AFFROH FUHC

k) Als letzte Aufgabe soll die ,,einfachste* Transformation bewirkt werden : die Ver-
schiebung eines Punktes - und damit ganzer Objekte - um den Ortsvektor (s,?).

j)  Setze eine Spiegelung, eine Drehung und eine Streckung zusammen. Kommt es auf
die Reihenfolge der Ausfithrung (Multiplikation der Matrizen) an? Untersuche ver-
schiedene Kombinationen von Transformationen auf Kommutativitét.
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8.19 Neu Perspektive: Schrigriss mit Matrix.

Fiir die Darstellung von rdumlichen Objekten stehen unterschiedliche Verfahren zur Verfii-
gung. Sie reichen von der Freihandzeichung {iber die Fotografie zu strengen geometrischen
Methoden, wie Darstellung in Grund-, Auf- oder Schrigriss. Besonders anschaulich sind per-
spektivische Bilder, da sie die rdumliche Wirkung besonders zur Geltung bringen.

Ein rdumliches Objekt wird durch die Menge seiner Punkte bestimmt. Es kann eine Raumkur-
ve oder eine durch eine oder mehrere Fliachen begrenzte Figur sein. Wir wollen die
Abbildungsverfahren an einer Pyramide mit rechteckiger Grundfliche erforschen. Die
Pyramide hat ihre Basis ABCD in der xy-Ebene mit A(4,0,0), B(4,6,0), C(0,6,0) und D(0,0,0).
Die Spitze
S der Pyramide liegt in (2,3,5).

Wir beschreiben die Pyramide durch ein —rri"_mTTmru_vTTTﬂ]
—[AlgebralCalc|Other|PranldfClean Up

400 4 @ o

,Raumpolygon* [A,B,C,D,A,S,C,B,S,D]. 4 6 @ 4 6 0

& @ B E D

o ] e e BB 0

Das Problem besteht nun vor allem darin, die drei- | |4 & @ . 4 0@

. . . . . PAra

komponentigen Koordinaten des rdumlichen Objekts | [2 * 3 2335

. . . . I | = |

in Koordinatenpaare des ebenen Bildes des Objektes [.1[4.6.01L2,3,.5110.0,0112pyral

PATRIN DEG EXACT FUHC Z0/30

zu transformieren.

P(x,y,z) - Pp(xp: yp)

Eine allgemeine axonometrische Abbildung (Grund-, Auf-, Seiten- und Schrégriss sind Son-
derfille davon) ist festgelegt durch die Winkel o und 3, die die Bilder von x- und y-Achse mit
der waagrechten Bezugsgeraden bilden, sowie durch Verkiirzungsverhéltnisse vy, vy, und v, in
den Achsenrichtungen. Beim Schrégriss bilden z, und x, einen rechten Winkel, y, bildet den
Winkel  und nur die Abstdnde in y-Richtung werden verkiirzt.

Skizziere einen Schrégriss der gegebenen Pyramide mit 3 =30° und v, = 0,5.

Die Skizze soll die Ableitung der Transformationsformeln begleiten, die eine einfache An-
wendung der Winkelfunktionen in rechtwinkligen Dreiecken darstellt:

x,=t=s = yl [eos f — x[¥ [eosa

y,=—u-v+z, = -y Binf - xb, Bina + z,

oder in Matrizenschreibweise:

v, cosd —v_sind Yizp

(,,¥,) = (6,3,2) OOv, cos § =, sin A0 B (<¢, %)

O vZ H
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Bevor wir das Objekt pyra darstellen, sollen auch die Achsen abgebildet werden. Das
Achsenkreuz wird durch das rdumliche Polygon achsen definiert.

E? 0 OE e d2r | ote ot e pronolc1emn U] |
0 0 g 8 0 g 2 o
0 4-[3 -4
achsen = %) 0 SD Scos(3E)  -sin(30) 8 o]
B gchzen-| cos{ 300 -sing 300 a 2
O 0 00 a 1 a o
O
% 8 0[] 4.3 -4]
plotmat{ans <1 P
FATRIR DEG ERACT FUHC /30

Eine beliebte Darstellung liefert die ,,isometrische Projektion®. Bei ihr bilden die Bilder der
Achsen die Winkel 120° und es gibt in keiner Achsenrichtung eine Verkiirzung. Uberzeuge
dich, dass im obigen Bild die entsprechende Transformationsmatrix auf achsen angewendet
wird. Bei o6fterem Gebrauch macht es sich bezahlt, diese Matrix unter einem Namen, etwa
i so, zu speichern.

Wende diese Transformation auch auf pyra an. Dann sollte sich das isometrische Bild der Py-
ramide im Koordinatensystem ergeben. Daneben siehst Du den SchragriB3.

1| Fev | F= FE™ |_FG™ f I

- f—|[Zoom[Trace Regr‘aph Math|Oraw|~

HMATRIR DEG EXACT FUNC HMATRIR DEG ERACT FUNWC

Definiere die, einen Schrigriss (3 = 30° und vy = 0,5) erzeugende Matrix schr 1, und erzeu-
ge das Bild. (Die [WINDOW]-Werte miissen fallweise angepasst werden).

Fiir die Anwendung unterschiedlicher axonometrischer Abbildungen ist es praktisch, eine
Funktion af f (vx, xy, vz, a, B) zu definieren.

I‘Fr'm]’ Fev T Far ]’ i ]’ FE T FE™ ]’ ] [Fi oy Few T F3 7  F% T Few T Few 177 o7 1

~ #—|Alasbra|Calc|Other|PramId|Clean Up via ZF.:.E.:.N Trace|Rearaph Mrasth D:*an -
Sux - coslo)  Cw-sinda)

B yy-cosCE) cug-sinlBY | abfiuve, wug . uz p
o Uz

Dohe
mplotmat{pura-aff{l, .5,1,0, 300) Done
B plotmat{achsen-aff(l,.5,1,0, 300

Dahe
Rl TS o e Do)

clrdraw
FATRI DEG EHACT FUHC 13430 MATEIR DEG EXACT FUMWL

a) Welche Parameter erzeugen Grund-, Auf und Seitenriss?

b) Stelle einen Wiirfel, Oktaeder, Tetraeder oder eine Figur deiner Wahl in mindestens zwei
verschiedenen Projektionen dar.

c) Die ,,Militarperspektive* 143t den Grundrifl unveréndert und verkiirzt in der z-Richtung
mit dem Faktor 0,5. Damit wurden frither anschauliche Bilder von Befestigungsanlagen
hergestellt. Erzeuge die Transformationsmatrix mi | und bilde ein Haus ab.
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1™ _Fer FEr Far 1™ _Fer FEr Far

- f—|[Zoom Tr*ai:e- Regr‘aph Math|OFaw| - - f—|[Zoom Tr*ai:e- Regr‘aph Math|OFaw| -

MATRIH DEG EXACT FUHC MATRIH DEG EXACT FUHC

Sieh ein Haus in Schrigriss und in Militirperspektive.

d) Eine besondere Projektion heiflt dimetrisch. Dabei erscheinen y- und z-Achse unverkiirzt
und bilden in der Projektion den Winkel 97,18°. Die x-Achse wird im Verhiltnis 0,5 ver-
kiirzt und ihr Bild schlie8t mit den Projektionen der beiden anderen Achsen gleiche Win-
kel ein. Erzeuge das dimetrische Bild eines Objektes deiner Wahl.

Besonders anschauliche Bilder liefert die perspektivische Abbildung oder Zentralprojektion.
Bei ihr wird angenommen, dass das Objekt von einem Augpunkt O auf eine Projektions-
ebene Tt projiziert wird. Die Schnittpunkte der Sehstrahlen OP mit 1t liefern die Bildpunkte
P°.

Vergleiche die Skizze und die zugehdrige Vektorrechnung. Wir nehmen an, dass die xz-Ebene

die Bildebene Ttdarstellt. (Daher muss die zweite Koordinate, die y-Koordinate, des Bildpunk-
tes verschwinden!)

x = 5+k(;—5) n xz—-Ebene - x, =0

-0
0, *k(py=0,) =0 - k = : Xz
Py ~ 0,
¢ _ _ 0Py —0,p
P = o tk(p —o) = 42— Auge O P¢
Py 0,
. @
p2 =O .//
P

03P, 0,3

Py =0,

0y +k(p; —o03) =

und das 148t sich schreiben als:

B—oz 0 OH
(p19p29p3)m0 0 0y 0

P2 0, BO 0 _025

Dabei ist nun zu beriicksichtigen, dass nur die erste und dritte Komponente als x- und y-
Koordinaten des Bildpunktes benotigt werden.

(P, py".py°) =

Die Multiplikation der das Objekt bestimmenden Matrix mit der Transformationsmatrix reicht
hier leider nicht aus, da fiir jeden einzelnen Punkt die spezifische zweite Koordinate in die
Transformation eingeht. Ein Ausweg wére, dafiir ein geeignetes Programm zu schreiben. Mit
einem Objekt, das nur aus wenigen Punkten besteht, kann man die Arbeit auch punktweise
durchfiihren.
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Verfolge die nichsten Bilder des Home Screens:

[‘Fi T Fev TrsvTruvT FE T FE™ T]
- E Algebral|Calc|Other|PrgmlId|Clean Up

—o[1,2] @ 0
mlo_[1,1] 0 o_[1,3] :|'}PE'F‘(D_) Daone
o] o -o_[1.2]
mL1E -2@ &]+o [l -z8 &]
20 0 07
B peria) [IEI )
oo 2]
peErLOD
MATRLR DEG EXALT FUNE 3730

rfi T Fev Trsz ruvT FE T FE~ T]
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up

=TI L - R B T ITT ki |
20 8 @

B perlo) g o &
o] o 2o

. dia ‘per(o) + phipkt)  Dome

FRLLL, 21— ol1, 2]

"pb(Z 3 SD [?axzs @ %]

phelZ2 3.51

MATELS DES EXACT FUMC E/Z0

[‘Fi T Fev TrsvTruvT FE T FE™ T]
- E Algebral|Calc|Other|PrgmlId|Clean Up

kt.
u FRELT ,g:l | -perio) * phipkt) Dohe
118
mpb(z 3 S [ro-23 o 2]

"[pbipkti[1,1] pbipkta[1. 311+ pr(pkt)

Dohe
"pp(2Z 3 5D [?EI/EE 12138]
ppCl[2,.3,.5]11>
MATEIS DES EXACT FUMC 7/
L clpramiofici
Ll ik WE= T LI 23 J
mpp(4 O O [4 @]
mppild4d & O [FO-13 18-13]
mpp(A & O [30-13 18-13]
spp[0 O O [0 o
mpp(f4 O O [¢ @]
"pr(CZ I 5D [o-23 2]

[4.0;70-13 . 18-13:30-13_. 18133

MATRIE DEG EHACT FUHC /12

T Fev FEw | Few [F7

T3 &
= f—|Zoon|Trace|Regraph|Math [DFaw (-

MATRIE DEG EHACT FUHC

per(o_) legt fiir jedes beliebige Auge o_ die
Transformationsmatrix fest.

Der Augpunkt - das Projektionszentrum - wird mit
0(10, -20, 6) festgelegt. Vergleiche die Matrix!

Die Funktion pb( pkt) fiihrt die Transformation
fiir einen Punkt pkt aus. Hier wird die Abbildung
fiir die Pyramidenspitze durchgefiihrt. Die mittlere
Koordinate 0 ist noch zu entfernen. x- und z-
Koordinate werden zur x- und y-Koordinate in der
,,Zeichenebene®.

pp(pkt) erzeugt nun die ,,Zeichenkoordinaten*
fiir das perspektivische Bild der Pyramidenspitze.

Alle Punkte werden abgebildet. Dann werden die
Koordinaten in der richtigen Reihenfolge zur Bild-
matrix zusammengefiigt. (Abgeschrieben oder in
die Editierzeile kopiert).

Mit pl ot mat ( ... gelangt man schlielich zum per-
spektivischen Bild der Pyramide.

Wihrend jene Kanten, die parallel zur Bildebene verlaufen auch parallele Bilder haben,
scheint das andere Paar von parallelen Grundkanten einem ,,Fluchtpunkt® zuzustreben.

Stelle einen Quader dar, bei dem die Kanten der Grundfldchen nicht parallel zur xz-Ebene sind
und beobachte die ,,Fluchtpunkte® der jeweils parallen Kanten. Je ndher sich der Augpunkt
beim Objekt befindet desto stirker kommt die Verzerrung zur Wirkung.
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Wenn der abzubildende Punkt die Parameterdarstellung einer Raumkurve représentiert, erhalt
man mit einer beliebigen Projektionsmatrix das Bild dieser Raumkurve. So ist z.B. durch

[4 cos(t), 4 sin(t), Tt/600]

eine Schraublinie festgelegt. Wir konnen die Kurve leicht in eine zweidimensionale Parame-
terdarstellung transformieren und diese dann iiber den Befehl dr awpar mauch zeichnen las-
sen.

I‘Fi T Fer ]’ rsvT S T FE T G T ] 1 Fer FE* | _FE™
- E AlgebrafCalc|O0ther|Prgmld{Clean Up - E 200 Tr‘ac,e- Regr‘aph Math|Oraw|-

-[4-:.-:-5(t.) 4-sinct %-t]-achr

[E'Ein(t) -4 cosCt) 2—6;‘ - sin(t)]

" OrawParm [3-sinftd —4-cositd, %.E —=sindk
Date

w2 M¥EA/600-sindt>, ~360,720,.10

HMATRIR DEG EXACT FUNC z/30 HMATRIR DEG EXACT FUNC

Die oberen Bilder zeigen den Weg zum Schrigriss einer Schraublinie mit 3 kompletten Win-
dungen.

Unten wird diese Kurve in Perspektive dargestellt.

1™ [_Fe- Fz FEr FE* S
- {— ngebr‘all:aln:- I:Ither* PPngD l:lean Up - f—|Zoon|Trace Regr‘aph Math|Oraw|- f HH
TTT

IO anr

lpp[[4-c.n5(t.) 4-sint) 138,3“ t]]
18-[2-cosftd) +2init)] 720 sinfti+m -t
=inftl+5 120-[=inft) + 5)

18-(2 cos(t)+ sinit)] 720 -sir,

B [fawP arm

Zimt) + 5 T1EA(=i
Done
WwA120%¥CsinCtd+52) . —180,. 720, 104
FATRI DEG EHACT FUHWC E/30 MATRIH DEG EXACT FUHC

Aufgaben:

Bilde Kreise in Parallelprojektion und Zentralprojektion ab. Wéhle Kreise und Augpunkt so,
dass in Zentralprojektion alle Formen der Kegelschnitte als Bilder entstehen.

Erzeuge Objekte, wie den unten abgebildeten ausgeschnittenen Wiirfel und stelle sie in ver-
schiedenen Projektionen dar.

1™ _Fer [ FEr Far ﬁ:? £ 1 _Fz- [ FEr Far ﬁ:?

- f—|Zoon|Trace Regr‘aph Math|OFaw| - - f—|Zoon|Trace Regr‘aph Math|OFaw| -

MATRIH DEG EXACT FUHC MATRIH DEG EXACT FUHC
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8.20 Dr. Froscherls Wettermatrix

Der Hobbymeteorologe Franz Xaver Froscherl glaubt auf Grund langjéhriger Beobachtungen
gewisse Regeln in der Abfolge der Wetterzustinde Schonwetter, Regenwetter, Schneefall und
wechselhaftes Wetter erkannt zu haben:

Auf einen Schonwettertag folgt mit 60% Haufigkeit wieder ein solcher, Regen folgt in 25%
aller Falle und Schnee in 5%, an den restlichen Tagen ist das Wetter wechselhaft. Regenwetter
bleibt in 30% erhalten, in 20% geht der Regen iiber in Schnee und in 35% folgt Sonne auf
Regen. Herrscht an einem Tag Schneefall, so geht das in 15% der Félle am néichsten Tag so
weiter und in 20% geht der Schneefall in Regen iiber. Jedes zweite Mal wird das Wetter unbe-
standig, sonst folgt Schonwetter. Auf einen Tag mit wechselhaftem Wetter folgt mit 40%iger
Haufigkeit wieder wechselhaftes Wetter, alle anderen Moglichkeiten sind gleich hédufig.

Im Jahr 1999 gab es nach Franz Xavers Aufstellung 157 Sonnen-, 46 Regen- und 27 Schnee-
tage, wihrend er 135 Tage als wechselhaft festhielt.

e) Wie lautet die Ubergangsmatrix?

f) Wie sollte die Aufteilung fiir 2000 etwa lauten?

g) Und wie fiir 2010?

h) Wie sieht die Verteilung nach 20, 50, bzw. 100 Jahren aus?

1) Gibt es nach diesem Modell eine stabile Verteilung der Wetterformen? Wie lange dauert
es bis diese stabile Verteilung eintritt.

j) Angenommen, es gibt ein total verriicktes Jahr ohne Schneefall: 200 Tage Sonnenschein,
67 Tage Regen und 98 unbestindige Tage. Wie lange dauert es nach dem Modell, dass die
stabile Lage wieder eintritt — unter der Annahme, dass sich nach diesem ,,verriickten* Jahr
das Wetter wieder an die Spielregeln halt!

ndchster Tag

Sonne Regen Schnee wechselhaft
Ausgangstag | Sonne 60% 25% 5% 10%
Regen
Schnee
wechselhaft

Losung: [139,76 Sonnentage, 88,87 Regentage, 49,56 Tage mit Schneefall, 86,81 Tage mit
wechselhaftem Wetter]
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