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Vorwort

In diesem zweiten Teil des Finanzmathematikskriptums''! sollte urspriinglich neben der Rentenrech-
nung auch die Investitionsrechnung, die Schuldtilgung und die Wertpapierrechnung aufgenommen
werden. Im Lauf der Arbeit am vorliegenden Papier wurde klar, dass dies den vorgesehenen Umfang
bei weitem tbersteigen wiirde. So habe ich mich entschlossen, hier nur die Rentenrechnung — und
dafiir hinreichend ausfiihrlich — zu behandeln und fiir die genannten Anwendungen einen dritten Teil
folgen zu lassen.

Fiir die finanzmathematischen Grundlagen, die sich auf die Zinseszinsrechnung beziehen, verweise ich
auf Teil 1. Inzwischen hat der Voyage 200 den TI-92 abgel6st, auBBerdem ist der TI-83-Silveredition
auf den Markt gekommen. Daher wurde der Titel etwas der neuen Situation angepasst. Grundséatzlich
hat sich nichts geéndert, nur die Finanzapplikation ist auf dem Voyage 200 standardméBig implemen-
tiert.

Im besonderen will ich auf den gegeniiber der ersten Version von Teil 1 deutlich verbesserten, selbst
entwickelten TVMS-Solver hinweisen, der die CAS-Moglichkeiten der symbolischen Taschenrechner
einigermalien ausschopft.

Ein besonderes Anliegen ist mir die ausfiihrliche Behandlung der finanzmathematischen Grundformel
in Kapitel 4. Hier kann (und soll) eine Black Box ohne viel Aufwand zu einer White Box gemacht wer-
den. Der didaktische Gewinn rechtfertigt sicherlich die Beschéftigung damit.

Die vorgestellte kleine Sammlung an Beispielen ermdglicht einerseits den sofortigen Einsatz in der
Klasse, soll aber auch eine Anregung zur ,,Komposition* von eigenen Angaben sein. Dass nicht alle
moglichen Losungsgéinge vorgestellt werden kdnnen, liegt in der Natur der Sache. Im Unterricht sollte
besonderer Wert auf unterschiedliche Losungsstrategien und den damit verbundenen sinnvollen Ein-
satz der Zeitlinie gelegt werden.

So wie in Teil 1 mochte ich auf den Einsatz von im Unterricht zu entwickelnden Funktionen hinwei-
sen. Diese Funktionen ermoglichen oft nicht nur den kiirzesten, sondern auf jeden Fall den ,,mathema-
tischesten* Losungsweg. Vergessen wir aber trotzdem nicht den Wechsel zwischen numerischen und
grafischen Darstellungsmdglichkeiten.

In den ,,Reminiszenzen® in Kapitel 8 habe ich Ausschnitte aus uralten Biichern verwendet und an ih-
nen zu zeigen versucht, dass man auch diese mit Erfolg dazu verwenden kann, ganz moderne Anliegen
des M-Unterrichts umzusetzen (rekursive Methoden, Arbeiten mit einer Tabellenkalkulation, .....).

Abschliefiend bleibt noch der Hinweis auf das ausfiihrliche Literaturverzeichnis.

Fiir Riickmeldungen bin ich wie immer sehr dankbar.

Josef BOohm

Bei Anfragen und Problemen wenden Sie sich bitte an nojo.boehm@pgv.at.

M Der erste Teil Finanzmathematik auf dem TI-83/92, Teil 1 — Zinseszinsrechnung kann auch von der Homepage
www.acdca.ac.at heruntergeladen werden.
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1 Grundlagen der Rentenrechnung

Unter einer Rente versteht man eine regelmifBlig wiederkehrende (periodische) Zahlung in i.a. gleicher
Hohe. Typische Anwendungen von Renten sind Kreditriickzahlungen und verschiedene Sparformen.
Die Renten werden nach verschiedenen Gesichtspunkten eingeteilt:

- nach der Laufzeit
- bis zum Tod des Empfingers der Zahlung; dann spricht man von Leibrenten. Deren Behand-
lung ist Sache der Versicherungsmathematik. Darunter féllt auch die Altersrente.
- mit einer genau definierten Laufzeit; dies sind Zeitrenten, die in der Finanzmathematik be-
handelt werden.

- nach dem Filligkeitstermin
- fallig am Beginn jeder Zahlungsperiode; die Rente ist vorschiissig (prdnumerando).
- fallig am Ende jeder Zahlungsperiode; die Rente ist nachschiissig (postnumerando).

- nach dem Abstand zwischen den Zahlungen
- Jahresrenten oder Annuitdten.
- unterjihrige Renten (Monats-, Quartals-, Semesterrenten). Grundsétzlich ist jede
Rentenperiode moglich.
- die Periode ist langer als ein Jahr; man spricht von iéiberjihrigen Renten.

Die Grundaufgabe besteht darin, den Gesamtwert der Rente zu bestimmen. Dieser Wert hingt, wie in
der Zinseszinsrechnung vom gewahlten Zeitpunkt (= Bezugspunkt) ab:

Bezugspunkt ist der Beginn der ersten Rentenperiode: Barwert der Rente.

Bezugspunkt ist das Ende der letzten Rentenperiode:  Endwert der Rente.

Ein einflihrendes Beispiel soll die wichtigen Zusammenhinge dieser Begriffe demonstrieren.

Wir wollen annehmen, dass 8 Zahlungen in der Hohe von 1000 EURO vereinbart wurden. Die Ab-
stande zwischen den Zahlungen seien vorerst ein Jahr und wir setzen die Verzinsung mit i = 3,5% fest.
Durch welchen Betridge konnen diese Zahlungen dquivalent ersetzt werden?

(b) (a) © @
R R

I | | | |
| | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Hier fragt der Schiiler sicherlich: ,,Ist die Rente nachschiissig oder vorschiissig?“. Die Antwort des
Lehrers konnte lauten: ,,Das kannst du halten, wie du willst!*° Es kommt ndamlich darauf an, wo man
den Bezugspunkt hinsetzt. Natiirlich ist nach dem Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik jeder Zeit-
punkt auf der Zeitlinie geeignet, tatséchlich erweisen sich vier Termine als besonders giinstig:

(a) zugleich mit der ersten Zahlung - Barwert einer vorschiissigen Rente
(b) eine Periode vor ersten Zahlung - Barwert einer nachschiissigen Rente
() zugleich mit der letzten Zahlung - Endwert einer nachschiissigen Rente

(a) eine Periode nach der letzten Zahlung > Endwert einer nachschiissigen Rente
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Man erkennt, dass — hat man erst einmal eine Bewertung durchgefiihrt — die anderen durch Auf-, bzw.
Abzinsung erreicht werden konnen. Damit kann die Rente an jedem beliebigen Termin bewertet wer-
den.

Berechne den Barwert nachschissig und leite daraus alle anderen Bewertungen ab:
(Verwende Bezugspunkt (b).)

Biuch = 80001 +8000v + 8000V +...+ 8000V mit v = 55

11,833+ SEERks UM Csey (VN 24991 . 6443
e M. 1282 1.835+R
SEARE VU254 24991 . 6443 1.835348
Lo+ 3+ e+ P+ AR B B+
L= 24991 . 6443 26916, 3318
24991 . 644350 E#R"™2
r2d4135.4342

Ep™

Es ergibt sich der nachschiissige Barwert mit 54991,64 EURO, der vorschiissige mit 56918,35 EURO,
der nachschiissige Endwert mit 72413,49 EURO und der vorschiissige Endwert mit 74947,97 EURO.
Die acht Zahlungen konnten durch diese Betrige zu den Terminen (a) — (d) abgelost werden.

Zwei mogliche Interpretationen fiir diese ,,trockene Angabe wéren:

(1)  Wie hoch kann ein Kredit sein, wenn er durch 8 nachschiissige Annuititen in der Héhe von
8000 EURO bei i = 3,5% Zinsen zuriickgezahlt werden soll. (54991,64 EURO)

(2) Jemand kann acht mal jdhrlich jeweils am Jahresanfang 8000 EURO auf ein mit i = 3,5% ver-
zinstes Konto legen. Welcher Betrag steht ihm/ihr am Ende des 8. Jahres zur Verfiigung?
(74947,97 EURO)

Man sieht im mittleren Bild, dass man mit der Summe einer Folge bequemer rechnen kann. Bei dieser
Gelegenheit erinnern wir uns an die geometrische Folge und die zugehdrige geometrische Reihe:

n_q 1—a"
a+aq+aq2+aq3+ ............... =aq—:a—q

q-1 l-¢q

insgesamt » Summanden

Verwende diese Summenformel, um fir die vier Bewertungen Bpach, Byor, Enach Und Eyor €iner
ganzjahrigen Rente bei Jahresverzinsung vier passende Formeln zu finden. Arbeite bei den
Endwertformeln mit dem Aufzinsungsfaktor r. Uberpriife die Richtigkeit dieser Formeln am
obigen Beispiel.

8

v —1 .. . . . . ..
z.B.. B, =8000v ; am CAS-TT lasst sich die symbolische Summation durchfiihren:
Vv—
1 B HH ek (3 Fiiv 1 Fzr Far Fur (3 Far
- E Bt (N =ZE‘£‘,?:$-5*|F'r*ngIII iy Bl - E AlgebrafCalc Dther‘lF‘r‘ngD Clean Up
2
k n il .
LR=jcloog SO0 - u S000 - w
k§1[u ) 'EE":'E"kgi[”k] wo1 w-1
T ) 5 4 3 2 h
SEIEIEI'-,'['-,' L RV RV RV L Y +v+1] lFaC.LDr‘[BElEIEI-un-'-l_SEIEIEI.U]
| gona-w" 1l gpEn- w1 w1
w-1 v-1 goea-v-(vh - 1)
[ omeen 1+ 1 coee ] w—-1
factorfans<l»>» factorfans<l»>»
FINANZ FAD EXACT FUMWC 2/ 3 FINANZ FAD EXACT FUHC /30

Interessanterweise wird nur die allgemeine Summe als Bruch dargestellt, wéhrend fiir » = 8 immer die
Polynomdarstellung gewéhlt wird.
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Bevor wir zum TI-FINANCE — Werkzeug wechseln, soll aber die Problemstellung gleich so allge-
mein wie moglich behandelt werden, d.h., wir wollen uns nicht auf Annuitédten bei Jahresverzinsung
beschranken und dann alles nochmals fiir unterjdhrige Renten bei unterjéhriger Verzinsung wiederho-
len, bevor dann auch noch die iiberjdhrigen Renten besprochen werden (- wie das noch in manchen
Lehrbiichern geschieht).

Auch wenn man die Absicht hat, nur mit TI-FINANCE zu arbeiten, bleibt es nicht erspart, manchmal
auf die geometrische Reihe zuriickzugreifen, da dieses sonst recht praktische Programm in manchen
Fillen versagt.

Bestimme den Barwert einer vorschiussigen Quartalsrente von 2500.- mit einer Laufzeit von
5 Jahren bei j, = 5%.

1 2 3
B, =R+Rv:+Rv:+Rv’+

insgesamt 20 Zahlungen

und R =2500. (B,,, =44579,14)

1—y? 1,025

Eine Zahlung in der H6he von 10000.- ist in drei Jahren zum ersten Mal und dann noch sie-
ben Mal in Abstédnden von jeweils drei Jahren fallig. Bestimme den Endwert aller Zahlungen
(zum Zeitpunkt der letzten Zahlung) bei i = 5%.

=R+Rr +Rr®+

8 Zahlungen

E

nach

mit #=1,05 und R=10000. (E,.»=141164,15)

1—'.)1/2

44273, 1373

et oot ot oo 1oy Un 11,825+ 1 BAER+s UM ses CR™
Fpsskralcaiclolizr éﬁl’éh.[um L97SE| €3NI, B, 7

=T ZOEEH LM Sy (W 141164, 1519
Jzli-ut®) sasro.1q) 222 MH2 8,190

.24
.—IE'BE'E'_&!:" - 1) |r=1.05 141164.15 1.683+R 1. BSEE
r - u
0oo*Cr~24—1 3 Cr*3—-1>1r=1.05% .

FINANZ RfD ERACT FUNC E/50

Damit kristallisiert sich ein Formelmechanismus heraus, der spéter die Grundlage fiir hilfreiche Funk-
tionen bzw. Programme bilden wird.

Wir arbeiten vorerst mit theoretischer Verzinsung. Bei den Banken wird oft bei unterjdhrigen Renten
die gemischte Verzinsung angewendet. Diese verkompliziert die Rechnung — unnétigerweise. Wir
werden auf diese Variante erst in einem spéteren Kapitel niher eingehen konnen.
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2 Die Werkzeuge

) R k 1- k-n
Barwert nachschiissig: bwrn = vl(—kv R... die Rentenzahlung
-V ... die Anzahl der Zahlungen
_kn . . o
Barwert vorschiissig:  bwrv = R (11 \; ~ bt k ...... eine HilfsgroBe, und zwar
—v
o R ~1) o = Zinsperioden/Jahr
Endwert nachschiissig: ewrn ZW = bwrn-r Rentenperioden/Jahr
. R -1
Endwert vorschiissig:  ewrv = #1) = bwrn - rF
ok

Uberpriife die Formeln an den beiden Aufgaben auf der vorigen Seite!

0
1. Beispiel: R =2500; n=5x4=20; k:g:l —>bwrv = M
4 2 1-v)

10000 (#** 1)

2. Beispiel: R=10000; n=8; k= o
’/‘ —_—

=3 S>ewrn =

w\»—'r—-ﬂ

Bevor wir auf den TVM-SoTver des TI-83+, bzw. von TI-FINANCE eingehen, erzeugen wir — &hn-
lich zu den ew () und bw () -Funktionen aus Teil 1 — geeignete Funktionen zur Berechnung von Bar-
und Endwerten von Renten.

Diese Aufgabe lésst sich hervorragend von den Schiilern selbst bewéltigen. Ich schlage vor, eventuell
eine der Funktionen gemeinsam zu erarbeiten. Alle anderen konnen dann entweder als Hausaufgabe
oder in Gruppenarbeit fertig gestellt werden. Es ist aber sinnvoll, sich auf gemeinsame Funktionsna-
men und Parameterlisten zu einigen.

Wir beginnen z.B. mit der Funktion fiir den Barwert einer vorschiissigen Rente und gehen nach der
Summenformel vor:

rentex(r_"(-zp*anzahl/rp)-1)/(r_*("zp/rp)-1)-
bwrv(rente,anzahl,rp,r_,zp)

Dabei bedeuten rp und zp die Anzahlen der Renten- und Zinsperioden/Jahr. Es erweist sich auf3er-
dem als praktisch und konsequent, ebenso wie in der Zinseszinsrechnung, in allen Formeln nur den
Aufzinsungsfaktor, der fiir die angegebene Zinsperiode gilt, in die Parameterliste aufzunehmen.

(Die Sammlung aller Funktionen finden Sie auf der letzten Seite. Aufierdem konnen Sie alle Funktio-
nen und Programme, die in diesem Skriptum verwendet werden von der ACDCA/T’-Homepage herun-
terladen.)

Damit stehen uns ab nun zur Verfiigung:

bwrv(rente,anzahl,rp,r_,zp
bwrn(rente,anzahl,rp,r_,zp
ewrv(rente,anzahl,rp,r_,zp
ewrn(rente,anzahl,rp,r_,zp
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Diese Funktionen lassen sich mit ew () und bw () aus Teil 1 kombinieren.

Der TVM-So1ver wurde schon in Teil 1 ausgiebig vorgestellt.

N=A. BEEA Die Zeile PMT= wurde bislang nur mit 0 gefiillt,
[ %=@. 884 wihrend fir P/Y immer 1 gesetzt war. Auch die
Fl/=8, BRE00 letzte Zeile hatte keine Bedeutung.

PMT=8. 8885 e _ :
Fl'=@A . BEEG Ab nun wird fiir PMT= die Zahlung (Rente) einge-
F-Y=1.Hd8 setzt, P/Y= stellt die Anzahl der Rentenperio-
|:-'""|"?1 . HEEER den/Jahr dar und END/BEGIN ist ein Schalter fiir
FMT:EHD |5 nach-/vorschiissige Zahlungen.

Wenn wir nun zur Einstimmung die beiden Aufgaben von vorhin mit dem TVMS Idsen wollen, dann
gehen wir so vor:

H.=2E| . BAEA Der TVM-SoT1ver wird aufgerufen, alle Daten mit

éﬁ=ﬁagggg |37 Ausnahme eines Wertes fiir den Barwert PV wer-
. = H den eingegeben. Dann stellt man den Cursor in die

FMT=2288. BR0a :

Fl'=A . BEEE PV-Zeile und ruft den So1ver auf.

F-Y=4_  AEEAE Dieser letzte Aufruf erfolgt beim TI-83 iber

C-4=2.H0EA bei den CAS-TI iiber [F2).

PMT: END |si==pR ’

MN=5. BEEA Bei der zweiten Aufgabe versuchen wir es éhnlich,

=5, nur fiur miissen wir ja angeben, da die

Iﬂ E E%E% fir P/Y ja 1/3 angeben, da d

Fl=a, Zahlungen in Abstinden von 3 Jahren erfolgen

FMT=10884, AaEaG o : :

Fll=@a, 366 sollen. Unverstdndlicherweise verweigert der

F-4Y=1-3 TVM-Solver hier seinen Dienst — auch auf den

Eﬁ?féﬂgﬂﬂﬁ CAS-Geriten.

Daher konnen wir auf dem TI-83 diese Aufgabe vorerst nur iiber die Summenformel der geom. Reihe
16sen. Fiir die CAS-Rechner habe ich in Teil 1 bereits einen symbolischen Solver TVMS bereitgestellt.
(Fiir die unbekannte Grofe ist ein X__ zu setzen.)

B tums) Do
" fus 141164, 1519
" pres 141164. 1519
tums €2 |_
FIMANZ KAD AFFRON FLUHC 0/30 FINHMNZ FAHD AFFREOM FUMLC =/
1 5 1 =
Me=: [3_ Hz=: [EL_
I=x=: [ Isx=: [&
Fus=: [@ Fus=: [@
FMTz=: [-1loGEom FMTs=: [-1lomEom
Flus=: [ Fus=: [1411&4.1519 4
Pev=: [1-3 Ppi=: [1<3
Cp\=: Cph'=:
FPMI:iFnd-Eegin: [e 1 t| PHT:endrbhegin: |2 hine,
™ D € A
FIMAMZ EAD AFFRO% FUMC 0/%0 TYWFE + [EMTER1=0K AMD [EZCI=CAMCEL

Das Ergebnis wird unmittelbar nach in der Eingabemaske mit einem nachgestellten € ange-
zeigt. Im Homescreen kann es unter den Namen fvs, bzw. res aufgerufen werden. Unter diesen
Namen konnte es auch wieder in den TVMS-Solver fiir eine Folgerechnung eingesetzt werden. Aufer-
dem wird das Resultat auch beim nichsten Aufruf von tvms () im entsprechenden Dialogfeld ange-
zeigt. Das <« ist vor der nichsten Verarbeitung zu 16schen.
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Ich demonstriere zuerst die Kontrolle und 16se dann die Aufgabe bei einer gegebenen antizipativen
Verzinsung von f; = 5%. (D.h., dass halbjéhrlich ein Diskont von d = 2,5% gerechnet wird.)

iy - i|n1gebra|caleother Pramiofc1ean Us

Me=: [3_

Isk=: [5

Pus=: [@

PMT==2 [ ] LAY i1y Done

Fus=: [Fus " fus 141164, 1519
wf| ppyv=: [z 13 "res 141164, 1519
=t Cpy=t oy = tums) Dok
"t PHT:End-Regin: [e e upts 10000, BEoE
T TESC=CANCELY
FIMAKZ FAD AFFROX FUHC Z/Z0 FIMAKZ FAD AFFROX FUMC E/Z0
Der Diskont wird durch ein nachgestelltes d gekennzeichnet.

T T

Ms=t [2_ Hz=: [EL

Isk=: [5.d Isk=: [5.d
" PUs=: [@ 19 il PlUz=: [@ He
=t| PMTs=: [-1D000, 0000 Fie = | PMTs=: [C10000, OEGD 12
"t Flig=: [ e "r| Flis=: [145763. 4442 d 19
"pl Ppy=: [1-3 [ola] "t Ppy=: [I-3 i
il Cpy=: |2 FiE B pl CpY=: I
" Q| PMLiFnd-Begin: [e He "t P endshegin: |2 ax)
Euj, CEnterogt " o
FIMAKZ FAD AFFROY FUHC 6/Z0 TYFE + [EMTERI=0K AMD [EXCI=CAMCEL

Rechne diesen Endwert mit der Summenformel nach!

In den ,,Vor-TVM-So1ver-Zeiten“ habe ich ein TI-92-Programm rente() entwickelt, das gute
Dienste geleistet und diesen Solver bereits vorweggenommen hat. Hier wurde auch die antizipative

Verzinsung beriicksichtigt. Das Ergebnis wird unter erg gespeichert und kann weiter verwendet wer-

den. (Fiir die unbekannte Grofe kann eine beliebige Variable gewéhlt werden!)

T L R L5 2 L LR 5 ]:J _-:1—"3 R1aetra|cal|other Prano]c1ean ue |

wt| Kapitalss  [amx ne| |m L= = e [141164.1519

| Bar—Endwert (B-10i: [1 nel |ac Die Uerzinsung: bine 141164.15

wt| Rente:: [1OGEE nel [t nom. Jahreszinst: [ ]pne

npf Anzahli: [ ne| (W0 ZinspersJakei: [T ]pre

ut| RpsJabr:s: [173 he| "L Zins-Diskont (isdis: [i _|pre

m | wor-nachsch CB-12i: ) ne| [wC bre

-l CESEECANCEL e [s Limee

rente) rentel>

FINANZ EAD_AFFROY FUNC B./20 FINANZ RAD APPROM FUMC B/20 FINANZ EAD APPROM FUNC 9/320

Nun folgt die Aufgabe mit der antizipativen Verzinsung. Da ist nur die Eingabe der zweiten Seite zu

andern. Eine weitere Kontrollrechnung wurde im Homescreen durchgefiihrt.

Fx T Frr ]’rsz ruv]’ FE T F&™ T]
- E AlacbralCalc[0ther PramIdjClean Up

[fi T FEv Trsz ruv]’ FE T FE™ ]’]
vE AlacbraCalc[0ther [PramIdClean Up

144536, 84

FINANZ RAD AFFRON FUNC 7/20

FINANZ EAD AFFRON FUNC 11/20

. = - = 19

i Die Uerzinsuna: el

") nom. Jahreszinsi: [5 e " pentel) Done|

" pl Zinsper-Jahrii [2 ol " erg 144536, 24

"t Zins-Diskont (isdit:s [ |pne . [19999 g, 1.3 ! 2]

" & (Enter=0K ESC=CAHCEL ) Ph| s HER L T -

LA ) Lo 144536, 24

renteld LenCi0000,. 8 13, 1-C1—. 0255 .23
FINANZ KRD AFFROH FUNWC 3/30

Wir werden spéter sehen, dass tvms () das universellste Werkzeug fiir die CAS-TI darstellt, da auch
allgemeine Eingaben verarbeitet werden konnen.

Aufgabe: Uber einen — unattraktiven — Umweg kann man auch mit der Standard-Finanz-
applikation die iberjahrige Rente behandein.
Tipp: Fasse die drei Jahre in eine Zinsperiode zusammen! Welcher Zinsful} gilt fir diese 3

Jahre?
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3 Grundaufgaben

Die nichsten 4 Aufgaben werden exemplarisch mit allen bisher zur Verfiigung stehenden Werkzeugen
gelost. Fiir mich hat es sich als sinnvoll erwiesen, auch den Schiilern mehr als nur ein Mittel zur Bear-
beitung dieser Aufgaben anzubieten. Der wesentliche Teil, das Herauslesen des Sachverhalts aus ei-
nem mehr oder weniger umfangreichen Text, bleibt ungeschmélert — eine Zeitlinie mit entsprechenden
Eintragungen bleibt die entscheidende Uberlegungshilfe. Bei der Umsetzung ins mathematische Mo-
dell zeigen sich unterschiedliche Vorlieben der Schiiler. Wahrend die einen nur mehr mit dem TVM-
Solver arbeiten, bevorzugen andere die funktionale Arbeitsweise. Wir werden sehen, dass der TVM-
Solver doch auch seine Grenzen hat, und es sehr gut ist, wenn man sich nicht nur auf die Black Box
des TVM-Solvers verlassen muss, und zumindest auf die Gray Box der selbst definierten Funktio-
nen zuriickgreifen kann. Auf dem TI-83+ lassen sich derartige Funktionen leider nicht erstellen, hier
wird man auf die White Box — geometrische Reihe — verweisen miissen.

Hinweis: rente () und tvms () laufen auch ohne Flash, d.h. auf den alten TI-92!

Personlich gebe ich dem Arbeiten mit den selbsterstellten Funktionen den Vorzug, weil es am ehesten
der mathematischen Denk- und Ausdrucksweise entspricht. Daneben lernen die Schiiler den Umgang
mit Funktionen mit mehreren Variablen.

Fiir die folgenden Aufgaben sind keine besonderen Zusatziiberlegungen erforderlich.
(Ich verzichte aus schreibtechnischen Griinden bewusst bei den meisten Aufgaben auf eine Wahrungs-
bezeichnung.)

rr1  Ein Kredit Uber 80000 wird aufgenommen. Er soll nach 3 Jahren Wartezeit innerhalb
der nachsten 4 Jahre durch vorschissige Monatsraten zurtickgezahlt werden. Wie grof3
sind diese Raten bei j, = 4,5%7?

Hier bedarf es nicht unbedingt einer Zeitlinie. Die 80000 sind 3 Jahre aufzuzinsen und stellen
dann den Barwert aller Riickzahlungen — einer vorschiissigen Rente — dar.

N=3. BEEA M=432
[%=4.2884 [ %=4
FU=2BEHEEE ., BEEA Fit=- =
FMT=Q. 886 = PMT= 2re
= Fll=-21493, 9553 Fi/=H
Pov=1, BEEE Fti=
Co%=4 . BEEE Ch=
PMT: EHD |S1SERdR FMT: I
CALC [e]s= Der Endwert FV wird zum Barwert PV der gesuch-
1: H_ ten Rente. Dabei muss man nicht den Zahlenwert
%E I;ﬁ abschreiben, sondern kann beim TI-83+ iiber die
"-1-; PHMT Tastenkombination
Fi (APPS], 1:Finance, VARS, 5:
Py diesen Wert direkt iibernehmen.
LA

In den Flash-Applikationen der CAS-TI geht es einfacher: entweder iibertrdgt man mit Cut and
Paste - [¢] [X] und [¢] [V] - den Wert oder man schreibt einfach fv in die PV-Zeile, wobei darauf
zu achten ist, dass man sich im — vom System geschaffenen — Folder FINANCE befindet.
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2

3

Bei Verwendung der Funktionen reduziert sich die Aufgabe auf einen eleganten ,,Einzeiler*:

045
] 1.01
T " ew (80000 ,3,r,4) = 80000 r2
B solyelewSOO0G , F, 1, 40 = bura{x, 48, 12,1k

® = 207793
wed P 4d=huruCx 48 12 1+ 43 x>

FINAMCE FAD ALUTO FUHC 230

Gott sei Dank liefert auch die Durchfithrung mit rente () das gleiche Ergebnis:

1 Fzr Fzw Fyw FE Faw 1 Fzw Fiw Fyw FE Far
"'"IZI vaﬁlgebra Calc|0ther|PramI0Clean Up
Kapital:: [ewCBOREE, 3, r, 42 E - X . E
Bar—Enduwert (B-13:: [ Die Usrzinsung:
Remteis [xx hom. Jakreszinsi: [4.5
Anzahl=: [48 Finsper-Jahr:: [
"1l RpoJahri: [12 1 "1l Zins-Diskont Ci-dii: [q] o1
w | vor—nachsch (B<12:: [@ L b n =l (Enter=0E ESC=CHHCEL J- ¥
| (Enter=0F ESC=CANCEL) L 93 == 7. 93
rented ) rentel)
FINHMZ RAD AUTO FUMC /20 FIMAMZ FAD AUTO FUMC 2430

Welches Kapital ergeben halbjahrige nachschissige Ricklagen a 2000.- durch 10 Jah-
re hindurch beii = 3,75%7

Wie hoch missten vorschiissige Quartalsraten sein, um denselben Endwert innerhalb
der gleichen Zeit zu erreichen?

" curn( 2008, 20, 2, 1.8375, 1) 47312, 30 Der Endwert betrigt 47912,30 und die Quar-
" selveleurnte, 48, 4, 1.0373, 1) = 47912, 50 talsrente miisste eine Hohe von 995,40 auf-
Fir::r::zx’ 4E’ 4&;01HETII?3?5 = 1 )F?H?'Igﬁfﬂcj- } — ) Welsen

N=4E. BEEH

[+=3%. 72848

Pl'=E. BEEH

" PMT=295, 3923

Fl=-47212. 30820

P-Y=4. 8880

%=1, 0884

FMT 38 BEGIH

Der Kredit von Aufgabe rr1 wird nach drei riickzahlungsfreien Jahren durch vorschissi-
ge Semesterraten in der Hohe von 10000.- getilgt. Wieviele volle Zahlungen sind zu
leisten? Welcher Gleichungstyp ist hier zu 16sen?

Wie grof ist die Restzahlung (die Schlussrate), wenn sie eine Periode nach der letzten
Vollrate fallig ist?

Rechne mit einer antizipativen Verzinsung von d = 5,25%

Ich beginne die Demonstration, mit meinem Programm rente (), da hier auch fiir die antizipa-
tive Verzinsung vorgesorgt wurde.
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W FE*D

ll: (Enter=0K_

£| Kapital: [EOD00+17, 547573 i
u | Bar- Endwer‘t (B2 [
gl Rente:: [lO2OQ tp
n | Anzahl::  [hn as
mz| RpsJahre: 2 0
vor—hachsch (O-13:: [@ e

ESC=CANCEL ) bine

rentets

FINRMZ KAD AUTO

FUNWC 8/50

- {— ngebr‘all:aln:- I:Ither* PPngD l:lean Llpm
u

E Oie Uerzinsungi th
LEy

E[ nom. Jahreszinsi: [5.25 th
Bl Zinsper~Jahrii [1 es
Bel Zins-Diskont Ci-diiz |d 30
"l CEnter=0E__ ESC=CAMCEL » PN#
T IS
rentedlr
FINRMZ FAD AUTO FUNE 8750

Die Antwort am PrgmIO-Schirm lautet 1@ .68, d.h., dass 10 volle Raten zu begleichen sind.
Natiirlich steckt hinter der Aufgabe eine Exponentialgleichung — die wir dann noch sehen kon-
nen. Die noch offene Frage nach der Schlussrate ist bei den Schiilern nicht sehr beliebt.

Die Vorgangsweise immer dieselbe und ldsst sich leicht mehr oder weniger automatisieren:

(1) Man berechnet den Barwert der vollen Raten und bildet die Differenz aus dem Wert des
Kredits zum Bezugspunkt und diesem Barwert. Damit hat man bereits den Wert der Rest-

zahlung zum ,,Zeitpunkt Null*“ = T
(2) Dann bleibt nur noch die Aufgabe zu erfiillen, diesen Betrag T}, zur geforderten Félligkeit

auf- (zumeist) oder abzuzinsen.

Tomg| . Fev [l FE FEr
_r
E| kapital:: EEEW th
» | Bar—Enduert. (D102 [@ ez
n | Rentei:  [1000Q 3
» | Anzahl:: [1@ e
. |: Rp-Jahr:: [2 Fie
var—hachsch (0101 [2] e

lr‘ CEnter=0K_ ESC=CAHCEL » bhe

rentets

TYFE + [ENTERI=OF, AND [ESCI=CANCEL

I‘Fi T Fer T T T S T FE T G

vﬂ AlgebrafCalc|O0ther|Prgmld{Clean Up

= repftel]) Dare

LT ] 88839.27
1

lew[SEIEIEIEI,S,ﬁ, 1]—er*g 5209, 33

1
L] ew[SZEIB 329136032, 5, —5iE - ] E521.59

=10) (an.,(i) 5 1/ 2475,1>

FINANZ FIJNII 430

Man muss nur die erste Seite geringfu-
gig dndern. Der Barwert wird im Ho-
mescreen unter erg abgerufen.

Ty ist 5209,33. Da der dazu dquivalente
Betrag eine Periode nach der letzten —
der 10. — vorschiissigen Semesterzah-
lung fallig ist, muss 7, bis zum Beginn
des 11. Halbjahres aufgezinst werden,
das sind 10 Halbjahre oder 5 Jahre.

Die Schlussrate — die allerletzte Zah-
lung — betrdgt demnach 6821,59.

Wir machen die ,,Probe* mit den finanzmathematischen Funktionen und mit dem TVM-

Solver. In der Gleichung bwrv (....

"1 0525 *r
= 20808 - -5 94048, 60
" ewCSOAAE, 3, . 1) 94048, 60

B solue(burol IDEEE , =, 2, 1, 17 = 94042, 3991p
%= 10,68

3442, 399136032 - burw 10000, 18, 2, ¢, 1)

ewlans{1>,. 5%, .12

FIHHKHZ RRD RIJ

FUWC EAZi

steckt die oben angesprochene Exponentialgleichung.

H]gebr‘a o [ofmerrran1nlc1een ue| || Das Resultat lautet natiirlich wieder 6821,59.
1-88 Mit dem TVM-Solver geht das besonders ele-

gant. Hier spart man sich auch noch die Aufzin-
sung von Ty, da der noch offene Betrag unmittelbar
cime s als Endwert der Differenz von PV und allen 10
Zahlungen ausgegeben wird.

OO E

= M=1d. 8084

5 [<=5,34893
42,3291 Fu=-34043, 53991
AE ., BAEA FMT=18080, AAEE
515 sFl=252].3972

5 1a]5) FoA=2. BEnE

5la] | Co\=1. BEEE
EEGLH FPMT:EMD |Sjcpi




Josef Bohm, Finanzmathematik 11 13

Allerdings muss ich an dieser Stelle an Finanzmathematik 1 erinnern, wo beschrieben wird, wie eine
antizipative Verzinsung in den TVM-So1ver einzugeben ist:

Man muss den dquivalenten nominellen Jahreszinsful zum gegebenen Diskont finden. Das ist hier
nicht so schwierig: (1/(1-0,0525)-1)x100.

Beim TVMS-SoT1ver ist selbst das nicht mehr notwendig:

4 4 '§
Ms=: [E_ mp| Me=1 [ me| [mel M= [18 L
wp| Isx=: [E.7o.d ne| me| Isx=t [E.25,d a4 I=x=: [E.25,d
u | Fl==: [CEEEG 24 Fls=: [fus "8 pus=:  [Fus
FHT==: [@ "2 PMTs=: [LEEEE FMT=s=: [LOGEE 24
"8 Fus=: Fus=: [@ B4 |wt| Fus=: [ rie
Pey=: [1] 24| |mt| ppy=: 2 el (WL PRY=: [2 el
"t cpv=: [1 he| |®t| Cpy=: ne| |® 4 Cpv=: [L el
= t| PMLiEnd- Begjn: LAY = i| PMTiFrd-Begin:
o Enterage " oy P tuw e i ] N e e g
FINANZ RAD AFFRON FUNC E/20 FINANZ EAD AFFRON FUNC &6/20 FINANZ EAD AFFRON FUNC 7/20
17
Ms=: . . .
Lt HI;E 5 Der letzte Schirm zeigt das Ergebnis. Unterwegs
" PUs=: o ffus ne treten alle Zwischenergebnisse von vorhin in den
" f| PHTz=: [1D0DE 19 .
"r| Fls=: [E8Zl.597% A 19 mit X__ als unbekannt angegeben Feldern auf.
=t Ppy=r 2 e
"pl Cpy=t [L Jale]

=t PHTiendoheging  [b E
tu. “Enter=0K ESC=CAHCEL
LA ———

TWFE + [EMTERI=0K AMD [EZCI=CAMCEL

rr4  Eine Realitdt zum Verkaufspreis von 144720.- kann bei einer Anzahlung von 30000.-
auf 24 nachschissige Monatsraten zu je 5439.- erstanden werden. Welcher tatsachli-
chen Verzinsung entspricht dies?

H=2"'1'- EBEB v{-lngebr‘a l:alv; thPI!u;r*lPr*ngD l:lean Up

e [ =13, 49005 ¥ brul 10000 , 30, 2, F, 11 = 94045, 5991 36037
PU=-114728, 8000 I7SE04. 9746 — STSE04. 9746 (. 973415 = s40b
FMT=5439,. BEAHEA L] hSnlue[144?2El = ZO0EE + bwn[5439, 24,120
FuU'=1, g 7.5000-11
F-4Y=12.H0HEA . nSDlue[l44?2El = 30080 + bwn[5439, 24, 120
EiT 2 il BEGIN ST IE, 2 A Do oL

Der TVM-SoTver liefert sofort eine Rendite von 13,49%. Wenn man hingegen auf die eigenen
Funktionen und damit auf die Summenformel der geometrischen Reihe zuriickgreift, kommt
man nur mit dem numerisch basierten nSo1ve zum Ziel, da die entstehende Gleichung hoheren
Grades keine exakte Losung mehr zulésst.

Auch hier sind fallweise ,,Tricks* notwen-

1 Fzr Fz= Flw [ [ . .
- =2 |r aebralcsle|other Frantolt1ean U dig, um den Rechner zur Herausgabe einer
7.5000E-11 . . . «
geeigneten Losung zu ,,liberreden®. Neben
. nSu:ulue[ 144726 = 30000 + hwn[5439 .24, 120 . _ L
13. 4900 der Angabe eines Bereichs fiir die Losung
" niSoluel 144720 = 38008 + burn(3439, 24, 120 iiber den with-Operator (|X > 1 oder
® mSolued 144720 = ZO00E + burni 54359, 24, 12) dhnlich) ist es sinnvoll, die Gleichung nicht
1.0000

L +hurn<5439 .24 12, x,12, %) lx>1 nach dem Aufzinsungsfaktor », sondern

FIMAMZ EARD ALTO FUMWC 1120 . . .
direkt nach dem Zinsfuf} 16sen zu lassen.
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I‘Fi ]’ Fev T rsv]’ i ]’ FE T FE™ T
vﬂﬁlgebr‘a Calc|Other|PrgmId|Clean Up 21

1. 0000

1 B
- E Setup |

" 114720 - burn(S439, 24, 12, %, 1)
5435 [x2 - 1]

114720 -
2 (w1712 _ 1)
2

5435 (22— 1
= 114720 —% +ulfs Done

kS '[:x'. - 1] . .
ans 1yl Cxd »=1.134%
FIMAMZ FAD ALTO FUHMC 13/30 FINAKZ FAD AUTO FUHC

Eine weitere Moglichkeit, die nicht vergessen werden soll, ist die numerische Losung iiber eine
dezimale Suche in einer geeigneten Tabelle. Zu diesem Zweck wird die Funktion zur Nullstel-
lensuche aufbereitet, die dann tiber die Tabelle schrittweise verfeinert wird.

Steht einmal die Funktion — hier y1 (x) — zur Verfiigung, fiihrt auch die graphische Losung so-
fort zum Ziel.

1. 1348 uct -2.EETS
FIMAMZ EAD AUTO FUMC

4 Ein Blick hinter den TVM-Solver

Was steckt hinter dem TVM-So1ver? Diese Frage kann ruhig auch im Unterricht einmal thematisiert

werden. Ich finde dies ein schones Beispiel, wie man

(1) eine ,,Black Box* zu einer ,,White Box* erhellen und

(2) ein bestehendes Werkzeug verbessern kann (um etwa auch iiberjahrige Renten in den Griff zu
bekommen.

Im Handbuch zum findet man die finanzmathematische Grundgleichung:

1-(1+1)"
i

PV + PMT x (1 + 1 x t) +FVx (1+1)" =0

t ist ein ,,Schalter: ¢ = 0 fiir nachschiissige Renten und ¢ = 1 fiir vorschiissige Zahlungen.

Dabei ist i der zur gegebenen Verzinsung dquivalente Zinsful3 fiir die vorliegende Zinsperiode. Dieser
ZinsfuB3 wird in einem Unterprogramm aus den Eingabedaten ermittelt, und zwar:

C/YxIn(x+1)

) . 1%
i=e P/Y 1 mit x=

100xC/Y "

Welcher Bezugspunkt wird flr diese Superformel angenommen. Erklare die Wirkung des
~ochalters” t.
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Zeige, dass die Formel fir die Berechnung des Zinsfulles unserer bisherigen Formel ent-
spricht und Uberpriife an den folgenden Beispielen die Glltigkeit der Formel fir die Zins-
fule i

a) Jahresrente; j4 = 8%
b) Quartalsrente; i = 7%
¢) Rente in Abstanden von 2 Jahren, j; = 3%

Das Computeralgebra-System DERIVE hat jetzt auch einige finanzmathematische Funktionen imple-
mentiert. In den ersten DERIVE-Versionen war die Vorgangsweise sehr durchsichtig. Um die interne
Verzinsung i zu berechnen musste man eine Datei ANNUITY.MTH nachladen und in die folgende
Gleichung fiir die gegebenen Grofien substituieren.

(1+i)" -1

1

pv-(1+1)" +pmt-(1+1i-t) +fv=0

Dabei haben t und i die gleiche Bedeutung wie in der TI-Gleichung.

Zeige, dass die beiden Gleichungen aquivalent sind. Worin liegt der Unterschied in der Dar-
stellung?

Nimm die Aufgabe rr2 und |6se sie durch Einsetzen der Daten in die Tl- oder DERIVE-
Gleichung.

Es ist nun erstaunlich, dass die TI-Formel fiir P/Y durchaus den Wert 1/3 vertrégt. Es ist also offen-
sichtlich fiir die Eingabe in den TVM-SoTlver eine Art Plausibilititskontrolle fiir die Eingabe der
Anzahl der Zahlungen pro Jahr eingebaut, die — falschlicherweise — nur ganzzahlige Werte zulésst.
Diese Hiirde werden wir nun nehmen. Eine zweite Hiirde 14sst sich — nicht am TI-83+, aber auf den
CAS-TI — dann auch noch tiberspringen.

Zuerst muss aber eine listige Eingabe durchgefiihrt werden. Die TI-Grundgleichung wird editiert und
beim Aufruf des numerischen Gleichungslosers werden wir der Reihe nach um die Eingabe der Para-
meter gefragt. Wir hoffen, dass dann 1/3 fiir P/Y angenommen wird.

Da der TI-83 nur einbuchstabige Variable zulésst, wéhle ich B, E, P, I, N, C, R und T fiir PV (Bar-
wert), FV (Endwert), PMT, 1%, N, C (C/Y) und R fiir P/Y. Damit sieht die TI-Gleichung so aus (mit
einer bereits ,,entschliisselten* Form fiir i:

_CN
Cr 11— 1+ ! ! _CN
I R 100C 1 R

B+P- |1+ . +E|14+4—— =0
100C ¢ 100C
I R
I+— -1
100C

Die rechte Seite dieser Gleichung wird als String (Zeichenkette) gespeichert (unter 7). Diese
Zeichenkette wandelt man nach Bedarf in eine Funktion fiir den Funktionseditor um. [Y5]. Ich wihle
Funktion Nr. 0. Wenn man nun in den Equation-Solver wechselt hat man seinen selbstgebastel-
ten TVM-SoTver vor sich, bei dem man nur bei T= den richtigen Parameter fiir vorschiissig (T=1)
und nachschiissig (T=0) einsetzen muss.
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A, Bl —12+E+C 1+, 81 1 -C1Yo=H
"B+F#C 1+ B0 00 mCRHARE ) " 251 | B=3
LT~ RakC]l-C1+,.H F=18aaa
1I-Con0 -C-RBaa |B+P+C 1+, B1I-Co" ] I=5
Cel+ @10 CC-RlStringrEqucStrl. | C=1
A=1a+E#C1+,. 81 1-CQYo2 T=@
A0 LR 5L ] Do) E=1-31
| | M=
Yo=H
TI=5 Und wie man sieht, funktioniert unser ,,Privatsol-
%zé ver* offensichtlich besser als der offizielle!!
FE=.333333333335..
H=2 Auf die zweite Hiirde kommen wir gleich im
sE=-141164.135183.. néchsten Kapitel zu sprechen.
dAbhound={-1g99.1...

Wenn jemand als Perfektionist die Kompatibilitit zwischen dem rente ()-Programm und diesem
Solver hinsichtlich des Schliissels fiir vor- und nachschiissig vermisst, dann muss er in der obigen
Gleichung nur die Variable T durch (1-T) ersetzen. Auch das Herz meines TVMS-So1vers fiir die
CAS-TI bildet diese finanzmathematische Grundgleichung.

5  Die ewige Rente

Bevor wir mit einer kleinen Beispielsammlung die klassische Rentenrechnung abschlieBen, muss noch
ein Begriff erkldrt werden, der zumindest bei den Schiilern immer wieder Erstaunen hervorruft. Eine
einfache Anwendung fiihrt in das Problem:

rr5 Der Huberbauer ist bereit, seinem Nachbarn, dem Hanslbauern, fiir die Errichtung und
Instandhaltung einer gemeinsam benutzbaren Zufahrt zu einem Waldgrundsttick fir al-
le Zeiten am Beginn eines jeden Vierteljahres den Betrag von 250 EURO zu bezahlen?
Nach einer gewissen Zeit fragt er den Berater bei seiner Bank, ob er sich dieser Pflicht
nicht durch die einmalige Bezahlung eines Betrages entbinden kénnte?
Welche Antwort gibt der Bankangestellte, wenn er eine Verzinsung von i = 3,5% an-
nehmen kann?

Fiir die Beantwortung dieser Frage sind einige Zugidnge moglich:

(1) B
| | | | |

Jeder Teilstrich stellt einen Zahlungstermin dar. Der Barwert aller Zahlungen ergibt sich dem-
nach als:
B=250+250v"*+250v*"* +250v*"* +......

Die rechte Seite lésst sich sofort als eine unendliche geometrische Reihe identifizieren und wenn
die Summenformel fiir diese bekannt ist, dann erhilt man fiir den Barwert B:

; B=29193,74EURO.

1-v s
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)

3

Wenn die Schiiler die unendliche geometrische Reihe schon kennen, dann stellt das Ergebnis fiir
sie wohl keine so groBe Uberraschung dar, als wenn sie dieses Phinomen einer endlichen Sum-
me fiir unendliche viele Summanden hier zum ersten Mal antreffen. Trotzdem ist eine Verifizie-
rung des Ergebnisses — eventuell als Schiileraufgabe — sehr dankbar.

Der zweite Zugang kann iiber die bereits bekannte Rentenbarwertformel gewihlt werden:

1_v1/4n

1/4
1-v

Nach dem Lehrplan ist der Grenzwertbegriff noch nicht verfligbar, daher kann man nur heuris-

B =250

tisch vorgehen: ,,Was passiert, wenn » immer grofler wird? oder ,,Erzeuge eine Folge mit gro-
Beren Schrittweiten fiir » und beobachte den Barwert!*

1 Fzw Fx Y TFEw Far FF 1 .
v i znom|Edit| v [A11]5t o] elpres.. it
FLmz1 "

vl 25@.[1_U1/4-1|3|3'h] _ 1
“ |- l4 lv=1gm e

uil &. 00

uiz= Farnolc]
ui= E.00

Lii= 9, 00

s SH. o0
uil= n=13.

FIMAMZ FEAD AFFRON SEQ FIMAMZ FEAD AFFRON SEQ

Ich setze bereits 100x in die Formel, und erhalte bei Schrittweite 1 viel rascher die Ergebnisse
als bei n und der Schrittweite 100. Man sieht, dass ab ca. n = 1800 an der Summe sich nichts
mehr dndert.

Ganz ohne unendliche geometrische Reihe — und damit ohne Grenzwert — gelangt man sofort zu
einer leicht verstdndlichen Antwort, wenn man die Problemstellung aus Sicht des Huberbauern
etwas umformuliert:

~Welchen Betrag muss ich auf die Bank legen, dass ein Dauerauftrag fir eine viertel-
jahrliche Uberweisung in der Héhe von 250 EURO an den Hanslbauern auf ,ewige Zei-
ten” erfiillt werden kann? Dabei soll die erste Zahlung sofort erfolgen. Die Bank verzinst
mein Konto mit 3,5% (- auch unveranderlich) und die allfalligen Kontoflihrungsspesen
zahle ich separat, um mein Kapital nicht zu schmalern.”

25071

1/4
r't—1

(B-250)r"*=B —» B =29193,74
Zeige, dass dieser Ausdruck zur Summenformel fiir die unendliche geometrische Reihe dquiva-
lent ist. Zeige, dass dieses System funktioniert!

Der Huberbauer legt 29193,74 EURO auf das Konto und auf Grund des Dauerauftrags werden
sofort 250 EURO iiberwiesen, womit nur mehr 28943,74 EURO verbleiben. Dieser Betrag wird
in den nichsten 3 Monaten aufgezinst: 28943,74 x 1,035 = 29193,74. Jetzt werden wieder
250 EURO abgebucht und das Spielchen beginnt von vorne. Wie lange kann das so weiter ge-
hen?

Als Formeln fiir den vor-, bzw. nachschiissigen Barwert einer ewigen Rente ergeben sich:
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Auf den symbolischen CAS-TI kann man das Symbol oo {iber die Taste [] bedenkenlos einsetzen:

bwrv (250 ,©,4,1.835,1) liefert den richtigen Wert 29193,74. Auch das vorhin vorgestellte

Programm rente () akzeptiert o problemlos als Anzahl der Zahlungen.

Auf dem TI-83+ wird man oo vergeblich suchen, und daher ist es auch nicht verwunderlich, dass
TI-FINANCE die exakte Berechnung des Barwerts einer ewigen Rente nicht zuldsst. Man muss daher
zur Formel zuriickgreifen oder man arbeitet mit dem ,,faulen” Trick, dass man eine seehhhhr grofie

Zahl fiir N eingibt.

1%

Mz=: [

I=x=: [E.5
=i PUzs=: [25192.7410 4 e,
=l PMT==: [-250 19
=l Flls=: [@ 19
i ppi=: [4 e,
"p| Cpt=: (I 2
"L PHT: enderheg in: [b )
y
TVFE + [EMTERI=0K AMD [EZCISCAMCEL

Fiir mich génzlich unverstindlich werden auch mit der Finanzapplikation auf den CAS-TIs deren
symbolische Moglichkeiten nicht genutzt (wie bei den tiberjahrigen Renten). Abhilfe schaftt auch hier

mein selbst geschriebener TVMS-Solver.

Zusatzfrage: Wie verandert sich der einzuzahlende Betrag, wenn der Huberbauer sich diese

Lésung erst nach 5 Jahren Uberlegt?

6

In einen mit i = 5,5% verzinsten Fonds werden jahrlich von einer grof3en Firma am Jah-
resende 8000 € eingezahlt. Nach 8 Jahren erhdht der Mutterkonzern das angesparte
Kapital um 30%. Nach weiteren 2 Jahren Ruhezeit dient das Guthaben flir eine Stif-
tung, aus der nun fir ,ewige Zeiten“ vorschiissige Semesterstipendien fiir Weiterbil-

dung von Mitarbeitern gewahrt werden. Wieviel kann pro Semester vergeben werden?

Die Aufgabe lédsst sich bequem — sogar in
einer einzigen Zeile — 16sen.

Dem Unternehmen steht pro Halbjahr der

Betrag von 2972 € zur Verfiigung.

Auf dem TI-83 sind einige Schritte notwendig. Dazu kommt das Problem mit der ewigen Rente.

I‘Fi T Fev Trsz F'ﬂr]’ FE T G T]
va Algebra|Calc|0ther|Prgmld{Clean Up

"1.0855 5
" eurn(SE0E, 8, 1, ¢, 191,302

112331.6724

B =nluel112531 679397 7E = burwix, @, 2,1, b
¥ = 2972.5505

weCansCl d=hwuruCx, w2, p», 12> x|

HMAIN

EAD AUTO FUHC Z/20

Das System nimmt wohl 8000 Zahlungen (anstelle von o), aber nicht mehr 9000! tvms ()
schafft das miihelos. Im zweiten Tableau wurde fiir PV der Wert -FV*1 . 3 eingegeben.

515

n FU=77 e 2. Dlla
F4=1. 8888
C.N=1.H688d
PHT:|aRM BEGIH

1.0550
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6

Eine kleine Aufgabensammlung

Die nun folgende Sammlung versucht, die wesentlichen Fragestellungen der Renten- und Zinseszins-
rechnung zusammenzufassen. Dabei werden die verschiedenen, in diesem Skriptum angebotenen
Hilfsmittel eingesetzt. In der Literaturliste finden sich weitere Quellen.

rr7

Eine Verpflichtung aus einem Geschéaftsanteil soll durch 15 nachschiissige Jahresraten
zu je 4000 EURO abgelost werden. Im 4., 5. und 6. Jahr kann nichts gezahlt werden.
Welche neuen Raten sind nun fUr alle folgenden Jahre festzusetzen, um in der ur-
sprunglich vorgesehenen Zeit der Verpflichtung nachkommen 2zu kbénnen?
Rechne mit i = 6%.

Die ersten drei Jahre sind erledigt und gelten als abgehakt. Sie brauchen nicht mehr berticksich-
tigt zu werden. Als Bezugspunkte bieten sich an:
- Beginn des 4. Jahres: Barwert der ausstandigen 12 Zahlungen drei Jahre aufzinsen =
= Barwert der neuen 9 Zahlungen,
- Beginn des 7. Jahres: Endwert der ausgefallenen 3 Zahlungen = Barwert der Zusatz
zahlungen fur die kommenden 9 Jahre,
- Ende des 15. Jahres: Endwert der vorgesehenen 12 Zahlungen a 4000 EURO =
= Endwert der erhdhten 9 Zahlungen.

® solvel burn(4008, 12, 1, 1,06, 13-(1.06]° =
% = 5872, 74

'r'irilﬁu-zﬂﬁ 3 =hnl:ul':\lp1n(u¥' 2.1 ’F}NE ?.Elc-' 1.0

auf dem TI-83+:
M=12.HHEA M=3. HEERE
I %=5.HHEA I %=6.d0EA
P.i=A. HHEE PY=A. AEEE
PMT=-4H08H. AEAA s PHT=-553V2. 2399

m Fll=57 479, Fed43 FiUl=57473. 7545
FP-~%=1.H08HH P~4%=1.H0AEA
C~%=1.068610 C~%=1.H8AAA
PHMT:|=glf BESGIH FPHMT:|=2f BESIH

mit rente ()auf den CAS-TI:

1 Few Faw | Fuw FE [ rfi*m]’ Fev T Faw ]’ G T FE T FE™ T ]
- \D v f=|F1gchra|Calc|0ther |PranI0|Clean Up
Il o

kapital:: |ewrnod4oog, 12,1, 1.686,12 - -

Bar-Endwert (B-1di: L ] Die Uerzinsung:

Renter: oo rom. Jahreszins:i: [§

Anzahli: [3 ZinspersJahri: [L

Rp-Jahrs: [1 Zins-Diskont Cisddis |1
. vor—machsch (Qslai: 1T o . =
| L24 =—=r. 24
rentecy rented?

FINAHZ KRD APFRON FUHC i./=0 FINAHZ KRD APFRON FUHC i./=0

EFE
A

Ms=: [2
I=X=t [&
PUz=: [-ewrnt400@,3,1.1.06,13
PHT==: [x_-4000

Fu==: [@
PpY=:
Cph'=:

PHTI:iEnn-Begjr: =
Enter=0K ESC=CHHCEL

FINRNZ FiAD AFFEOE FUNL 8730

D72 24

tvms () liefert in der Zeile PMTs wieder das
gesuchte Ergebnis 5872,24.
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rr8 Eine Schuld von 100000.- soll durch 18 nachschissige Monatsraten und eine Sofort-
zahlung in der Ho6he von finf dieser Monatsraten beglichen werden.
Wie groR ist diese Sofortzahlung bei j, = 5,5%7?

Der TI-83+ Iasst in diesem Fall nur die Anwendung des Equation Solvers zu. Bei einem
Barwertvergleich ist die folgende Gleichung zu lésen:

k k18
100000~ 5x -2 0" ) _o it y= und k==
I-v 1,0275 12
1 AAEAA=-5X =% =F Um die gestellte Frage zu beantworten ist das
w=ddad  FAsEREE Ergebnis flr X noch zu verflinffachen:
E; - ?EEEEEEEEEE Die Sofortzahlung betragt 22473,98.
bound=L-1e99.1.. Mit dem TVMS-Solver kann man den Ansatz
sofort in die Eingabemaske fillen. Wenn man x_
durch x_/5 ersetzt, dann erhédlt man in der Zeile
PMTs direkt die Sofortzahlung.
o —['”T“TWT“_'TTT—TW " fev T
- e + f=—|Algebra|Calc|0ther [PranId|Clean Up
" Isk=: [5.5

Bt PlUs=: [1O0EEE-Sx_
"L PMTs=: [-x_

il Flus=: [@

"Cl Ppy=: [1Z

i Cpi=2 [2 LRIV Ty Done
-t r'|= = m5-prks 224739832
£t CEnter=0E _ 3 L¥pmts

FIMAKZ FAD AFFROY FUHC 8/z0 IMHZ # FRAD AFFROR FUHC z/Z0

I‘Fi T Fer TrsvT S T FE T G
vﬂ AlgebrafCalc|O0ther|Prgmld{Clean Up

Meinen personlichen Vorzug geniefdt der Ein-

" Lume() Done tz einer igneten Funktion, di n Text
"5-pmis 22473, 9832 salz einer geeigneten Funktion, die de" e
® Lumsl] Dote in einer einzige Zeile zusammenfassen lasst.

" prts 22473, 9832

B sgluel 10EEEH = 5% + burnlx, 18, 12, 1,027
¥ = 4494, FIEE

wohxthurnx, 18,121 . 0275, 2> x3

FINANZ KAD AFFROA FUNC 5/30

rr9 Jemand hat Anspruch auf eine drei Jahre laufende vorschissige Quartalsrente in der
Hohe von 2500.-. Er mdchte diesen Anspruch in eine ewige Monatsrente in der Hohe
von 500.- umwandein.
Wie lange muss er bei f; = 8,5% auf die erste Auszahlung dieser Monatsrente warten?

I‘Fi T Fev Tr:v]’ F'WT FE T FE™ T]
va Algebra|Calc|Other|FrgmlId|Clean Up

vor QVOV‘
R 2,00
§, 5 )ahee i .—1ElBS - 1.0217
b J -
bw(‘V nion 7 Bzpluelew by 2500, 12, 4,1, 40, =, 1, 41 =p
Mﬁp % =11.2192

WP Ad=hwru 00, o 12, 4 D

[ALTTH RAD AFFRON FUNC 2./20
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Mz=: [1Z2

Isk=t [B.5.d

Pllz=i [ =
PMT==: [Z5E@ az
FuU==: |[2 it
Ppi=t E lg=)
Cp¥=i |4 gl

PMTiFEnd-Begjrt [ i
Ent.er=0kK ESC=CHHCEL

FINANZ RAD_AFFROT FUNL 8730

PVs =-26730.63

1
Ms=2 [|x_
mhl I=%=: [B.5,d
B Pls=! [ZE730.E3
=il PMT==: [@
=i Fllz=: [-7EEES.85
=i Ppi=: [1
=t Cev=t [
o CEberage " oy
T

1
Hs=1 [=

mtf 1=%=! [B.5,d

=i PUz=: [

® b PHT==: [5E0

" Fus=: [@

"t pey=: [IZ

mtf cpv=: 4

"t PHTiFnd-Begjin: |[b

ol Enberaiey

FINAMZ FAD AFFROY FUHC 1230

PVs = -70085,85

[‘Fi T Fev T Fav T Fiw T FE T FE™ T ]
- E AlgebralCalc|Other|PrgmlId|Clean Up
WTOREL] |8[s]

FIMA

M2

RAD_RFFEOR FUNL 14730

L AR T Dohe
B el 2500, 12, 4,1, 4) 2EVIM. 286
Ly 1.0217
LR AR ] Dahe
L AR T Dohe
m s 11.2192
= tageihns) "11.0000F 2.0000M 19, 0000T"
tagelns>

Ns =11.2192

rr10

FIMAMZ EAD AFFROH

FUMC 13/30

Frau Sparmeister kann aus ihren Nebeneinkiinften 10 Jahre hindurch nachschiissig

und vierteljahrlich 900 EURO zurticklegen. Drei Jahre nach der letzten Einzahlung be-
hebt sie gerade soviel, dass ihr nach weiteren drei Jahren ein gleich gro3er Betrag Ub-

rig bleibt. Wie grof} ist dieser bei i = 4%?

G

Fev Faw | Fuw FE FE*
Al gebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up

" eurn(00, 40, 4,1, 1) =5 + 2| r = 1,04
" ~

Dieser Betrag macht 26120,84 EURO aus.

Weder mit dem Standard TVM-Solver noch
mit rente() lalkt sich die Aufgabe l|osen.

43265.0181 = 1. 6793 -

= =oluve(43860. 018020668 = 1. 679310324401 1p
¥ = 261205443

Entweder geht man mit der Gleichung in den

solvefans {1, x|
FIMAMZ FAD AFFROR FUMC Z/Z0
1%
Hz=3 g8
I=x=: [4
PUz=: [@
u | PMTs=: [500
Fll==: 43860, 01581 4
Prv=t [ -
waf Cev=: [T 11
PMTiendsbhegint = 473
w
TVFE + [EMTERI=0K AMD [EZCISCAMCEL
17
Hs=: [Z
ag| Is%= B
FlUs=: [fus—m_
PMT=s=: [ -
m=| Flls=: “r_ 11p
Ppv=: [& 43
i cpy=: [1 e
o R R Ty
Tt “Enter=0k .ESC=CHHCEL

[ALTIH

RAD RFFRO

AT CTED

Equation Solver oder man benutzt
tvms ().
17

Ms=:

Isx=: [4

Fl==: [fus
u | PHTs=2 [

Fus=: [9342.1797 4

PpY=: [4 -]
maf Cpy=: [I 11p
_F" t1enrl-hegint = 473
v & — For=cARCELY
TYFE + [EMTERI=OF AMD [EZCI=CAMCEL

17

Ms=:
u | Is%= [

Fls=: [fus—m_

PHT==: [B “x
mz| Fus=: [FE17E.zd44= 4 11p

PRv=: [ 43
m i Cpy=: e
u | PHT: end-heg = a7
o
TYFPE + [EMTERI=0K AMD [EZCI=CAMCEL




22 Bohm, Finanzmathematik IT

i

Die beiden Zahlungen lassen sich auch als e &

Uberjahrige Rente interpretieren. ®l Pus=: [45065.02

PMT==: [EE1Z0.5454 4] “x

we| Fus=: [ 11p

So liel3e sich auch mit rente () arbeiten. Ppy=: [1-3 43
=i CpY=: =
ﬂ PMTIend-teg 1h18 = a7
T (Erter=0K I__ESE=CFINI2EL
FINANZ RAD AFFROR FUNC 9750

rr11 Ein Unternehmen hat Anspruch auf 5 Auszahlungen in der H6he von je 12000 USD.
Die erste ist sofort, die anderen in Abstanden von jeweils 4 Jahren fallig. Er mochte
seinen Anspruch in Form einer sofort beginnenden vorschissigen Jahresrente in der
Hoéhe von 5000 USD beziehen. i = 7%
a) Auf wie viele Vollraten hat er Anspruch?
b) Wie grol} ist die Schlussrate, wenn diese zwei Jahre nach der letzten Vollrate be

zogen werden soll?

[‘Fi T Fev TrsvTruvT FE T FEv T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

Bl 12, 53,14, 107, 10 —burw(3, 9, 1, 1.p

=100 ewl 2. 6V FISEFES, 10, 1,07, 1)

Mit tvms () kann man auch den Barwert der

® soluetburu(12, 5, 1o, 167, 19 = burutS , 5 Uberjahrigen Rente bestimmen, dann geht’s

= 9.9831 weiter wie am TI-83+, auf dem vorerst auf

2. 6753 die Barwertformel zuriick gegriffen werden
5262, 753 muss.

1000*ewCans¢1> . 10,1.07.13]

FIMAMZ EAD AFFRON FUMC /30

Die Durchfiihrung auf dem TI-83:

[£=7.a884
Fl=-4915.4629
FMT=8.8884

m FUI=5262. 723l
F4=1. 8884
C.%=1.BHHH
FMT: EMD [S1ERIR

1-1.87+ " N=3, 9231 M=5, BEER
234e] Ix=r.Ha80 [ <=7 . BEEE
12BEaExC 1 -2 PU=37V331.281085 PU=37231.2185
1-4"q 5 FrMT=-2880., 8688 | FMT=-2800. 880
Zrail.=2183] FVY=0, 8084 nFlI=-4913. 4529
Az Fo\=1. a80E F-A=1.8808
Jroil.21e5] CoY=1. naEn CN=1.HERaE
PHT:EHD [S==hid PHMT:EHMD [S=Epd
N=1. EEEA Hier ist besonders sorgfaltig auszuzahlen: die letzte

vorschissige Rente ist zu Beginn des 9. Jahres fal-
lig. Zwei Jahre nach der letzten Zahlung ist der Be-
ginn des 11. Jahres. Der Endwert der Rente gilt fur
das Ende des 9. Jahres. Die Zeitspanne von hier bis
zur Falligkeit der Schlussrate ist demnach nur ein
Jahr!
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rr12 Bei einem Sparsystem verpflichtet man sich, funf Jahre hindurch am Beginn eines je-
den halben Jahres einen fixen Betrag einzuzahlen. Am Ende des 5. Jahres erhalt der
Sparer den elffachen Betrag einer Einzahlung zurtck.
Welcher effektiven Verzinsung i entspricht dies?

Am einfachsten nimmt man einen fiktiven fixen Betrag (z.B. 1) an und verfahrt beliebig.

M=18. 8800 - A1 ebrs|cale other Pramio)c1ean Up

s I%=3. 4811 =

Fli=@ . BEGEE

FMT="-1. BOGE 205

T I e
CoY=1. BEGE e TR
PI".IT : EHD M 4) ERD AFFEON FUMC /30

Wenn man wirklich allgemein, d.h. mit dem allgemeinen fixen Betrag ,a" arbeiten will, dann ver-
sagt die Tabelle mit einer Fehlermeldung. Auch tvms () verweigert, weil die Suche nach dem
Zinsful® (und nach der Anzahl der Zahlungen) intern mit nso1ve programmiert wurde und diese
interne Funktion eine "univariate" Gleichung (d.i. eine Gleichung mit nur einer Variablen) ver-
langt.

Man kann die Kompetenz der Schiler beziglich des Umgangs mit ihnrem Werkzeug ,testen",
indem man sie beauftragt, allen Widrigkeiten zum Trotz eine allgemeine dezimale Suche durch-
zufihren.

Zwei Vorschlage dazu:

1) Fzr Fzr Fyr FE FE*
= f—|Alackra|Calc Dther‘lPr‘ngD Clean Up
Im Homescreen kénnen Folgen erzeugt wer- |w<x  ulia)l |x==zealk.k, 1,5, 1)

den, die schrittweise Verfeinerungen zulassen. [1"3":":' 2.009 3.009 4.000
18,2785 10.564 3 10.857-3 11.157 2

mx gl |><=geq[3+1—‘f3, k.1,18, 1]

b

Oder man erzeugt die Folgen (Listen) im ( 3-400 =.5a0 3. e z. 700
Data/Matrix Editor. 18,9765 11.006 3 11.03&-3 11.066
wr¥lw=seqC3 . d+kA00 k. 1.10_1 3
FIMAKZ FAD AFFROY FUHC B/Z0
1 FZ Fz Fy FE Far F? 1 Fz Fz F4 FE Faw F7
va Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util|stat - E Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat
DATH DATA
cl c3 o2 =1
1 1, 00Q0 . 2738+a 1 3 a]o]o] . 8357+a
2 e c]a]c] . 56d+s 2 J.1E0 . 386%s
3 A c]e]c] . 2857+a 3 S Z2E0 0. 916%a
4 [4.000 1.157+a 4 [3.300 @, 9d6+a
=] [Py c]a]c] 1.464+5 =] S o] [REREEE
) ) E=To]0] 1. BEExs
7 v Y =1o]n] 1. 036%a
c2=ylcl> cl=seq{3+k-A1A0_ k. 0.9 1>
ALTLH FAD AFFREOY FUHC FIMAMZ FAD AFFEOH FUMEC
1 i Fi F7
- ﬂ o ads s s E|Stat
DATH
cl cZ o]
4 2. 430 [, 985%5
5 [3.440 [, 925+a
& S o] O, 991 #5
7 =] [, 994:#5
2 2.470 [, 9975
o [3.480 . DEEHS
10 [3.450 DESHS
cl=seq{3.4+k-A00. k. 0.9,.13
FIMAHZ FAD AFFREOR FUHC
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rr13 Donald hat einen immer wiederkehrenden Traum: er ware so gerne Millionar wie sein
Onkel Dagobert. Sein Lieblingsneffe ~ Track gibt ihm einen  Tipp:
»Wenn du von deinen Einklinften aus der Werbung woéchentlich 120 Ententaler sparen
wurdest, dann sind das in einem Jahr eine ganze Menge ET. Die bringst du dann auf
die Bank, die dir 3,75% Zinsen gibt. Dann bist du bald so reich wie der alte Geizkragen
Onkel Dagobert, der uns nicht einmal ein Taschengeld gibt.*

a) Kannst Du Donald helfen? Nach wie viel Jahren ware er Millionar?

b) Nach 10 Jahren eifrigen Sparens kann Donald den doppelten Betrag wochentlich
sparen. Wieviele volle Jahre sind notwendig? Nach der letzten vollen Jahreseinzah-
lung wartet Donald nur mehr auf den Tag, an dem die Million voll wird. Wie lange
muss er warten?

c) Beantworte Frage a) unter der Annahme, dass Donald nicht die MUhe scheut, seine
100 Ententaler wochentlich (immer am Freitag) zur Bank zu bringen. Nimm fur je-
des Jahr 52 Wochen an und rechne mit theoretischer Verzinsung. (In Wirklichkeit
rechnen die Banken jedoch wahrend des Jahres mit einfachen Zinsen. Das wird in
Abschnitt 7 behandelt.)

a) und b)
1 Fzw Fzw Fyr FE Faw 1 Fzw Fzw Fyr FE Faw
- E ngebr‘alcalc Ot.her|PramI0|Clean Up - E ngebr‘alcalc Ot.her|PramI0|Clean Up
oyl D2 -240,33,1, 1.0375, 1D
B =oluel 100D00A = ewrn(S2- 120, x, 1,1+, 13, x) TERETE. 095
# = 02.895 ® FESETE. 0951169 + 2O7961. 2637604
B zoluel 10OA0OE = ewl ewrn(S2- 120, 10, 1, r.p Q5539 359
w = 32,232
" eurn(Sz 120, 18, 1,r, 13 74055.312 ® 996633, 3588773 (1. 0375) " = 1000000
®
® 74055, 312053777 o2 240533.510 F96639.359-(1.033)" = 1000030
mewrncSd 240,32, 1, r, 12 T45142. 742 m onluel 995539, 358A7FR -0 1. 05751 = 10aaAAP
eyrnth2x240, 32 1. .».12
FIMAMZ RAD AUTO FUMC E/Z0 FIMAMZ RAD AUTO FUMWC 8/20

1.0375 > r
1000000 = ewrn(52%12@,x,1,r,1) Er miusste 52 Jahre sparen.
1000000 = ew(ewrn(52%120,10,1,r,1),x,r,1)+ewrn(52%240,x,1,r,1)

10 + 32 Jahre.

Nach 10 Jahren hat er 74055,31 Ententaler, die 32 Jahre aufgezinst einen Endwert von
240533,51 ET ergeben. Dazu kommen 748142,74 ET als Endwert der erhohten Rente. Damit
besitzt Donald am Ende des 42. Jahres 988676,25 ET. Nun kann er seine Hande in den Schol}
legen und zusehen, wie sein Kapital wachst.

I‘Fi T Fev Trsz F'ﬂr]’ FE T G T]
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up

LIGE L= Bl i e 240535510

Am einem 22. April ist es dann endlich so weit:

i O m ey SE 248, 32, 1.k, 1) T43142, 742
Donald ist Millionar. ® 742142, F4228136 + 240533, 50929155
283676, 252
» olvel 928676, 25217291 - % = 1000003, )
® = . 309

B tagel. 30934256 103053
"3, Q0. 3.000M 21.a00T"

tage(D.30934856105053 >

FIHANZ EAD AUTO FUNC B/20

Es folgt die Durchfiihrung auf dem TI-83+:
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m N=32. 895 MN=18. BE8EH w N=32. 2518
[==5.  odd [==3%. /o0 [ %x=3. 7208
PyW=H. BEEE P\=@. BEEH Pu=-v4@855. 3121
PMT=-&248, BEEE PMT=-&240. B80E PMT=-12430. BA8H
FU=18080EH, BER | = FY=7"4825. 31210 Fl=100000E. Qa3
F-4=1.80804 P-4=1.8884 P4=1.80aa
C-4=1. 8080 Co4=1 . BEEE C4=1. 083
FHT:SRE BESIM FMT:3RE BEGIH PMT:ISRM BEGIH
MN=3Z. BaEn M=, 3033
[==3%.7S0a [=<=3%.7S08
PuW=-v4855.31:21 P\W=-953676. 2522
FMT=-12458. 8800 | PMT=0. 8084

» FU=9556r6. 2502 Fl\=1808008. 686
F4=1. 8888 F4=1. 8888
C.N=1.H688d C.N=1.H688d
PMT: |88 BEGIH PHT:|aRM BEGIH

Die Berechnung der Tage ist eine Routineangelegenheit.

c)

Die Wartezeit verkirzt sich
etwas auf 2728 Wochen.
Das sind nicht ganz 52 2
Jahre.

M=2r28. 6459

[==3. rodd 2r 8. 6458604
Fl/=0. 8aaa Arns.32

FMT=-128. 8084 22, 474a1y
FlU=1880088, aada | |.4748+352

=02 BaEn 24 . 645084
C-N=1.H084

FPHT:|38C BEGIH

Mit meinem TVMS-Solver habe ich eine unliebsame Uberraschung erlebt, deren Ursache aber
sofort aufgespurt werden konnte. Um den nsolve-Prozess zu beschleunigen wurde eine Ein-
grenzung fir die moglichen Losungen eingebaut. Dabei hatte ich bei der Programmerstellung
nicht an mehr Zahlungen als 1000 gedacht. Im Programmeditor erhéhe ich diese Grenze bd auf
— sicherheitshalber — 5000 und versuche es erneut.

e Fuw TE
T{—CDH‘LF‘DI Ln|iar Find. [Hode ]
Hs=: ["Mo solution found" 4 =exPPEPuE>§Pv N
[T FEHPELPM *PM
L= 2. 75 63 FeRpr iU By
PUs=: [@ $If inStringing, "=_"3 %0 Then
PMT==: [-12B T fenarp o DR
Fls=: [1@oooc0 o If 1n5tr‘1ng(1_IEI "2 Then
Ppt=t @ fEndre < *bd
cpv_ e fIE 1n5tr1ng(pu_i "2:0 Then
e : I+ant: 15°8+bd
CEnteral o) ESC=CANCEL *EndIf

FIMAMZ EAD AUTO

FAR _11./30

FIMAMZ

EAD AUTO FAE

Fiw yr FE™
- {— Ecuntr*cul 1.0 Uar‘ Flnd Mode

Texpripnt _0pmi
fexprifu_a3+fy
EIF inStringtn_, "=_"230 Then

: LRIE L3 b
fEndIf

tI¥ IHStPIHQ(I_ "1 Then
: 233 é+bd

=%?dIFSt 4

H 1K r*1r'|g PL_

: I3ant: 1@18 bl
fEndI¥

fIF inStringtpmt_, "w_"130 Then

1+an

"1x0 Then

Flls=:
Fp'=:
EPV—

PO[EFEE.ed489 4
L

=: -12a

Enter DK

1 BCIEEED
@

ESC=CAMCEL

[ALTIH KAD AUTO FRE

[ALTIH

KAD AUTO FAE _12/30
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Jetzt funktioniert’s nach Wunsch. Die CAS-Tauglichkeit von tvms () ermdglicht aber eine
elegantere Losung auch ohne ,Herumdokterei“ am Programm:

wt| Ms=: [GZ. 4740 4]
I=x=t [E.75
Fus=: [@
PHTs=: [-L=Z0
Fus=: [l0@@00Q

Pet=t [5Z
Cp?—: i

PMT i e byseg int |= PMT i e byseg int |=
Enter Ok ESC=CAHCEL Enter Ok ESC=CAHCEL

t
FINRMZ KAD AUTO FAE 1330 FINRMZ KAD AUTO FAE 1330

mt| Ms=8 [S&#x_
I=%=: [3.75
Pls=: [@

PMT==: [-128
Fu==: [1000000
Pet=t [5Z

rr13 Eine Groltischlerei bendtigt Sageblatter. Zwei Angebote liegen vor: Firma EverSharp
bietet 10 Stiick um 232 EURO an, Firma Tigerzahn verkauft die Zehnerpackung um
347 EURO. Die beiden Sageblatter unterscheiden sich in der Haltbarkeit. Wahrend das
billigere alle 2 Monate ersetzt werden muss, halt das teurere durchschnittlich 3 Monate.
Welches Angebot ist glinstiger, wenn man annehmen kann, dass die Blatter am Ende
ihrer Nutzungsdauer jeweils identisch ersetzt werden. Der Barwert aller Kosten wird
kapitalisierte Kosten genannt. Man rechnet mit einer Kapitalverzinsung von i = 8%.

M=t . BERH Dy

P 1348, 3942 e B w
=g = Y PUe—: [Io900er 4 i

S =

P.Y=6, BREE " et 0 ™

Eﬁ¥?él‘.‘-|%a||aﬂa!ﬂ“ :::, e s
Vergleich der Kosten pro Jahr (links am TI-83+, rechts mit tvms () )

M=2. HEHH iy

[%=2.A0an .y == B ne

Fli=232, BO6E o= EZ -
= FHIE -I%II%IEIIEIEFEEI. oy PHTs=: [116.49005 4 i

Py=12, BERE e B i

Eﬁ¥?éﬁ%alaﬂ'a!ﬂ“ o, ety -

FIMANZ ERD AUTO FAE__17/Z0

Vergleich der Kosten pro Monat (links am TI-83+, rechts mit tvms () )

N=1R00E0, AO0E Tz

Pio 12907, 3ome | [ B2 -
PMT=232 ., BEGGE " Prres B ne
Fl/=R, BEGRAE Fus=t [

=, . ARG e B ™
ik e | B ﬂ

Vergleich der ,ewigen“ kapitalisierten Kosten (links am TI-83+, rechts mit tvms () )

Naturlich ist das Ergebnis in seiner Aussage immer das selbe: EverSharp ist geringfiigig
glnstiger.
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rr14

m15

Der Sportverein FFF (FIT FOR FUN) plant langfristig einen gro3zigigen Ausbau seiner
Sportanlagen. Die Kosten werden mit ca. 30000 EURO veranschlagt. 4000 EURO lie-
gen bereits auf einem flr diesen Zweck gewidmeten Konto. Vierteljahrlich kénnen
nachschissig jeweils 1500 EURO aus den Mitgliedsbeitragen auf dieses Konto Uber-
tragen werden. Die Verzinsung betragt j; = 5%. Nachdem 14 Ansparraten erlegt wor-
den sind, wird mit der Einzahlung geendet und mit dem Bau begonnen, der nach weite-
ren 9 Monaten abgeschlossen ist. Welcher Betrag ist von FFF (iber Sponsoren noch
aufzubringen, wenn die Endabrechnung eine Summe von 33500 EURO ausweist?

N=14.80 N=.75
[%=5.080 [%=5.8608
PL=-4000, BH Pl=-27V254 . 39
PMT=-120A, BX PMT=G. 84
w FLU=27V554. 390 w FU=25000, a5l
P-Y=4 .80 P-Y=1.8H
C.Y=4,HH C.Y=4,HH
FMT:[38® EEGIH FMT:|38x EEGIH
ZI5Aa-F Das nach 14 Raten insgesamt angesparte
J4299 5 Kapital wird 9 Monate aufgezinst.
Die Differenz auf 33500 betragt 4899,35€.
Beachte, dass FV nur Uber das Finanzwerk-
zeug auf den Rechenschirm gebracht werden
kann. Das Schreiben von FV nitzt nichts!

Auf den CAS-TI kénnen wir bequem mit den Funktionen arbeiten:

I‘Fi ]’ Fev Tr:v]’ruv]’ FE ]’ FE™ T]
- E AlgebralCalc|Other|PrgmId|Clean Up

m] @125 1.0125
o dEA0, 3.5, r, 41+ ewrn( 1500, 14,4, . 4
27554, 3388

B IESO0 - ewl 27554, 3RRI21365, 120, 4

42399, 3517
LeutansCl) .12 v o4
FINHHZ RAD AUTO FRE /20

Ein Ausstellungszentrum mit einer vermietbaren Flache von 1200m? soll mit einem
Kostenaufwand von 1,5 Millionen EURO modernisiert werden. Die halbjahrlichen nach-
schussigen Betriebskosten werden mit 120000 EURO veranschlagt. Nach drei und
dann nach weiteren vier Jahren ist ein Ausbau mit Kosten von jeweils ca. 50000 EURO
geplant.

Die Fragen a) und b) sind vorerst unter der Annahme einer vollstadndigen Eigenfinanzie-
rung beantwortet werden.

a) Wie hoch misste die vierteljghrliche vorschiissig zu zahlende Platzmiete pro m?
sein, wenn mit einer Amortisationsdauer von 10 Jahren gerechnet wird und eine
Verzinsung von 10% erreicht werden soll?
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b)

b)

Welche Verzinsung (Rendite) erreicht die Anlage, wenn jeder der gewonnenen
65 Daueraussteller zuzlglich zur Miete am Beginn eines jeden Geschéftsjahres den
Verwaltungsbeitrag von 600 EURO bezahlt?

Eine halbe Million der Errichtungskosten wird durch einen Kredit aufgebracht. Nach
zwei Jahren ist die erste Monatsrate in der Hohe von 17000 EURO fallig. Wie viele
Raten sind zur vollstandigen Tilgung der Schuld nétig. Wie grofd ist die Schlussrate,
wenn sie einen Termin nach der letzten Vollrate beglichen werden soll? Der Kredit-
zins betragt i = 12,5%.

Wie hoch ist die Rendite, wenn die Aussteller die in a) berechnete Miete und den in
b) eingefihrten Verwaltungsbeitrag zahlen, wenn man auch noch die Fremdfinan-
zierung Uber den Kredit berlcksichtigt?

17 Fzr Fxw Fyr FE FEr

v f—|Algebra|Calc|0ther |[PranIi|Clean Up
Der Barwert aller Kosten mus§ durch den . i1sp 1. 1600
Barwert der zu erwartenden Einnahmen ® bgend 120008, 28, 2, -, 11+ 1500003

. 3010685, 2145
aus den Mieten gedeckt werden. e
" 3010685, 214521 + 50000 [ "3+ 77

I07II0E. B605
C o 2 -- " 2olue(3OTIR0E, SE04TTE = bury( 1200, 40 )

Die Miete pro m” betragt 98,16€. Eolve e a (o

wetld=hurol]1200x 40 4, » 1> x>

FIMANZ EAD AFFROH FUHC 4430

Zu den Mieten kommen die Verwaltungsbeitrage als Einnahmen dazu. Zu welchem Jahres-
zinsfuly j stimmen Barwert der Kosten und Barwert der Einnahmen Uberein? Die entstehen-
de Gleichung ist schon recht umfangreich und deren numerische Lésung erfordert eine ge-
wisse Kompetenz im Umgang mit dem Werkzeug: setzt man — wie vielleicht gewohnt und
frher empfohlen fir r = 1+x/100, dann Ubersteigt die Aufgabe das Vermdgen des Spei-
chers, wogegen der Aufzinsungsfaktor r rasch berechnet wird. Die Rendite steigt auf 15,2%.

[Fi T Fer Trsv]’ Faw T FE T FE™ ]’ ] 1 T T T T FE T 7
- E Alacshbral|Calc|Other|PranId|Clean Up - E Flggedneaf sl fnre PramI0f sy i
T e
Error: Memory W
-3 -7 li]+bwr‘u[65-6ElEl,1El,1,1+m,1]-}er*1(x)
w4 13+ 1500008 + 50008 "3+~ 7] 5 kostor
Dot Oaonhe
-3 -7
y4d.r, D+ burel6S-600, 10, 1, 1, 1) 3> erlir) 3 kS
Done -*Eummm-[[i +ﬁ] +[1 +W] ]+ kostlx
-HSDIUE(kDS-‘L(F‘)=E'r"1(r":l,r"')|r" 1.1 Daone
1.1518 a1 0x) = kost(xd + glix
woluvetkost{ri=erlird »r2lr>l 1]
FINRMZ FAD_AFFRON FUNE 16750 FINAMZ FAD_AFFROR FUNE 171z |
1 Fev Faw |_ Fu™ FE FE™ -
- E ngebr‘all:aln:- Other|PrgmIQ|Clean Llpm :l
T TooT T T " ol
& ERRDR -, Done 0, OO0 2 . &4 ED
1.0002. 055
"4+ Memory srlea) 7 opg[1.5z2e5
Dohe .ol tles
4. QE0[SE12].

F823.9
= 4moo ¢Erter=G0T0Y (ESC=CRANCEL . Jkostia) 16. BEE 3. SE4

Dake [17. BEE -7. 5ed
nsolveferl{xr=kost{x) x> 1x>10 »=15.
FINAMZ FAD AFFROY FUHC 11/30 FINAMZ FAD AFFROY FUHWE

£

Wir wollen aber — gerade bei numerischen
Problemen - nie die Mdglichkeit auRer Acht
lassen, eine Gleichung entweder grafisch
oder Uber eine dezimale Suche mit der Ta-

. 150 T ;
15, 190[ 492, 5| belle zu l6sen.
»=15.18

FINRMZ KAD AFFEDH FUNWC
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Ich habe die Gleichung in zwei Teile (Barwert der Kosten = kost (r) und Barwert der Erl6-
se = er1(r)) zerlegt. Die Gleichung in einem Stiick wirde so lauten:

bwrn (120009 ,20,2,r,1) + 1500000 + 50000 (r~(-3)+rA(-7) =
bwrv (1200+98.16,48,4,r,1)+bwrv (65%600,16,1,r,1)

Auf dem TI-83+ lasst sich eine derartig komplexe Aufgabe nur Uber den Equation Sol-
ver lésen. Dazu ist die Gleichung in traditioneller Weise Uber die Summenformel der geo-
metrischen Reihe (Seite 7) zusammenzustellen. (Die Gleichung wurde vorher durch 100
gekirzt.)

ECGIATION SOLVER | 128684001204 =@ [}

ean B=12000 T 1| = 282161520, .37
23k 1=V 18201 boynd=C. 1. 1992 | (W
A01<200+15080458| | left—rt=06 . SEEZ16
B R4 =] 2 1-An=

H. 1k 1=L"182 01 1.151737
o Wl B Rl bt T |

1= 1800 1=

c) Das ist eine unkomplizierte Schlussratenaufgabe (siehe auch rr3 und rr11).
46 monatliche Rickzahlungen sind notwendig und die Schlussrate betragt 682,71€.

N=>2. BEBEaE " M=45, 833971 N=dE& . BEEREE
[==12. SEREEE [==12, SHBE0E [=<=12. 300808
P\=380800.. BEEA PlU=6328]12. 5080 PuU=232512. 3880
FMT=8. BERE6E FMT=-17808.080..| | FMT=-170808. 80
nFl=-6325812,. 5084| | F\Y=0.080a5 s Fl=-652. 713431
FA=1.Baa8En PoA=12. BEEEEEA =02, BaEaEbn

C.4=1 . HEREEE C.%=1. BEREEEH C.Y=1 . HEREEA
FMT: EHD FMT:EHD |S{ERIR FPMT: EMD [SSERR

Die Rickzahlungen sind vorschiissig, daher A~ lzﬂﬁljibr‘a cale ULhE”TF'”‘B”I':'T'Hﬁ” Upﬁ
ist die letzte Rate am Beginn des 47.Monats wsolvel500 2 = buru17, =, 12,0, 10, J

. = 4&. D400
= Ende des 46. Monats — nach den zwei 2 *
i : w1000 (5002 - buruC 17, 46, 12, 13)
rickzahlungsfreien Jahren gerechnet — zu 434.6641
leist = e 434, 664, 46712, 1, 1D E82. 7133
eisten. " 434,664 5712 £82.7133

434.664%p" (46,122

FINANZ KAD AFFROR FAE 520

d) Gegeniiber dem Ansatz von oben verringern sich die Anschaffungskosten auf 1000000, da-
fur kommt der Barwert der Rickzahlungen — zum gesuchten Zinsful®? — dazu. Ich gehe
gleich auf die Lésung Uber die Tabelle los und definiere die Barwerte der Kosten und der Er-
I8se als y1(x) bzw. y2(x) im Funktioneneditor:

y1 (x)=bwrn (120000 ,20,2,x, 1) +1000000+50000 (1 /xA3+1/xA7)+
bwrv (17800, 46,12,x,1) /xA2+682.71/x" (46/12+2)

y2(x)=bwrv (1200+98.16,40,4,x,1) +bwrv (600+65,10,1,x,1)

In der dritten Spalten steht die Differenz der

i""l:I [H ::«: . :*;_:.':SE.;J_-.._: ":',-L.:;:.:'."_-u-.: H H H

;{_5“”5 R HET L= Barwerte. Da die Kreditverzinsung unter den
. 162000 26EE 262, [2602001, | 1068, &) o [i iat di i 0
e e ocameee o0 1T e 15,2% liegt, steigt die Rendite (auf 16,7%),
. 1E5000[ZE7 1863, [267r214. | oanl, 0z il bei di

T i weil b.e.l dieser Form der Rechnung unter der
« L6 POO0|2EEE55E, [FEEHEEF. — kritisch zu bewertenden - Annahme
. 16CEEE[2654 996, [2E52465, (2531, 401 ) , .

. 1E9000| 7643435, | E44502, (5176, 359 gearbeitet wird, dass alle Ertrdge zum hohen

FO000[2647504, [2ET6199. [F ooy, 220 tezinsful Wi
Y30 -79. 7205056 Renditezinsful® wieder veranlagt werden

T FAE AAIL FAH kénnen (siehe Teil 3, Investitionsrechnung).



30 Bohm, Finanzmathematik I1

7  Rentenrechnung bei gemischter Verzinsung

Schon in Teil 1 des Skriptums wurde von der gemischten Verzinsung gesprochen. Und leider gibt es
diesen Anachronismus auch noch in der Rentenrechnung. Alle Fachleute in der einschldgigen Literatur
verfechten die ISMA-Methode (International Securities Market Association), die die gegebene Ver-
zinsung in die fiir die vorliegende Rentenperiode édqivalente Periodenverzinsung umrechnet. Das ist
genau das, was bisher durchgefiihrt wurde.

Daneben gibt es noch die US-Methode, die vor allem in den Vereinigten Staaten gepflegt wird. Hier
wird der i.a. Jahreszinsful} einfach proportional auf die Rentenperioden aufgeteilt und dann wird wie-
der die Summenformel angewendet. Bei i = 12% und monatlichen Zahlungen wird einfach mit
i12 = 1% gerechnet. Darin diirfte auch der Grund liegen, dass beim originalen tvm-Solver der Wert fiir
C/Y automatisch an P/Y angepasst wird und man oft nachjustieren muss. Auf der US-Methode basie-
ren auch die finanzmathematischen Formeln von Excel. Daher sind sie nur mit Vorsicht anzuwenden.
So liefert z.B., eine 10 Jahre lang zahlbare nachschiissige Monatsrente von 1000€ bei einer Jahresver-
zinsung von 12%, wenn man der Excel-Hilfe folgt das Ergebnis 69700,52€. Um mit unserer Gepflo-
genheit konform zu gehen, muss man in einer Nebenrechnung erst den entsprechenden dquivalenten
Zinsfull berechnen. Das in unserem Sinn richtige Ergebnis ist 71455,53€.

I‘Fi T Fer TrsvT S T FE T G
vﬂ AlgebrafCalc|O0ther|Prgmld{Clean Up

BW(12%/12;120;1000;0;0) = 69700,52¢€

Man sieht, dass dies vom erwarteten Ergebnis abweicht. ® b 1000, 120, 12,1, 12, 1)

71455, 5337105
" burng 1088, 128, 1, 181, 1)

£9700. 5220314
burn¢1000,.120,.1,.1.01,.1>

HMAIN EAD AUTO FUNC z/30

Die Excel — Funktion macht ganz einfach aus i = 12%
eine Verzinsung von jj; = 12%

Beide Methoden haben aber die Eigenschaft, dass unterschiedliche Bezugspunkte bei Rentenumwand-
lungen gleiche Ergebnisse liefern und damit keinerlei Widerspriichlichkeiten zum Aquivalenzprinzip
der Finanzmathematik auftreten. Anders ist es bei der Anwendung der schon angesprochenen ge-
mischten Verzinsung in der Rentenrechnung, die natiirlich nur dann von Bedeutung ist, wenn

e die Zinstermine nicht auf einen Zahlungstermin fallen und
e wenn die Rentenperiode kleiner ist als die Zinsperiode.

Das Thema soll hier nicht ausgereizt werden, sondern es wird mit einigen wenigen Beispielen gezeigt,
wie an diese Problematik herangegangen wird.

rr16 Bei einem Sparsystem zahlt jemand monatlich 100€ auf ein Konto, das mit j = 4,25%
verzinst wird. Welcher Betrag kann innerhalb von 10 Jahren angesammelt werden,
wenn man annimmt, dass die erste Zahlung
a) am Beginn des ersten Monats,

b) am Ende des ersten Monats,
aber immer am Beginn der ersten Verzinsungsperiode erfolgen. Die Verzinsung in-
nerhalb der Zinsperioden ist linear.

c) Vergleiche die Ergebnisse mit jenen bei Anwendung der ISMA- und der US-
Methode.
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In diesem Fall bedient man sich einer sogenannten Ersatzrente (R*). Dabei werden die periodischen
Zahlungen gemeinsam mit den angesammelten — einfachen — Zinsen am Ende der Zinsperioden zu-
sammengefasst. Diese Ersatzrenten sind dann immer nachschiissig! Eine Zeitlinie verdeutlicht dies:

R* Ri R" E"'
i } T ! jﬁl’lfez
1 L3 10
S . R*
RrRR e R 1
i 1 t + + } ==t Moo ak
g%
{l :L f’v TR HMina ke

4

a) Wir betrachten zuerst die Teilaufgabe a) mit den vorschiissigen Monatsrenten. Die Ersatzrente R*
setzt sich zusammen aus den 12 Zahlungen R und den jeweiligen linearen Zinsen.
i 20 30 12i

R*=12R+R(—+—+—+...+—j:12R+ﬂ(1+2+...+12) =
12 12 12 12 12

:12R+%=R.(#j; R*zlooo.[WJ ~12276,25

H_=1El. HEEEEEA
éﬁ;g : %EEE%E Der Endwert betragt 149110,07€
FMT=1227V6. 226060
sFli)=-149116. 8574
F-4=1.BHHEAA
C-4=1.HHAHEAA
FMT:[A3E EESIM

In einem — Ubrigens ausgezeichneten — Buch Uber Finanzmathematik [1] wird fiir die Ersatz-
rente in diesem Fall (vorschissige innerperiodische Raten) die folgende Formel angeboten:

m+1 Dabei bedeutet m die Anzahl der Rentenperioden in-
R¥=m-R-|1+i- nerhalb einer Zinsperiod
m periode

Uberpriife das obige Ergebnis mit dieser Formel.

Leite eine eigene Formel her und zeige die Aquivalenz zur vorliegenden. (Hinweis: Denke
dabei an die arithmetische Reihe.)

Wie andert sich die Formel fiir den Fall nachschissiger Zahlungen? (R* = 12233,75€)

b) Das Ergebnis lautet dann: 148593,85€.

c) Die Ergebnisse bei der fiir uns iiblichen (ISMA-) Methode sind 149088,73€, bzw. 148572,52¢€.
Bei Anwendung der US-Methode ergeben sich die Werte 149735,70€ und 149207,26€.

Zusammenstellung der Ergebnisse: vorschiissig nachschiissig
gemischte Verzinsung: 149110,07 148593,85
theoretische Verzinsung (ISMA) 149088,73 148572,52

theoretische Verzinsung (US) 149735,70 149207,26
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Fragen: Warum ergibt die US-Methode (immer?) einen groReren Endwert?
Wann wird dieser Unterschied deutlicher?

(Antworten: Weil die effektive Verzinsung bei einem nominellen Jahreszinsfuld j,, immer héher ist
als die Jahresverzinsung i = j. ji2 = 6% bringt einen héheren Ertrag als i = 6%. Der Unterschied wird
umso deutlicher, je héher die Verzinsung, aber auch je kiirzer die Rentenperiode wird. ji» = 6% wirkt
sich starker aus als j; = 6%. Noch schlimmer wird’s bei wochentlichen Ratenzahlungen!)

rfi T Fev Trsz ruvT FE T FE~ T]
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up

. 12-1:3:3:3-[1 +%] 12276, 2500000 - i PTT
0425 11 ® cwrnd 1000, 120, 12, 1. 8425, 1)
. 12-1|:n:u:|-[1 ’“T] 12233, PSO0EE0 148572, 517024

ekl 12276.25, 18,1, 1.0425, 1) L] Ewr‘u[lElElEl, 12, 12.1 + 'EI14225 . 12]

149110, 067378 149735, 704157

eyt 12233.73, 10,1, 1.0425, 1)

{48593, a57o0s | 1oAR . 17A 171 403 g4
L1000, 120,12 1+ 042512 125
MAIW EAD AUTO FUMC 7/x0 MAIW EAD AUTO FUMWC 4/ 8
1 Fzr Fxw Fyr FE FEr i -

va Alachral|Calc Dther‘lPr‘ngD Clean Up Noch eine Frage'

" cuen 1000, 120, 12, 1.0425, 12 : . : :
{45572, 517024 Wird der Ausdruck in der Eingabezeile ebenfalls
149735, 74157

L maes Begriinde auch die Antwort.
® ewrn| 1000, 120, 12, 1 + 57—, 12
149207 .. 261772

ewrnt1000,.120.1 . 1+.0425-12 .15

HMAlN EAD AUTO FUHC 9/%0

rr17 Ein Kredit iber 30000€ ist innerhalb von 5 Jahren in Form von nachschissigen Quar-
talsraten zurlickzuzahlen. Wie hoch sind diese Raten, wenn ein antizipativer Zinsfuf
d = 6% verrechnet wird. AuBerdem wird innerhalb des Jahres linear verzinst (= kauf-
mannischer Diskont angewendet).
Welcher effektiven Verzinsung i entspricht die angegebene?
(Hinweis: Uber kaufmannischen Diskont siehe im Teil 1 dieses Skriptums).

Hier wird die Ersatzrente R* immer am Beginn der letzten Diskontperiode angesetzt. Wenn man
die Quartalszahlung mit Q bezeichnet, dann erhilt man (ohne hier eine Formel zu bemiihen):

-d -2d -3d -4d 100-d
Re=ap-| L4, 024 0:3d 04d) ., 100:d_
4 4 4 4 4
5d
=0\ 4="7 =0 (4-015) =3,850
[‘Fi T Fer T e T i T FE T i T ] i
- E Algebral|Calc|Other|PrgmlId|Clean Up -
'E-wr‘r‘lLll;ll;ll;l, AT, 12, T+ 1= ,IJJ Hz=1 E
149207, 261772 me| Isx=t [5.d
JAG- 18 Pl==: [SQEEG 72
LI —F 3. 85000800 PHT==: [3.85=
1 "H Fus=: [@ Bo
lsnlue[SElElElEl=bwru[3.85-q,5, l,ﬁ,l],i FpY=:
o= 1757, 0069 " 3| cpy=: N
B L umsC) Done | n: b &3
Tty “Enter=0K ESI:=I3FINI3EL
FINANZ FAD AUTO FUNC 12770 FINAMZ FAD ALTO FUNC 1150

Die Ersatzrenten sind in diesem Fall immer vorschiissig.
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il I‘Fi T Fer T Fiv T G T FE T [
- v E - E Alasbra|Calc|0ther [PramI0|Clean Llpm
s=1
mgl Isk=: [E.d 1
FlU=s=: [FOEQE ) lsulue[SEIEIEIEI=bwru[3.85-q,5, l,ﬁ, 1],P
FPHMT==: [-1757.HE059 4 o= 17570069
"4 Fus=: [@ aa " Lums) Dane
PEY=t - 1
"s| cpy=: N lsnlue[SElElElEl—bwr‘n[q,ZD,ﬁl,ﬁ,1],q]
| PHTiendoheg int |b__ £ 5= 1757.5365
Tty ESC=CANCEL . 00=buwrn{g,20,4.1,¢.94>.1>. g
TVFE + [EMTERI=OF AMD [ESCI=CAMCEL FINAMZ KAD AFFROS FUNC 3¢50

Eine Zahlung betrdgt 1757,01€. Zum Vergleich betrdgt eine Rate 1757,54€, wenn nicht ge-
mischt, sondern theoretisch verzinst wird. Der Unterschied ist hier sehr gering.

Mit
effe

1
. . . . - H==: EE
u
irgend einem Werkzeug ermittelt man die | 1onm: oo 4 .
ktive Verzinsung mit i = 6,37%. u g PHz=? lSHOHD
PMTs=t [1r5r.B1
Fus=: [@ 41
T 33
Pev=: [4
"4l cpv=: 1 33
2 FPHTIendheg 1 = a=
tu I__ESE=I2FIHI2EL
TYFE + [EMTERI=OK AMD [ESCISCAMCEL

Den Abschluss dieses Kapitels bildet eine etwas umfangreichere Aufgabe:

rr18 Eine langere Zahlungsverpflichtung besteht aus 60 Quartalsraten zu je 2000€. Die ers-
te Zahlung erfolgt am 1. 4. 2003. Die Verzinsung betragt i = 6,5% per anno, wobei der
Zinszuschlag kalendermaRig erfolgt (bei Jahresende). Wahrend des Jahres wird linear
verzinst.

a)
b)
c)

Wie hoch ist die jahrliche Ersatzrate?

Wie hoch ist der Gesamtwert aller Zahlungen per 1. 6. 20047

Die Zahlung soll umgewandelt werden in eine halbjahrliche Zahlungsweise mit ins-
gesamt 10 Jahren Laufzeit, wobei aber der Termin der ersten Zahlung mit 1. 4.
2003 erhalten bleibt (20 Zahlungen!). Wie hoch ist dann eine Semesterzahlung?
Der gesamte Anspruch ist umzuwandeln in eine Barauszahlung von 30000€ am
1. 6. 2003 und eine ewige Rente, die alle zwei Monate fallig ist, beginnend mit dem
1. 1. 2007. Wie hoch ist diese Rente?

Zur Abschatzung (und Kontrolle) des Ergebnisses flhre die Berechnung von b) — d)
auch mit theoretischer Verzinsung durch. Die Resultate sollten nur geringfugig von-
einander abweichen.

Wegen der schon mehrmals betonten Inkonsistenz der linearen Verzinsung ist die Berechnung erstens

sehr aufw

dndig und kann zweitens je nach Auffassung zu etwas abweichenden Ergebnissen fiihren.

Unproblematisch ist Frage a) nach der Ersatzrente. Hingegen erfordern alle anderen Teilaufgaben

sorgfiltige Uberlegungen unter Verwendung einer ordentlichen Zeitlinie.

a) Wir treffen die — sicher zuldssige — Vereinfachung, dass die Zahlungen am 1. 1. eines jeden Jahres

noch

zum Vorjahr zdhlt und interpretieren die Rente als vierteljdhrlich nachschiissig zahlbar. Die

Ersatzrente hat dann den Wert (mit oder ohne Formel von S.31):



34 Bohm, Finanzmathematik I1

R*:4Q+Q-(i+%+%}=8195,00 i=0,065

b) Jetzt wird die Angelegenheit lastig. Es folgt zuerst eine Zeitlinie.

o o
o)
TN ~
&O QL‘ @ﬂ Q° ] X
< v X 43 ¥ L
v L] ¥ ¥ 1] T T T ; 1 ] T : i
11, tu AT a4t 14 Ii--} Ao g P9E T 2006 o7}

2003 o oM
Qo= Q7 &, = Q = 2ooo

R*. l+2 +0, - l+£ =10438,61€.
12 12

- die ersten fiinf Zahlungen ergeben zum Bezugspunkt den Wert 10438,61€

1 Fzr Fzw Fyr FE FE*
va Algebra|Calc|0ther [FramI0|Clean Up
Das ldsst sich auch umstidndlicher mit der "LEES o 1-_'3'25 *r 1. 0650
. . . . 1
Funktion gem_ew () aus Teil 1 berechnen. " zono-4 [1 * 2-4] 8153. 0000
" gen_ew(E195, 8,08, 150,6.5,1)  8416.9479
(150 Tage, bzw. 60 Tage sind die Zeiten, fiir " gem_sw(2000, 0,8, 60,6,5, 1) 2021.6667
R . . 0416, 9470166664 + 2021, BECEEEEEEE
die die lineare Verzinsung gilt.) 10432, 6146
FINANZ READ AFFROY FUMC E/20

- die restlichen drei Raten aus dem Jahr 2004 werden linear abgezinst und reprasentieren den
Gesamtwert von 5873,75€.

o o, 9 _
i * 4i * 70\ >873,75€ Nach einer anderen Auffassung konnte man den
(1 + j (1 + 12) (1 + 12) linearen Endwert dieser drei Zahlungen aus

12
. . .. 2004 bestimmen und diesen gemeinsam auf den
eine andere Variante wére:

6i 3i
AT+ —|+0, - | 1+ —
0.1+ e 0143

1. Juni sieben Monate abzinsen.

o
=5874,75€

- Damit wurden bereits 8 Raten beriicksichtigt und es bleiben noch 52 {ibrig. Das sind 13 volle
Jahre, fiir die bereits die Ersatzrente R* ermittelt wurde. Deren Barwert ist linear 7 Monate ab-

zuzinsen, was schlieBlich zum Gesamtwert von 67900,33€ fiihrt.

Der Gesamtbarwert fiir alle Quartalszahlungen betragt 84212,69€. Eine Kontrollrechnung, die
mit der theoretischen Verzinsung durchgefiihrt wird, ergibt 84218,94€. Der Unterschied ist

wirklich sehr klein.
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c) Die Ersatzrente R** fiir das jeweilige Jahresende ist gegeben durch

d)

R**:2R+%(9+3):R(2+i).

Beim Vergleich der beiden Renten richten wir uns nach dem in Teil 1 (Seite 21) aufgestellten
Grundsatz

Bei dekursiver gemischter Verzinsung muss der Termin der letzten vorkom-
menden Geldbewegung zum Bezugspunkt gemacht werden, bei antizipativer
der Termin der ersten auftretenden Zahlung.

- Diese Ersatzrente ist vom 1.1.2004 bis zum 1. 6. 2004 aufzuzinsen. Dazu kommen die beiden
Zahlungen, die 2004 fillig sind. Davon wird eine 2 Monate auf-, die andere 4 Monate abgezinst.

R
4\
+ P
12
- Die fehlenden 16 Zahlungen werden im Barwert von 8 Ersatzrenten R** zusammengefasst (zum

1. 1. 2005), der noch 7 Monate abzuzinsen ist. Somit ergibt sich eine Gleichung in der Variablen R
(bzw. x).

%k sk
o (1+5_j+R [1 2zj+( R__ bwmR**8LI06SD g0 o

1+41 1_}_71
12 12

i Die Kontrollrechnung ergibt 5190,96€

¥ =5190. 4633

B sgluelburw 2000, 60, 4, 1. 065, 11 = burwisxp

= 3190, 9597

[ 13-31
w1l 065 1 )=hburoCx 20,2, » 1> x>

FIHANZ RAD APFROY FUMC 6/ H

Zur Abschitzung des Ergebnisses wird zuerst die Rechnung mit der theoretischen Verzinsung
durchgefiihrt, die zu einer ewigen Rente in der Hohe von 642,15€ fiihrt.

30000 N bwrv(x,,6,r,1)

bwrv(2000,60,4,r.1) == 2
12 . 2

(Bezugspunkt ist der 1. 4. 2003)
r

Die Ersatzrente R ***=6m +%(2+4+6+8+10+12)=m [6+%) (ab dem Jahr 2007)

Fiir die Rechnung habe ich den 1. 1. 2004 als Bezugspunkt gew&hlt und erhalte 642,08€.

o o —FH_TWTH_'W
HE R |PrngD A vaﬁlgebra Calc|Other|PrgmId|Clean Up
x—Si‘EJEI 2547 ‘”""?“f“‘
-1
. salue[buwczamm, £0,4,r, 1)= 32'?',?3 TR " burniE195, 13, 1., ”""3'3"3"3"3"[1 "1z ]
: oy SO925, 9379
T e 4z i
. bwr*n[m-[Eu 1= ],“'pls
® heniE195, 15, 1,0, 12 - 30000 - [1+ = lsnlue[59925.94= = ]
SO925. 9379 o
I r v AT .di m=&42, 0776
LMECHHE2T A2 0. 1 . p 12523 M) LB 2T A2 w1 1323 m)
FINANZ RAD RFFROY FUNE =/ & FINRNZ A AFFROY FUNE G/30
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8 Reminiszenzen

Im letzten Abschnitt sind einige Aufgaben aus alten Lehrbiichern angefiihrt, die einerseits von der
Formulierung interessant wirken und die andererseits zeigen, dass die Rentenrechnung schon immer
ein Teil der Mittelschulmathematik gewesen sind.

19 Berechne die angegebenen Er- 20) Wer fidy fiir derartige Aufgaben bejonders intereffiert und

tragswerte. fih in deren Rbfung nody weiter itben will, fann fid) leicyt Ehnliche

Aufgaben felber bilden. Gr nehme 3. B. einen Birnbaum an, der

100 Jafre alt werden fann. Die Jungperiode ofne nennendwerten

Grtrag daure 15 Jafhre, die 1. Tragperiode 25 Jahre, die 2. Trag-

periodbe 40 Safre und die 3. Tragperiode 20 Jafhre. Die miitleven

Aus Rechenbuch fiir landwirtschaftliche Jafres-Reinertrige ieI‘Ie;! is;; berbl ‘fgrgbe 6 @{S‘r., 5:i)n[ber ItI.;BBerio:e

16 §r. und in der IIL. Periode r. Der- Holywert bed ab-

Schulen, Huber & Co, 1911 gebenden Baums werde auf netto 50 Fr. veranfchlagt. Nun be-

vedyne man die Griragdwerte ded 15jihrigen (Beginn der Tragbar-

feit), des 40jdfrigen (Beginn der 2. Tragperiode), des 60 jdhrigen

(Pitte der 2. Tragperiode), des 80jihrigen (Beginn der 3. Trag-

periode) und ded 100jdhrigen Baums, event. audy des 25 jihrigen,

ded8 HOjdhrigen und desd 751a[)r1gen Baums, bei wieder 6 %/ Bing
und Rififoprdmie.

Der Ertragswert ist der Barwert der noch zu erwartenden Ertrdge des Baums. Wenn man mit
E, den jeweiligen Ertragswert des n-jahrigen Baums bezeichnet, ergeben sich:

Eis = bwrn(6,25,1,r,1)+bwrn(16,40,1,r,1)*r(-25)+
bwrn (16,28,1,r,1)*rA (-65)+5@rA (-85)
s b e v pramIofc o 1] || Hier erweist sich die Arbeit mit dem TVM-Solver als

=106+ 1. 0600

bl G, 25, 1., 10

sehr elegant, wenn man die Zeitlinie von den letzten

.1 ey .

135. 7438 Jahren des Baums her riickwirts aufrollt.
w46, 40,1, 0, 1)+ burni10, 20, 1,r, 13-+ . . )
253.4078 Diskutiere, warum der Ertragswert im Baumalter 40

e 20 .
" hrnlld, 20, 1,0, 10+ 38 130, 2594 so besonders hoch ist?

=50 1]
EHIIEP!I KAD AUTO FUNC 4/ B
MN=2H. 800 MW=4H. B8Ea MW=25. 88068
I«<=6.88080 [ <=f. HHAE [<=6.88080
Pl=-130. 25391 w PlU=-253,. 48758 wPll=-135. B35
FMT=14. Baag FMT=16&. 0886 PMT=5. 803
FlW=350. Baaa FlW=138.2594 FW=235.4878
FA\=1. 80808 FoA=1. 8888 FA\=1. 80808
CV=1. 8083 C.=1.H88E CV=1. 8083
PMT: |28 BEGIH PMT: (338 BESIM FMT:|288 BESIM
rr20 C . . - o
Beispiel fiir die zunehmende Rente: Zu ermitteln sei fiir
1 Jahr nach dem letzten Rententag und unter Anrechnung von
Finde eine allge- 4%, Zinseszinsen der Endwert von 12 vorauszahlbaren Jahresrenten,
meine Formel, in die mit 600 6 beginnen und jedes Jahr um 50 # zunehmen.
die nur mehr die A =600 6 ; D=250; n =12 Betrige; p=14%; n=1,04.
Werte fiir A, D n L ) x = 600 IIIY + 50 VIIY} = 50(12 I 4 VII“) = 13 309,65 .f.
und r einzusetzen 2.) x = 600 TITY + 00(11112— 12> 1 04)) e
sind.
— 50{ 1201} + (III" (12 < 1 04)) %0- — 13 309,65 6.

Ermittle den gesuchten Endwert auch Gber den Folgeneditor.
Aus: Schlimbach, Politische Arithmetik
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Der Zeitlinie entnimmt man, dass der Endwert aus dem Endwert einer vorschiissigen Jahresrente

von 600M und der Summe der Endwerte der Steigerungsbetrige besteht.

ewrn(600,12,1,1.04,1) + D-r'' + 2D.r'* + 3

I‘Fi ]’ Fer Trsv]’ d ]’ FE T FE™
- E AlgebralCalc|0ther|PrgmId|Clean Llpm

 euruiEEE, 12,1, 1,04, 1) 9376, 1026
11
sso 5 [ker1.e4)12 K] 3933.5471
K=1
W 3933, 5471034496 + 9376, 1026096549
13309, 6497
anstl»+anst2>
FIMAMZ FAD ERACT FUHC /30

D+ ... +11D-r = 13309,65M.

citnelprantofzian vl |

13209, 6497

n-1
Wegruta, b, 1.k, 10 +d = [k-r*”_k]
k=1

rflatdrlr-a-d

(r-11°

A+dnl-r-a-d(r-17]
evervibdD,. 50,12 .1 .04

FINRMZ KAD EWACT FUMC 5/ &

Man ersetzt die konkreten Daten durch a, d, n und » und erhilt eine umfangreiche Formel, aus

der sofort eine entsprechende Funktion hergeleitet werden kann.

* A1 sebra|cETe [0t her [Pramiofo1eEn e
Pl r—a+d) rlatdr)r-a-d
r-0? (r-1)%
+d-nl-r—a-d(n-1]]
(r- 137

Fewzrula,d, n, r)

Done
m gz E0E, 50, 12, 1.04) 13309, 6497
evzruibii, 50,12 .1 ._04>

FIMAMZ EAD EHACT FUHC B/20

- = |n1 gebra|cale|other Framiofclean Up
[r-1)"
ar-a+drM"-lat+dnlr+a+din-1)
(r - 1%
. r*-[(a-r‘—a+d)-r‘~n—(a+d-n)-r~+a+d-l:n-&

(r-1)%

— W

1

13309, 6497
wand d=50 and n=12 and »=1.04

FIMAMZ EAD EHACT FUHC 8/30

Auf dem TI-83+ bietet sich eine reizvolle

[‘Fi T Fer TrsvTruvT FE T i T]

- E Algebral|Calc|Other|PrgmlId|Clean Up

= getHumiewzrwa, d,; na 0
r*-[(a-r‘—a+dj-r‘n—(a+d-nj-r~+a+d-(n—"

. r‘-[(a-r‘—a+|:ij-r*r"—(a+u:l-r'u)-r‘+a+|:l-|:r'|-L
(r- 1) ]
r*-[(a-r*—a+dj-r‘~n—(a+d-h)-r‘+a+d-|:h-'

' 1‘.2
wand d=50 and n=12 and »=1.04

FIMAMZ EAD EHACT FUHC 9/30

Die gesuchte Formel lautet:

r((A-r—A+D)-r"—(A+D-n)-r+A+D-(n—1))
(r-1y°

Variante an, die Aufgabe iiber Listen zu 16sen.

R | [ T

' 1. eqpaeaeal Ly 13000 | Eloun | Jeo.62

sed (K. KaHa 1, -10+| [L12, 60008006 11| 3000 | 20800 | 1i58.2

L1 seqy(A+ k-1 240, K. B 0000 | Boooan | 108y3

clZ2. 888008088 11, (|[L-Hi+L:z 700 | @500 | 1118.5

[ | {EEE, BOREEEE &5, | |_B.0000 | 0000 [ 1128.8
Lz =L z*FE~L1H

Lz Lz 4] y| [Lz Lz LY y

BO0.00 | 9E0.6Z | BE0.6E 9og.0n | 1126.8 | Pui7.1

GE.on | 1o0n.g | 1851.3 geg.on | 11EE@ | BEF=.

Fooon | 106z | Z887Y ioo0.n | 115808 | 8748

Feoon | 1067.E | 4ogyd 1og0on | 11811 | 1082

gog.on | 10948 | £iE8g Hhno | 1898 | el

geo.on | 1116 | 627EF 1ic00n | 11960

gooon | 113808 | Audrd || oo oo -

Ly =cumSumclz: 20 Lydizr =1 3389, 5497,

Mit dem Data/Matrix-Editor kann bei Bedarf auf den symbolischen TIs analog vorge-

gangen werden.
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In der zur Eingabe im Folgeneditor gehdrigen Tabelle liest man ebenfalls das Ergebnis ab:

i F& B £ 5 i Few (3 4 [ FEw Faw F?
va Setuplis il mde [l i P va Zoom|Edit| «[All|Stule|Axes..
4] u e AFLOTS

550, DE00| S92 1, 00G “uﬁfgéfﬂﬂ - 1)+ 5a
E.000E  |900. DO0E|496 1. 895 =
. DOnE |56, DOOE|E0YE. 310 ¢ uEHu2in - L+ ulin - 13)- 1. 04
5. 0000|1009, 0R0[T 528, 171 “&%;ﬁz“
5, 0000|1050, 000|566 1. 295 uiss

. 0000|1100, o0 10099, 75 =

1.0000 [1150.000[11647. 74 uid=
[12. B899 |1206., D00[13309. 65 2=
n=5. RIS
FIMAMZ EAD EXACT ZEQ FIMAMZ EAD EXACT ZEQ

rr21 Loése die beiden Probleme S —
mit Hilfe einer gemein- 9. Geometr. zunehmende Renten.
samen Formel und ver- (Vergl. 8. 79.)

gleiche die Ergebnisse. a. Der Steigerungsfaktor G ist griosser als der
Zinsfaktor 7. ,

Aus: Schlimbach, Politische Aufgabe: Zu ermitteln sei unter Anrechnung von 8!/s%fo

Arithmetik Zinseszinsen der Barwert einer 15 Jahre hindurch nachzahlbaren

Rente, die mit 2000 # beginnt und von Jahr zu Jahr um 4/,
zunimmt. }

Nach der auf Seite 79 entwickelten Formel ist

_ A@Inp—1) 2000 (I¥.IIP,—1)

= o= = 1,04 — 1,035 = 29 986,52 6.

b. Der Steigerungsfaktor 3 ist kleiner als der
Zinstaktor .

Aufgabe: Zu ermitteln sei unter Anrechnung von 4%/, Zinses-
zinsen der Barwert einer 156 Jahre hindurch nachzahlbaren Rente,
die mit 2000 # beginnt und von Jahr zu Jahr um 31/:% zunimmt.

Gemiss der Formelentwicklung auf Seite 79 erhilt man:

AQl—TI2. IIn 2000 (1 —1I, . I19) :
- (<n‘—q) 2 1,(54_15,635 ) _ 9780531 4.

B

Auf dem TI-83+ muss die allgemeine Formel {iber die Summe einer geometrischen Reihe traditionell
ermittelt werden, bevor man durch Substitution der Variablen deren Richtigkeit tiberpriifen kann. Auf
den CAS-TI lasst sich die allgemeine Summe bilden, wobei die Schwierigkeit wahrscheinlich in der
Formulierung des Summanden liegt.

Mit Bezug auf die Angabe bezeichnen wir den Anfangsbetrag mit a und den Steigerungsfaktor mit s.
Der Zinsfaktor ist unser bekannter Aufzinsungsfaktor 7.

Die Zahlungsreihe lautet dann — mit der ersten beginnend: a, a-s, as*, as’, ..., as"". Diese Zahlungen

sind dann 1, 2, ....., n Jahre lang abzuzinsen.
Barwert= a-v+a-s- vV’ +a-s* vV +..+a-s"" V' = SARESA: 15+H: 1. A5
a-v(s"-v"—l) _ 1 e R S
= ﬁ mit v=; 1. A4EREREA

T n P (SRS P13 05
_"r(i)‘l “'[ij‘l 29926, 51324
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s und r vertauscht fithren zur Antwort auf Frage b).

1§ ‘TPr‘ngmIEIF:

1.835+5:8 1. 84+
« B8

HE%ﬂSHE}“H—HﬂiS op

27899, 30583| | s

BaEEE| [~

[2aaa-(1-84)k_1'[ﬁ]k]

k
_ k-1 (_1 ]
k=1[2aaa [1.835) [1_94]

i}
29986. 5132 kzi

ok Dk k. Lndlv=i/r | S ars ik k.l ndlv=1i/r
KAl Fr i’z

FINAHZ

D ERACT FUHC FIMANZ FRD ERACT FUNC |

Auf den CAS-TI ergibt sich sofort die gesuchte Formel. (Beachte das Vorzeichen!)

PR o mmm————— - -

22 Wende die eben 93) Welches Kapitai mul man bei p% Zinsessing einzablen, wenn

erst gewonnenen
Formeln und Ver-
fahren zur Losung
der beiden Aufga-
be an.

Aus: Wallentin, Matu-
ritdtsfragen

man # Jahre lang am Ende eines jeden Juhres eine Rente von
r K beziehen will, welche sich jedes Jahr um %% der am Ende
des ersten Jahres hezogenen Rente vermehrt?

Beispiel: » =400 K, « =4, p =4%,. n =15.

94) A legt mit vollendetern 30. Lebensjahr @ == 5000 A in einer

Bank an, um sich oder seinen Erben eine nach m == 20 Jahren
beginnende, durch s = 20 Jahre dauvernds, vorschulweise von
Jehr zu Jahr um b =50 K steigende Rente zu sichern. Wie
groff wird der erste Rentenbezug sein, wenn die Bank ihren
Berechnungen p = 4% zugrunde legt?

Allgemein nnd spezicll durchzufithren.

NZY TS T3 1l smnrsunmamHedla annhe Tohoan alée mansn sl damsanlioae

[Fi T Fer Trsv]’ruv]’ FE T FE™ T]
- E Al gebralCalc|0ther|PrgmId|Clean Up

. r=1.045 and s=1.04

FIMAMZ EAD EHACT FUHC 4/30

¥
|a=408 and r=1.045 ;

S _[i]” - 1] Das ist eine unmittelbare Anwendung der Uber-
+ legungen aus rr21.

aoan . 2adi
and n=15

1 Fzr Fzwr Fyr FE Fa*
|~r E AlgebralCalc|0ther [PramI0jClean Upl
Um die gewonnene Formel (Funktion) von ros
.. . 13"
rr20 verwenden zu konnen, wird der Be- -a -[s” [?] - 1] b
2 |5=400 and r=1.045 :
=z
zugspunkt ans Ende des 40. Jahres verlegt. .
w solue[So00-01. 84149 = suzrucs, 50, 20, 1.0
x = 364, 6720
w04 d0=ewzruix, 50, 20,1 .04, %3]
FINAKMZ RAD AUTO FUMC EA20

Mit Ce11Sheet kann man den laufenden Kontostand des (lachenden) Erben erzeugen und damit das
Ergebnis auf seine Richtigkeit iberpriifen. In Zelle B1 steht das angesparte Ausgangskapital. In Spalte
C kann der aktuelle Rentenbetrag abgelesen werden. Am Anfang des 41. Jahres ist das Konto leer (bis

auf Rundungsungenauigkeiten).

[_Fiw T rsz i T & Trs T FE™ T r?vT ] ’_Tj’jn- Faw | _FE | F4 Trs T FE™ T FP-T ] [_Fiw T Fiv T rsz i Trs T FE™ T FP-T ]
File|Plot|Edit|Undo| $ |Funcs|Stat ReCalcﬂ File|Plot[Edit|Uhdo] § |Funcs|Stat ReCalcﬂ File|Plot|Edit|Undo| # |Funcs|Stat ReCalcﬂ
rrz|A E: C [u] E rrz|A E C (] E rrz|A E C (] E
i 21168955, 62| 364,67 15 35| 6454, Fr|1064. 67 15 35| 6454, Fr|1064. 67
Z2 Z2[11014.58] 414,67 16 36| S605.70/1114. 67 16 36| S605.70/1114. 67
3 1102391 464,67 17 37| 46VH. 67116467 17 37| 46VH. 67116467
4 24[10981.61] 514,67 12 38| 36d46.24|1214. 67 12 38| 36d46.24|1214. 67
=] 2510985, 62] S84, 67 19 39| 2528.83|1264. 67 19 39 2528. 83126467
3 2E|10753. 73| 614,67 20 49@1314.5? 28 48 1314.?3Fm
I Z2r10523, 88 664,67 21 41 . 05 21 41 . 05
A3: =A2+1 B20: =<Bi9-C1%>*1.04 C20:=  =C1%+50
FINANZ RAD ALTD FUNC FIMANZ FAD_ANTO FUNLC FIMANZ FAD AUTO FINC
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Anhang
Funktionen und Programme fiir die CAS-Rechner.

(Konnen von der Homepage heruntergeladen werden).

Die Funktionen fiir Bar- und Endwert (Erlduterungen findet man in Teil 1)

bw(kap,zeit_j,r_,zp)
kap/r_»(zeit_j*zp)

ew(kap,zeit_,r_,zp)

kap*r_»~(zeit_x*zp)

Die Funktionen fiir Bar- und Endwerte von vor- und nachschiissigen Renten

bwrv(rente,anzahl,rp,r_,zp)

rentex(r_"(-zp*anzahl/rp)-1)/(r_*("zp/rp)-1)

bwrn(rente,anzahl,rp,r_,zp)

bwrv(rente,anzahl,rp,r_,zp)/r_"(zp/rp)

ewrv(rente,anzahl,rp,r_,zp)

bwrv(rente,anzahl,rp,r_,zp)*r_»"(zp*anzahl/rp)

ewrn(rente,anzahl,rp,r_,zp)

bwrn(rente,anzahl,rp,r_,zp)*r_~(zp*anzahl/rp)

ewzrv(a,d,n,r)
rA(n+1)*(a*r-a+d)/(r-1)"2-r*((a+d*n)*r-a-d*(n-1))/(r-1)"2
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fmf () ist eine Funktion, in der eine Variante der finanzmathematischen Grundformel verwendet
wird. Sie kann zur Losung aller Grundaufgaben verwendet werden. Die Parameterliste ist angegeben.
Fiir die unbekannte GréBe kann eine beliebige Variable eingesetzt werden.

Das folgende Programm rente () verwendet diese Formel. Fiir die Eingabe der Parameter wurde
eine benutzerfreundliche Oberflache geschaffen.

fmf (Kapital, (Barwert=@,Endwert=1), Rente,Anzahl, Rp/Jahr,
(vorsch.=@,nachsch.=1), nom.Jahreszins(-diskont), Zp/Jahr,
(Zins=1,Diskont=0))

Beispiel fiir die Anwendung

Welche effektive Verzinsung hat eine Kreditriickzahlung in der Héhe von monatlich 550 USD, die 48
mal vorschiissig fillig ist, wenn der aufgenommene Kredit eine Héhe von 25000 USD hat.

fmf (25000,0,550,48,12,0,zins,1,i) > i = 2,85%

fmf(t1,s1,t2,t3,t6,s2,t4,t5,s3)
Func
Local ti,si,tempfunc,tempstr1,aux1,bd
Local t3_
If s3=1 Then
(1+t4/(100+t5) )~ (t5/t6)-~aux1
Else
1/(1-t4/ (190+t5) )" (t5/t6)-aux1
EndIf

Timit(-t1+t2* (aux1At3_-1)*aux1”(1-s2)/((aux1-1)*aux1”(t3_-
t3_*s1)),t3_,t3)->tempfunc

For ti,1,4,1
"t"&exact(string(ti))-tempstr1
If when(#tempstr1=0,false,false,true) Then
If ti=4 Then
5@-bd
Elself ti=3 Then
1009-bd
ElseIf ti<3 Then
1077-bd
EndIf

Return floor (10@*approx(nSolve(tempfunc=0,#tempstr1) |#tempstri1>@ and
#tempstri<bd)+@.5) /100

EndIf

EndFor

Return "Eingabefehler!"
EndFunc
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Das Programm rente()

rente()

Prgm

Local t1,t2,t3,t4,t5,t6,s1,s2,s3
setMode("Display Digits","FIX 2")
Dialog

Request "Kapital:",t1

Request "Bar-Endwert (@0/1):",s1
Request "Rente:",t2

Request "Anzahl:",t3

Request "Rp/Jahr:",t6

Request "vor-nachsch (@/1):",s2

EndD1og

Dialog

Text "Die Verzinsung:": Text ""
Request "nom. Jahreszins:", t4

Request "Zinsper/Jahr:",t5

Request "Zins-Diskont (i/d):",s3
EndD1log

If s3="i":1-s3

If s3="d":0-s3
expr(t1)-t1:expr(t2)-t2:expr(t3)-t3
expr(t4)-t4:expr(t5)->t5:expr(t6)-t6
expr(s1)-s1:expr(s2)-s2
fmf(t1,s1,t2,1t3,t6,s2,t4,t5,s3)-erg
Disp erg

EndPrgm
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Der symbolische Time-Value-Money-Solver tvms ()

tvms ()

Prgm

Local s1,s2,s3,aux,ii_,gl,ant,bd

Local tempfunc

setMode("Display Digits","FIX 4")

Dialog

Request "Ns=",n_

Request "Is%=",i_

Request "PVs=",pv_

Request "PMTs=",pmt_

Request "FVs=",6fv_

Request "PpY=",6s1_

Request "CpY=",s2_

Request "PMT:end/begin",s3_

EndD1og

If ok=@:Goto ende

expr(n_)-n

If inString(i_,"d")=@ Then
expr(i_)~i

Else

expr(left(i_,dim(i_)-2))~i

EndIf

expr(pv_)-pv

expr (pmt_)-pmt

expr(fv_)-fv

If inString(n_,"x_")>@ Then
1-ant:5000-bd

EndIf

If inString(i_,"x_")>@ Then
2-ant:50@0-bd

EndIf

If inString(pv_,"x_")>@ Then
3-ant:1@"8-bd

EndIf

If inString(pmt_,"x_")>@ Then
4-~ant:10”8-bd

EndIf
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If inString(fv_,"x_")>0@ Then
5-ant:10"8-bd

EndIf

expr(s1_)-s1

If pmt_="@":1-s1

expr(s2_)-s2

If s3_="e":0-s3

If s3_="b":1->s3

If inString(i_,"d")=@ Then
1+i/ (100*ss2)>ii_
Else
1/(1-1/(100*ss2))>ii_
EndIf

Timit(ii_*(ss2/s1),ss2,s2)-aux

Timit(pv+pmt*xaux?s3*(1-aux*(~nn))/(aux-1)+fv/aux*nn,nn,n)->tempfunc

If ant<3: nSolve(tempfunc=0@,x_)|x_>.01 and x_<bd-res

If ant>2: right(solve(tempfunc=@,x_)|x_>"bd and x_<bd)-res

If ant=1 Then

res-ns:string(res)&" "&char(25)-n_

EndIf
If ant=2 Then

res-is:string(res)&" "&char(25)-i_

EndIf
If ant=3 Then

res-pvs:string(res)&" "&char(25)-pv_

EndIf
If ant=4 Then

res-pmts:string(res)&" "&char (25)-pmt_

EndIf
If ant=5 Then

res-fvs:string(res)&" "&char(25)-fv_

EndIf
tvms ()
Lb1 ende
EndPrgm



