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Einleitung

Dieser schone Artikel basiert auf einem Beitrag, den Benno Grabinger fir den DERIVE &
CAS -TI - Newsletter zur Verfligung gestellt hat. Es handelt sich im Wesentlichen um den
Bericht eines mit Schillern durchgefihrten Projekts, das aus der Betrachtung eines simplen
Kartoffelchips entstanden ist.

Er ist ein weiteres hervorragendes Beispiel, wie motivierend der Einsatz von Computeralgebra
im Mathematikunterricht sein kann. Versuchen Sie bitte nach der Lektiire einmal zusammenzu-
fassen, wie viele unterschiedliche Kompetenzen und Handlungsebenen — begonnen mit der
verbalen Beschreibung tber handwerkliche Modellierungen bis zur abstrakten mathematischen
Behandlung — hier angesprochen werden. Da muss ganz einfach fur jeden Schilertyp etwas
Ansprechendes dabei sein.

Benno Grabinger zeigt uns, wie einfach es ist, die Welt der Schiler in den Mathematikunterricht
zu holen. Die Mdglichkeiten von DERIVE 6 mit den Schiebereglern und der Einbindung von Hin-
tergrundbildern in die Grafikfenster erdffnen gerade in dieser Hinsicht vielfaltige Anwendungen.

Kleine Ergadnzungen zeigen, dass auch auf den symbolischen und grafikfahigen Taschenrech-
nern mit naturgemafen Einschrankungen — darstellerischer Natur — gearbeitet werden kann.

Fur den TI-92 / Voyage 200 habe ich vor einiger Zeit ein Programmpaket geschrieben, das ich
nun mit viel Vergniigen eingesetzt habe, um Benno Grabingers DERIVE-Bilder auch auf dem
Schirm des Taschenrechners zu erzeugen.

Benno Grabinger hat auch den eindrucksvollen Zusammenhang zur Architektur deutlich
gemacht. Internetrecherchen und eigene Erlebnisse lassen Schiler und Lehrer sicherlich noch
weitere Vorkommen von HP-Fléachen finden. Fir derartige Hinweise wéren wir sehr dankbar.

SchlieBBlich méchten wir Benno Grabinger recht herzlich dafiir danken, dass er diesen Artikel fir
die Veroffentlichung im Rahmen der T3-Skripten von T3-Osterreich zu Verfiigung gestellt hat.

Josef Bohm
T3—Koordinaf[pr
namens T3-Osterreich
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LEAN UNS KENHMEN PRINGLES TONE DEME FILAGEM HOT LINHS HOHTAKT E
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o Limne Dons Pringles

DEINE PRINGLES SORTEN

Pringles Dippers und Dips

NEU und In der Schwelr schon jetzt erhaitlich.
Ab 1.0uUli 2004 gibt es die Neten von Pringles
dann auch in Deutschiand und Osterraich.

ey gyt
ataa” Vi
ik = fisnie. Unced|ng
Pringles Dippers und Dipg -
Zusamman sind sio cinfach
unwiderstehlich!

www.Pringles.de
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: UNSERE ANTWORTEN

e werden Pringles hergestelit?

A: Pringles sehen anders aus und schmecken auch anders. Wie
kommt dazy Pringlez haben zwwar dhnliche Zutaten wwie ein
Graofdeil  herk@mimlicher  Chips-Produkte,  sber im0 einer
einzigartigen und ungewdhnlichen Mixtur . Yir kaufen Kartoffeln
in Farm won Kartoffelflocken, flogen Wazzer und typische
Lutaten bei und fertigen daraus den Pringles-Teiy. Aus diesem
werden  anschiiefend  die  einbetlich  geformten  Pringles
geschnitten und auf spexiel geformten Blechen schnel-frittiert.
fum Schivzz erhaten die Chips bre geheime Worzmizchung -
und schon =ind Zie auf dem Weyg in deinen Lisblings-Shap. Wiel
Spals beim Snacken!

e hehalten die Chips ibhre Form?

A Die einzigartige geschwungene Form won Pringles und dis Monstruktion unserer Stapel-
Dozen sorgen daflr, dass die einzelnen Chips nicht zerbrechen. YWerwendest Du die
Doze alerdings fir andere Iywwecke slz Zum “erzehr von Pringles kann dies 20 einem
reduzisten Snackaenuss fubren, Deswegen: erst Dose leer machen, dann "kicken™.

Wie kann die Form eines Pringle mathematisch beschrieben werden?
Wo entstehen solche Fragen?

Eine Kursfahrt nach Florenz und Siena war der Ausgangspunkt:
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Ausflug nach Siena
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Gipsmodelle

(hergestellt von Sebastian
Schulz, Leibniz-Gymnasium
Neustadt, 2004)

erleichtern das Arbeiten.

Benno Grabinger 'ﬁ*
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Offenbar sind zwei Symmetrieebenen vorhanden,
welche das Pringle langs der gestrichelten Linien
schneiden.

Der Einfachheit halber soll einmal angenommen
werden, dass die eingezeichneten Schnitte der
Symmetrieebenen mit dem Pringle Parabeln sind.
Wahlt man den Schnittpunkt der eingezeichneten
Linien als Ursprung eines geeigneten Koordi-
natensystems, so konnen die Gleichungen der
Parabeln ermittelt werden, wenn man das Pringle
ausmisst.

Heute schon gepoppt? 4
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Peilt man das Symmetriezentrum des Pringle an, so erhalt man als Projektion in die yz-Ebene
den Punkt R’(0/3/1,5).
(Alle Angaben in cm bezogen auf das x’ y’ z’-Koordinatensystem der Raumecke.)

Fur die Punkte P’ und Q’ erhéalt man: P’(2,3/0/2) und Q’(4,5/3/0).

Zur Umrechnung auf das Koordinatensystem xyz, das als Ursprung das Symmetriezentrum des
Pringle besitzt und dessen Achsen parallel zu denen von X’ y 'z’ sind, ist dann die Verschiebung

2,3
v =| 3 |zu bertcksichtigen.
15

Im xyz-System besitzen die beiden Punkte dann die Koordinaten P(0/-3/0,5) und Q(2,2/0/-1,5).

Fur die Parabel in der yz-Ebene durch den Punkt P erhalt man damit:

0
. 1 . _
z=ay’ - 05=9a undweiters z=-—y? bzw. in Parameterdarstellung: x =| t
18 o
18
Entsprechend ergibt sich fir die Parabel in der xz-Ebene durch Q:
( )
2 2 75 1 °
z=bx 1,5=22°b undweiters: zZ=—-772-X2 5Z=—-2"=X2 > X=
TS 242" 74T 32277 7 22
- 3.227
Diese beiden Parameterdarstellungen werden nun gezeichnet:
Datei Bearbeiten Einfiigen Schreiben Wersinfachen Léssn Analysis Extras Fenster Hife
|
DEEES & B2EX FllemE =% &% lnad [ T +& &
\ I | El= =
K _ [o]l5¢| B igebra 1 Modelldfw 9 (=11E3

1 2
z #1: 0, t, —t

18

X b 1 2
: #2: s, 0, - .5
3.227

DERIVE-Datei modell.dfw
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Man kann die 3D-Darstellung auch auf dem T1-89/92/V oyage 200 erreichen. Dazu steht ein von mir

[-X-]
Benno Grabinger A}

geschriebenes Programmpaket zur Verfuigung. Das Hauptprogramm wird mit pres( ) aufgerufen.

Ich definiere das Achsenkreuz Uber drei Kanten und die beiden Parabeln als Raumkurven. Einige
Screenshotsillustrieren die Vorgangsweise. Als Projektion wurde hier die isometrische Projektion

gewdhlt.

[NTEIRT)

(Quelle und weitere Hinweise zum TI-Programmpaket konnen Sie am Ende des Skriptums finden. Josef

Bohm)

Die Darstellung ist auch auf dem T1 recht ordentlich!

I‘Fi T Fev Trsv]’ Fir T FE T FE™
- E Algebra|Calc|Other|PramI0Clean Up

Fiwr Fer

F= Fu
Tools|Objects |Window [Nl S T F 1 ot

B[S O @]+ xp P [-5 O O]+mxn =[[E|D EIS ElEr]
2 2

'[EI t %]ﬂar‘i [EI t ;*—8]
] o o 2]

l[s a T-sz]-?parﬂ [5 [ ?25425

pres ¢l

Fow

FTopuiey
fFrontylew
PSicevien

bligue Liew
sometiic Pr..
f0imetric Pr.
tMilitary Pr.
fCavalier Pr.
fHxonometric Pr.
tCentral Persp.
f0ther

1
2
3
2t

FREZEHT KAD AUTO FUHC /30

Window Settings: iar‘aNEter‘?arﬁt= arl
=Min = [-1@ araneter: —
#Max @ [10 Par‘ameter*—star*t,. S
uMin = [-& Par‘ameter—fnde: =
uMax = [E] Farameter -incr: L 1]
Enter=0F ESC=CRMCEL rormalsfettspkt |h
Ent.er=0kK ESC=CHHCEL
FREZENT FAD ALTO FIONE FREZEMT FAD AITO FUNC

FREZEMWT ERD AUTO

FUHC

FiT T FEv T B T [ T FSTT
[Tn:u:\l5 Objects (Window|Projection|Flot ]

FREZEHT

KAD AUTO

FUHC

Wie geht es weiter?

Betrachtet man die Schnitte parallel zur yz-Ebene durch das Pringle, so kdnnten diese auch
Parabeln sein, im einfachsten Fall sind diese sogar gleich der Parabel in der yz-Ebene. Um dies
im Modell zu erreichen verschiebt man die Parabel der yz-Ebene so, dass ihr Scheitel auf der
Parabel in der xz-Ebene gleitet.

Dies erreicht man durch Addition eines Verschiebungsvektors v zur Parameterdarstellung der
Parabel, die verschoben werden soll. Den Verschiebungsvektor erhalt man, indem man sich
Uberlegt, wie sich der Ursprung verschiebt. Da dieser auf der zweiten Parabel gleiten soll ergibt

sich:

Heute schon gepoppt? 6
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( ) ( G Vo )
s 0 s S S
V= 0 und weiter X =| t |+ 0 = t = t (%)
__#? ? s 2 s? 2 7582
3.227 18/ \"33277) ‘8 3227/ \18 242
E3
V\\]/x

i
bl
~
—
w
1
=
"w
L]
—_

In der Abbildung sind mit einer Schrittweite von s = 0,2 eine Reihe von verschobenen Parabeln
gezeichnet.

G . y> 75x° y? X2
Aus der Parameterdarstellung (*) ergibt sich unmittelbar: z==—- oder z="—-
18 242 18 3,227
3D-Graph 1:2 ==

2
y 75 2

2 s —m— = X
18 242

Auf dem Tl stelleich die Kurvenschar dar. Aus programmtechnischen Griinden darf der Parameter t fr
die Parameterdarstellung einer Flache nicht verwendet werden, daher wird die Variable u verwendet.

|f1 T Fz Tr: T & T FE T & T ]
- E FllgeEr*a I:a]::, Dth;r* FrarmId I:le-ar::r Up
= = 12] "~ =~ 1=z]
75 o - Parameterform:  [surf ]
l[s 0 === ]+par‘2 [ @ —5]
242 = 242 1.Parameter: [u
z a2 1.Parm—start: [ |
L 75z arm—-star
P e [5 Y 15 " Tzaz ] 1.Parm—ende: [5
2 75227 1.Parm—incr: [J
" surf [t =u s surf [5 U IF "5 Enter—F ESC—CANCEL
presCa
PREZENT FAD ALTO FUNE E750 FREZENT FAD AITD FINRE
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1" j_Fer Fz F! FEr Fa* TF?

m
» = |Zoon|Trace|Rearaph|Math [Draw|-

Fiv Fev 3 Far FEw
Tools|Objects|Window|Projection|Flot

2.Parn: [z
Z.Parm-start: [5
2.Parm—ende! [5_
Z.Parm—incr: [[5

Enter=0k ESC=CAHCEL
FREZEHT EAD_AUTD FIHL FREZEMT EAD_AUTO FUNL

Die Darstellung der Funktion ist im 3D-Modus leicht zu erreichen:

1T Few | _FF P4 [FET. 75 N 1| Fex | F= & FEx |_FE™ [F7
v f=—|Zoon|Edit| ~[A11 :-L*:.-gl-?];E LG T ] + = |Zoon|Trace|Rearaph|Math [Drauw| -
FLOTS
2 o5.,2
¥

] = —

2=y -5z

z2

3=

zd=

z5=

zE=

Zr=

zg=

o
22 Cx, ul=
FRESENT EAD AUTD 0 FRESEMT EAD AUTD =0

Die Darstellung gleicht dem Pringle schon ganz passabel, allein die Begrenzungslinien stimmen
noch nicht.

Da das Pringle in eine zylinderférmige Dose passen muss, ist es naheliegend, die Flache
S - y? 75%°
18 242

mit einem Zylinder, dessen Achse die z-Achse ist, zu schneiden:

= [B| E&Algebra 1 Modell.dfw

K ¥ o
‘I
hees
]
N
i
N F—
'.H‘ T 2
] ]
GEe=Ss= Y n2
g ] #4- -
HEH -ﬂ= . 2=z — - +X
'-EEE = 18 242
b y
i
1] -
R = F LTI 2. COS(t), 2-SIN(t), sl
. =
Fr ,,.=..
RS —
A By et 1
R =

Betrachtet man nur die gemeinsame Schnittmenge von Zylinder und Flache, so erhalt man das
Pringle.

Heute schon gepoppt? 8
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3D-Graph 1:4

2

y 75 2
#4: - X

18 242

#5:  [2.cos(t), 2.SIN(t), s]

£6: IF|x +y < 4, — =

Ausdruck #6 zeigt die ,Produktion" des Pringles. Zu diesem Zweck verwenden wir die
Koordinatendarstellung des Zylinders. Die Gitterlinien werden ausgeblendet und mit einer
geeigneten Farbwahl kénnen wir einen ,natirlich gefarbten® Pringle darstellen.

ZMANTZ.
22y _ui= noontour=10.

o
FRESENT DEG AUTOD El7) PREZEMT DEG AUTO El] PRESEMT DEG AUTO ElT]

Die gemeinsame Darstellung von Zylinder und , Pringle-Flache" 1ot slob et s luiroulProsortionPTat] |
auf dem T1 wird sehr untibersichtlich und die Schnittkurve kann
praktisch nicht wahrgenommen werden. Umso interessanter ware
es, diese Schnittkurve isoliert darzustellen. Dazu bendtigt man aber
die Gleichung der Raumkurve. Ausgehend von der Parame-
terdarstellung des Zylinders und der Gleichung fur die Fléche, ist FRETERT Fit FIRE
die Gleichung der , Pringle-Kurve" leicht gefunden:

(X (2cost) R 2 2
_ . _ " ) {2.C05(t)) 75 (2:SINCEY)
y|=|2sint | und Z—E— e fuhren zu: 2.C0S(tY, 2.SINCD), _

Z Z 18 242

Die, Pringle-Kurve" im Schragriss auf dem
Die Raumkurve im 3D-Fenster von DERIVE: TI dargestellt.

Fiv Few 3 Faw FEw
Tools[Objects|Window|Projection|Plot

N

FREZENT ERD AUTO FUMC
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2 2 2 2
Die dem Pringle zugrundeliegende Gleichung z = y _ oder z Y ist ein
18 242 18 3,227
2 2
Spezialfall des sogenannten hyperbolischen Paraboloids z = Zl—z —% .

Den Einfluss der Konstanten a und b auf die Form des Paraboloids kann man mit folgender
Datei unter Einsatz der Schieberegler zeigen:

[ Derive 6

EEX

Eile Edit Insert Set Options Window Help

NEEHS BX AF ~8 8% @a——=1 1

*

] = =[B]ls v @ [E]

Switch to the 30-Plat Yindow and issue Insert = Slider bar.
Fillin as shown below:

Slider Bar Properties [g]

Wariable Marme:

Minimurn alue:

a

1
Maximum Yalue: &

20

Intervals:

Repeat this step and introduce a second slider har for b.

Then plot the following expression and use the slider bars to vary the
values for 3 and b

Center:0,0,0 lLength: 4.6:6: 8

(aus der englischen Fassung des Artikels im DERIVE Newsletter #59), DERIVE-Datei hyperbolic

paraboloid.dfw

Mit etwas Geschick lassen die Schieberegler jeweils eine Parabel langs der anderen gleiten:

1 2
parl := |:CI, t, —-t :| G J_ =2
18 .
2
¥5.s
par2 = |s, 0, -
242
_ >
1 2 75w
|:D, t, —t :|+ w, 0, —
18 L 242
_ >
1 2 75
|:D, u, L :|+ =, 0, -
18 L 242

Heute schon gepoppt? 10
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Das hyperbolische Paraboloid
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Das Wort Paraboloid ist aufgrund der zuvor betrachteten aufeinander gleitenden Parabeln,
welche die Flache erzeugen klar. Der Zusatz hyperbolisch beruht auf der Form der Schnittkurve
des Paraboloids mit Ebenen die parallel zu xy-Ebene sind:

i

Auf dem Tl verwendet man wieder den 3D-Modus. Um die Hyperbel (n) sichtbar zu machen hat man zwei
Moglichkeiten:

man sucht die Schnittlinie mit einer horizontalen Ebene (zB z = 0)
oder man lasst gleich mehrere Schnittlinien mit Horizontalebenen zeichnen. Diese ,, Hohenschichten-
linien" werden auch Konturlinien oder Konturkurven genannt. Sie lassen sich auf dem TI sofort
zeichnen. (Manchmal bedarf es dazu langerer Rechenzeiten und es muss auch gentigend Speicherplatz

frel sein.)

1 Few 1_F% FEw | FE™
- E Zoon | Trace Regr‘aph Mtk O |

f§ i?

HMAIN EAD EXACT ElT]

T Fev

- f—|Zoom

eyed=Fa. 7
eye+=135.65
egey=175. 103
®MIN= T
HMEH=D,

=arid=z25.
ymim
gmax=
Qgrid=25.
zmin=-1.

Zmax=2.
ncontour=10.

FREZEHT KAD AUTO E]]

1 Fzr Fx Y4 [ FEw B
| zoamlEdit] v [A11]se

BN
H

A ]

FLOTE
Flot 1fle ® xeclwcz
2 2

_d° oM

i 181( ‘)1 1€ pEQ

zilw, ). zllx, 9
v’zZiD E'15E'

3

zd=

z5=

zE=

23w, gd=

FREZENT ERD AUTO

ElT]

1M _Fzr Fz

FEw Fa+

- f=—|Zoon |Trace Regr‘aph Math|Oraw) - F::p iri::

FREZEHT KAD AUTO

E]]
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Die Grafik legt den Verdacht nahe, dass die Schnittkurve von Ebene und Paraboloid eine
Hyperbel sein konnte.

Betrachtet man die Ebene z = k, dann findet man fiir die Schnittkurve die Darstellung:

Die néchsten Screenshots zeigen die Einstellungen, die eine Schar von ,, Héhenschichtenlinien” des
Paraboloids im 3D-Modus auf dem TI erzeugen.

1 Fer
- E BT ]

eyed

Zmax=d.
ncontour=9,

FREZENT ERD AUTO ElT] FREZEMT ERD AUTO =0

Beispiele

1. Istk =-1 (obige DERIVE-Abbildung), so ergibt sich:
B y2 X2 _ X2 y2
e e T e e
Das ist die Gleichung einer Hyperbel im xy-Koordinatensystem.

2. stk =1 (folgende Abbildung links), dann erhalt man:

2 2
1= ;—2 - 2—2 dh. eine Hyperbel im yx-Koordinatensystem.

3. FlUrk=0ergibtsich 0 = % + . dh. die Schnittkurve zerfallt in 2 Geraden (Abbildung

o | <

rechts):

[NTEIRT)

Heute schon gepoppt? 12
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Man bezeichnet diese beiden Geraden als die Hauptscheitelerzeugenden des hyperbolischen
Paraboloids. Ihr Schnittpunkt liegt auf der Achse des Paraboloids und heif3t Scheitel.

Die unterschiedlichen Falle lassen sich wieder mit dem Schieberegler sehr schén veranschau-
lichen, wenn man zusétzlich zur Flache eine variable Ebene z = k zeichnen lasst und fir k einen
Schieberegler einfuihrt. Um die Grafiken klarer zu gestalten, lassen wir die Gitterlinien nicht
zeichnen und erreichen ein wenig einen photorealistischen Effekt. (Einstellungen und drei
verschiedene Werte fiir k.)

% % |

i}(—-)-u—‘@(——b]‘ l

__||__[|nlg§®\|jz§ EE;‘

Slider Bar Properties

Wariable Mame: k z
Minimum  alue: -4
I arirnum W ale: 4

MDE_J— 4uu/ '
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DERIVE lasst - vorderhand — die direkte
Darstellung der Konturkurven nicht zu. Was
aber leicht zu bewerstelligen ist, ist der
Grundriss — die Draufsicht — auf eine Schar
dieser Kurven:

¥
VECTOR| k = - k=5, 5
1& 242

Diese Grafik ist nattrlich im 2D-Fenster zu
erstellen.

2 2
Aus der Gleichung -z = Zl—z —% des hyperbolischen Paraboloids ergeben sich sofort die

folgenden Eigenschaften:

e Uber jedem Punkt der Grundrissebene (xy-Ebene) liegt genau ein Punkt des hyperbolischen
Paraboloids.

e Dieyz-Ebene x = 0 ist Symmetrieebene der Flache, da die Variable x nur quadratisch
auftritt, d.h. liegt P(x/y/z) auf der Flache, dann auch der zur yz-Ebene symmetrisch liegende
Punkt P*(-x/y/z).

e Die xz-Ebene y = 0 ist Symmetrieebene der Flache, da die Variable y nur quadratisch auftritt,
d.h. liegt Q(x/y/z) auf der Flache, dann auch der zur xz-Ebene symmetrisch liegende Punkt
Q*(x/-ylz).

e Die Schnittgerade der beiden Symmetrieebenen - in unserer Aufstellung die z-Achse - ist
eine Symmetrieachse. Sie heildt auch Achse des hyperbolischen Paraboloids.

Die folgenden Grafiken wurden mit der DERIVE-Datei intersection.dfw erzeugt.

Heute schon gepoppt? 14
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Sattelflache: Membrantberdachung fir die Bundesgartenschau in Koin, 1957.
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In der Architektur finden sich viele Anwendungen des hyperbolischen Paraboloids.

Hier sind einige Beispiele:
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Auf der Webseite http://www.stellenboschwriters.com/ findet man:
Was ist ein Hyperbolisches Paraboloid?

Ganz einfach, es ist der mathematische Name fiir die Form eines Sattels. Nehmen Sie zum
Beispiel ein Stiick Stoff.

LY

A D

Biegen Sie die beiden Ecken, A und C, nach oben und befestigen Sie sie. Danach biegen Sie
die anderen Ecken, B und D, nach unten . Wenn Ihr Stiick Stoff gro3 genug ist, kénnen Sie es
jetzt als Sonnendach benutzen, so wie wir das damals an Bord unserer Yacht getan haben.
Unser Dach hat dieselbe Form. Sie wird auch HP Schale genannt.

Ein weiteres Beispiel: http://www.bingham.nl.enfotosadel.html

Sattelflache
Die Sattelflache besteht aus zwei Hoch- und zwei Tiefpunkten, zwischen denen die Membran
gespannt wird.

kammng 1

kroamniring 2

Zadelvlak © Tentech

Heute schon gepoppt? 16
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2 2
Es wird das Paraboloid z = i—z—% betrachtet. Auf diesem Paraboloid werden die Punkte A, B,

C und D so gewahlt, dass A und C in der H6he h unterhalb der xy-Ebene liegen, beide mit der
y-Koordinate 0. Die Punkte B und D sollen in der Hohe h oberhalb der xy-Ebene liegen, beide
mit der x-Koordinate 0. (Abbildung, C ist verdeckt)

z

Fur B gilt deshalb: B(0/y/h).

2 2
Um y zu bestimmen wird in die Gleichung z = i:—z - )k(—z eingesetzt:

y2 = hk2 bzw. |y| = kvh.
Also ist B(0/k+h /h) und D(0/-k+h/h).
Entsprechend ergibt sich: A(kx/ﬁ/O/— h) und C(—kx/ﬁ/O/— h).

Schneidet man das Paraboloid mit dem Wiirfel, dessen Eckpunkte durch A, B, C und D gebildet
werden, so ahnelt die entstehende Form der zuvor erwahnten aufgehdngten Membran.

z

Wie erhélt man diese Schnittfigur?
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Der Punkt E hat die Koordinaten E(O/k\/ﬁl— h).
Die Gleichung der Ebene durch die Punkte A, B und E ist:  =r, + AB+ AE.

X k\/ﬁ —k\/ﬁ —k\/ﬁ
yl=| 0 [+m kvh |+n| kvh |.
Z —-h 2h 0

Daraus folgt x +y = kvh. Entsprechend kann man die Ebenengleichungen der restlichen
Wiirfelflachen berechnen und erhélt dabei als Bedingung fiir das Wiirfelinnere:

X +y| < kvh und |x —y| <kvh und |7 <h

DERIVE-Datei suspended.dfw

Die letzte Abbildung legt nahe, dass die Geraden g(A,B) und g(C,D) vdllig in dem hyper-
bolischen Paraboloid liegen. Diese Vermutung wird durch Rechnung Uberprift:

k/h —kvh
g(AB): = 0 [+m| kvh |.
-h 2h
Setzt man die Koordinatendarstellungen in z =k—§—ﬁ—z ein, so ergibt sich:
2 2 2 K2 _ 2
yox-m k'; h_(kvh k”;k%) —m?h—(Jh —myh)2 =—h+2mh =z, d.h. alle Punkte der

Geraden g(A,B) sind Elemente des hyperbolischen Paraboloids.

Eine entsprechende Rechnung zeigt, dass auch die Gerade g(C,D) véllig in dem hyperbolischen
Paraboloid verlauft. Das Ergebnis der nachsten Uberlegung ist, dass es weitere Geraden gibt,
die vollstandig in der HP-Flache liegen.

1.  Stelle die Gleichung fur die Strecke AB auf.

2 Stelle die Gleichung fur die Strecke DC auf.

3. Unterteile AB und DC jeweils in 10 gleichlange Teilstlicke.
4

Stelle die Gleichung fur die Strecke PQ auf, wobei P der i-te Teilungspunkt von AB und Q
der i-te Teilungspunkt von DC ist.

Dy
Dann liegt die Gerade g(P,Q) voéllig in der ‘ B

HP-Fléche.

Fuhre dies fir alle Teilungspunkte durch:

Heute schon gepoppt? 18
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Rechnerischer Nachweis:

k/h —kvh
Strecke AB: Xx=| 0 |+s| kvh | mit se [0;1], Teilungspunkte Gber s =0.1, 0.2, ..., 0.9
-h 2h
0 —kvh
Strecke DC: X =|—-kvh |+s| kvh | mit se [0;1], Teilungspunkte tber s =0.1, 0.2, ..., 0.9
h -2h

Gerade durch Teilungspunkte Ps und Qs (mit festem s und variablem t):

kvn)  [~kvh 0 -k (kdh)  [~kvh
X=| 0 |+s| kvh |+t||-kvh |[+s|kvh|-| 0 |=s| kvh ||=
-h 2h h -2h -h 2h

=| 0 |+s| kvh |+t|—kvh|+s-t| O
—h 2h 2h —4h

kvn) (-kvh)  (—kh { 0 }
(%)

Diese Punktmenge liegt vollstandig auf der HP-Flache, denn:

x =kvh —skvh —tkvh

y=skx/ﬁ—tk\/ﬁ
z=-h+2sh+2th-4sth

y? x2 _k(svh-tvhp? Kk2(/h-svh-tvhy _

k2 k2 k2 k2
=h(s2 -2st+t2 - ((1-s)-t)2)=-h—-2sh+2th+st(-4h)=z

Was ergibt sich, wenn man in X ein festes t und ein variables s mit s € [0;1] wahlt?

[NTEIRT)
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Losung: fur ein festes t

A

Andert man sowohl s als auch t im Bereich
[0;1], dann ergeben sich zwei Scharen von
Geraden, die vollstandig auf der Flache
liegen.

Besser als jede Grafik ist natirlich ein Modell
( gebaut von Dirk Barthel, Leibniz-Gymna-
sium Neustadt, 2004)

Benno Grabinger 'ﬁ*

[TERE])

fir verschiedene Werte von t:

LV
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Nun wieder zur Darstellung auf dem TI.

Véllig ident zur Durchfiihrung am PC werden die Punkte, die den Wiirfel definieren festgelegt. Uber die
beiden Diagonalen AB und CD in Parameterdarstellung erhélt man Paare von Teilungspunkten, die
jeweils zu gleichen Wert des Parameters s gehdren. Es folgen einige ,, Szenenausschnitte®

1 b a|cotc ot her|FramIo)c1emn Us| | 1 dbra|cote |0t her|FramI0|c1e sy Us| |
CTLHRTE O hr=* Lo E o fl .m-k S-E-k -2k
g -[Rh-k K]l+d [@ -Jh-k H] Bgl3s10) + p [?lﬂ 10 5 ]
-Elﬂrm'k 'h%'?‘i Elzlrm-k 'h% md+s-fc-d)+ 2= Dorel
s[-]hk @ hl+ -lhk @ h
2hk Flhck 20k
[Fk @ hl*a Rk @ hl " 2030100 5 g [—m ~-n ; ]
g -[h-k -h]l+h_ [@ -IR-k -H] mgliud + we-(a2iul — gltud] + hptu, wl Diohe
ma+s-(b-al)+alis) Done I+ k: 2+h 2
ats¥(h—al)*gl{sy 3+k:iZ2+h
FREEZENT FAD ALUTO FUMC 14/%0 FREEZEMT FAD AUTO FUHC 14/%0
Bei den Fensterkoordinaten ist darauf zu achten, ]
dass (xmax—xmin) : (ymax-ymin) sich wie 7:3
. wscl=1.
verhaten, wenn man unverzerrte Bilder erhalten i 48
mdchte. deeacl:
FREZEMT FAD AUTO FUHC

Zuerst wird die Darstellung des Wiirfels mit einer Erzeugenden der Fléche im Schrégriss gezeigt, dann
eine Schar von 10 Erzeugenden.

1| _Fev

[E &l FEw [_F&* |F7 [ 1| _Fex | F% &l FE | _FE¥ [F7
- f=—|Zoon|Trace|Regraph|Math [DFaw |+ H - f=—|Zoon|Trace|Regraph|Mat.h[0raw|~

FREZENT ERD AUTO FUMC FREZEMT ERD AUTO FUMC

Nun erfolgt die Présentation in Perspektive:

1" j_Fer Fz FY4 FEr Fa* TF?

- f=—|Zoon|Trace|RegraphMath [DFaw |-

Parameterformn:  [hpdu, w)

r ™y
1.Parameter: [u

Augpunkt: [[S0,40,61] ] 1.Parm-start: [
Erfter=0K ESC=CANCEL 1.Farm-ende: [

1.Parm—-incr: [1

Ent.er=0kK ESC=CHHCEL

FRESENT FAD ALTO FUNC FRESENT FAD_AUTO FUNE
1| _Fex | F= & FE~ | _FE™ |F7 T Fiv Fev B FuT FEw
- f=—|Zoon|Trace|RegraphMath [DFaw |- H Tools|Objects|lindow|Projection|Plot

Z.Parm:  [u
Z2.Parm-start: [@
Z.Parm—ende: 1

2 Parm—incr: L1
Enter=0kK ESC=CAHCEL
FREZENT FAD ALTD FURL FREZENT RAD AUTO FURC
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Macht man die Anderungen von s und t schlieBlich stetig, so ergibt sich das folgende Bild (links):
Dieses Bild ist vom gewohnten hyperbolischen Paraboloid nicht zu unterscheiden. Das kann

2 2
man zeigen, indem man in diese Grafik mit der zu z =3k/—2—ﬁ—2 (*=**) gehdrenden Flache

Uberlagert:

] .
— ¥
—] _\_\_\_\—‘_‘_‘—~—\_
0

DERIVE-Datei membranl.dfw

Die Zeichnungen veranschaulichen, dass die Punktmengen, die durch (+*) und (**x) definiert
werden, identisch sind.

Der rechnerische Nachweis ist nicht schwierig (siehe DERIVE-Durchfiihrung weiter unten):

Wir haben oben gezeigt, dass jeder Punkt von (x*) auch ein Punkt von (x#x) ist. Wir miissen
noch erganzend zeigen, dass auch jeder Punkt von (%) auf (+*) liegt.

2 2
Sei P(x/y/i—z—z—zj ein beliebiger Punkt von (#xx). Die Koordinatendarstellung von () ist:

#1:  x_ci=x = kofh - sekofh - tikeJh
#2: y_ci=y = sikofh - tikafh
#3: zcizzz=-h+ 2:sh+ 2:th - 4is0tih

#4: y e -xc=(y —x = Jhke(2:s - 1)

¥ -y - Jhek
#5: SOLVECy — % = Jheke(2:s - 1), ) = |5 =2 - ——M
2./hk
#6: oy c+x_c=(x+y= Jhk (1l - 2.6
¥+ y — Jhek
#7: SOLVE(x + y = Jheke L - 201), ) = |2 20—
2thk
¥ -y — Jhek %+ vy - Jhk
#8: EXPAND| SUBST| z_c, [=, t], |- -
2ohek 2ofhek
2 2
¥ X
#9: FAN e e
2 2
k k
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Die Computeralgebra lésst am Tl eine fast identische Durchfiihrung zu:

I‘Fi"mT Fer T rsv]’ R T FE T FE™ T ] I‘Fi"mT Fer T rsv]’ R T FE T FE™ T ]
= §=—|Alaebral|Calc|0ther |Prani0|Clean Up = §=—|Alaebral|Calc|0ther |Prani0|Clean Up
= T T

mDellar k. h Dohe S

mx=hp(s, by | +x_C o - w_C y-x=[R-ki(2-5-1)
w=-JRks-Thk-t+Rk weolvelu-x=[h k(25 -1], =)
"ushpis,t)y gty u=lRks-JR k-t 5=W
Br=hpls,t) +zZ_o o
1,3 Wy_Co+ KD x+u=lh-k-2-Jh k-t

maoluelx+u=Jh-k-2-Jh-k-t.t)
cluetxtg=JChd*k—2%xJChr*k*t £

FREZENT ERD AUTO FUMC 1030 FREZENT ERD AUTO FUMC 1030

1 Fiv FEx [_ Fuw FE FE™ I‘Fi T Fiv Tr:v]’ i T FE T FE™ T ]
I:alc, Other [PramI0Clean Up - E Algebra|Calc|0ther |Prgmld|Clean Up

solvelxFfu=Jh-kE=2"Jh- kT, L]

z=-h(2-5-110(2-t - 1)

T O I A
MR T e e T
T P ;175 I LIV 2=t lxoy)
- z-Ihk z-Ihk k . o
A )= —w) [ '(><+HJ-(><-HJ] u =
= m axpand| z = == _-Z_
k= k2 kS k=
expandtans (12> expandtans (1))
FREZEMT FAD AUTO FUHC 8/20 Harnind: Dardin may be Tarder

Eine schdne Aufgabe fur Schiler ist es, die Vorgangsweise zu verallgemeinern, d.h. zu
beliebigen vier Punkten eines windschiefen Vierecks die von ihnen aufgespannte Flache zu
finden. Die entstehende verallgemeinerte Formel (mit den Koordinaten der vier Punkte als
Parameter) kann dann leicht fur die vorliegende Flache verifiziert werden.

Mit DERIVE kann das so aussehen:

gla, b, t) = a+ te(b - a)

hpfa, b, ¢, d, s, t3 = gla, b, s) + t:{gld, <, =) - gla, b, =1}

hp(A, B, C, D}

[— Jhekefs + t = 1), Jhekefs = 1), = he(2e5:(2:t = 1) — 2+t + 13]

SOLUTIONS(x = — Jheko(s + £ = 1) Ay = Jheke(s - £ A 2 = - he(2:5:(2:t - 1) - 2.t + 1), [2, 5, t])
Gy ly - %) x =y = Jhek x +y = Jhek

2 2:hek 2:Jhk
k

 + wlely — %)
EXPAND =
2
k

Oder gleich direkt:

(SOLUTIONS(Cx = — Jhekes + £ - 1) Ay = Jhekefs - t) A 2= - he(2:5.02:t - 1) - 2.t + 12, [z, s, 1IN
1,1

o+ ¥l-ly — %)

2
k

Damit ist die ,Probe” fir die Formel gefunden. Sie wird an einem anderen Wirfel getestet:
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hp(ld, O, O, [4, O, 4], [4, 4, 0], [0, 4, 41}

[des, det, d:(t — s+ (2.t - 137]

Der Ubergang von der Parameterdarstellung zu Funktion ist vorgezeichnet. AnschlieRend wird
der Funktionsgraph zum vorliegenden Graph hinzugefiigt und man erkennt sehr deutlich die
Aquivalenz der beiden Reprasentationen.

(SOLUTIONS(x = dus A y = det a2 = 44t — s:(2:t = 127, [z, =, t13)
1,1

2ey = %20y - 2]

2

*f o

Dass die vier Aufhdngungspunkte nicht die Ecken eines Wirfels sein missen, zeigt das nachste
Beispiel. Die erste Matrix erzeugt die isolierten Punkte, wahrend die zweite das windschiefe
flachenerzeugende Viereck zeichnen lasst.
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-2 0 -3
[ [-2, 0, -3]
4 5 0 .
[4, 5, 0]
| 6 0 s
(6, 0, &]
1 4 3 z
L [1, 4, 3]
I L -2 0 -3 ]

s

hp(l-2, O, =31, [4, 5, 0], [&6, 0, &1, [1, 4, 312

[=2+(6 — £ + 3+t - 2, =405 - 9t + dot, =0 (24t + 30 + 61 - 3]
In diesem Fall besteht die Funktion aus zwei Teilen, die mit OR zusammengefasst werden.

SOLUTIONSEx = s+ — t3 + 3+t — 2 Ay = 585 - 9 t) + 4t a2 = {2t + 3) + 6.t - 3, [z, 5, t]

2 2
243 f(BLvx - 2.x:(9ey + 1490 + v+ 53d.y — 8390 — 388%.x + 933.y + 1171
Z = - w2 =
2254

2 2
243 f(BLlex - 2:x.(9ey + 149) + v+ 534.y — 839) + 3889.x — 933.y — 1171

2254

Der linke Graph zeigt wieder die Darstellung aus der Parameterform und im rechten wird dieser
mit den beiden Funktionsgraphen Uberlagert.

" s
. . Y T
A e T L P
o LU R ..p-ﬁ.-"w—.."""
TR \ﬁ‘s'\'-*#fq‘;*q?ﬂ

Man kann nun bei beiden Termen die Wurzel ,wegbringen* und erhélt so identische Terme, die
guadratisch in z sind. Das ist dann die implizite Form der entstehenden Flache. DERIVE kann —
leider — implizite Funktionen im 3D-Fenster nicht darstellen.
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Aber es bietet sich ein Ausweg. Wenn man DPGraph installiert hat, kann man mit einem

Tastendruck auf <+ eine animierbare Darstellung erhalten.

2 2
2438l — 2.x.(9ey + 1490 + ¥+ 534y — 839) + 388G.x — 933.y — 1171

2254
wird umgeformt zu:

2 2 2
(3885.% — 933.y — 2254,z — 1171) = 59049.(8l.x - Z.x:(9y + 149) + y + 534.y — 835)

Schief3lich hinterlegen wir das 3D-Fenster mit dem Bild des Pringle und versuchen, dieses mit
dem Graphen der Begrenzungslinie zur Deckung zu bringen. Wegen der perspektivischen
Darstellung aus verschiedenen — unbekannten — Augpunkten gelingt das nur unzureichend, aber
doch so weit, dass die grundsatzliche Ubereinstimmung erkannt werden kann.

Anmerkung: Auf dem TI 1&8sst sich vollkommen anal og vorgehen.
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Die folgenden Bilder zeigen einige Bauformen mit hyperbolischen Paraboloiden:

Kirche St. Suitbert, Essen-Uberruhr, Architekt Josef Lembroek
http://www.tragwerkstatt.de/i pp/proj ekte/kat-09/09-03.htm

Der so gennante “"Saddledome” in Calgary, Canada

Die ndchsten Aufnahmen zeigen das Restaurant LOS MANANTTIALES in Xchochimilco,
einem Vorort von Mexico-City. Erbaut wurde das Lokal 1958 von Felix Candela. Das Dach
besteht aus hyperbolischen Paraboloiden. (Die abgebildete Person ist der Autor dieses
Artikels, Benno Grabinger).
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g

Ein DERIVE-Konturplot der HP-Flache (siehe DERIVE Newsletter #60, erscheint im Dezember 2005)
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Wie bereits friiher erwéhnt, gibt es fir DERIVE unter den vielen Funktionen in den zur Verfi-
gung gestellten Pakete keine zur Herstellung von Konturlinien (Hohenschichtenlinien). Eine
Anfrage eines DERIVE Usergroup Mitglieds war Anlass, eine Funktion zu schreiben (eigentlich
ein Programm), die dieses leistet.

Peter Schofield (UK) und Josef Bbhm haben in Teamarbeit eine leistungsfahige Routine
erzeugt.

»
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