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Mathematisieren mit Funktionen

Luc Gheysens

Die neuen Lehrpline fiir die 3. Stufe der Allgemeinbildenden Hoheren Schulen (ASO) sehen die
Maoglichkeit vor, Projekt- und Seminararbeiten in den Unterricht aufzunehmen. Sowohl fiir die
allgemeinbildenden, als auch fiir die technisch und musisch ausgerichteten Schulen ist eine auf
Untersuchung ausgerichtete Lernhaltung ein erstrebenswertes Ziel. Im weiten Angebot der
Mathematiklehrbiicher gehen die Autoren auf diese neue Sichtweise ein, indem sie sehr brauchbare
Materialien publizieren, in denen die Mathematik das Werkzeug fir ficheriibergreifende
Anwendungen darstellt. Auf diese Materialien wird in der Zusammenstellung fiir dieses Skriptum
eifrig zurtickgegriffen.

Diese Arbeitsauftrige bieten die Gelegenheit, um die Schiiler in der 9. und 10. Schulstufe unter
Anleitung und Begleitung des Lehrers/der Lehrerin eine Anzahl von Funktionen eigenstéindig
entdecken und untersuchen zu lassen. Dabei ist es besonders wichtig, dass sie die Auftriage selbstindig
(entweder alleine oder in Form einer Gruppenarbeit) durcharbeiten. Die Lésungen und die personliche
Begleitung durch die Lehrkraft sollen dabei helfen.

Fir das Aufstellen der Funktionsvorschriften und fiir die Losung der Auftrige werden wir den
grafischen Taschenrechner TI-83+ / TI-84+ als Hilfsmittel einsetzen. Die Aufgaben konnen aber
ebenso mit einem Computerprogramm wie z.B. Graphmatica (kann gratis von
http://www.graphmatica.com  heruntergeladen werden) bearbeitet werden. Bei einigen

Aufgaben werden wir uns auf Derive oder Cabri beziehen, oder es werden die ndtigen Informationen
tiber das Internet zu suchen sein.

Neben einer Reihe von innermathematischen Problemen wird eine Anzahl von Aufgaben angeboten,
die man wegen ihrer Verbindung zu Physik, Mechanik, Astronomie, Wirtschaft usw. als
fiacheriibergreifende Anwendungen ansehen kann.

Dabei ist die Technik des Mathematisierens und des Problemlésens von besonderer Bedeutung. Dieser
Tatsache messen die neuen Lehrpline besondere Bedeutung zu. Wir zitieren:

Die Schiiler werden innerhalb und auflerhalb der Mathematikausbildung mit unterschiedlichen
Problemen konfrontiert, die doch manchmal recht kompliziert sind. Wenn sie ihre Mathematikkennt-
nisse geeignet einsetzen, konnen sie deren Komplexitdt herabsetzen. Dazu miissen sie das Problem
rasch untersuchen und analysieren und weiters dessen mathematische Komponenten erkennen und
unterscheiden konnen. Durch das Umsetzen in ein mathematisches Modell kann das Problem oft
deutlicher gemacht werden. Oft lduft es darauf hinaus, die richtigen Daten zu suchen, die Frage-
stellung richtig und klar zu formulieren, die im Text vorgefundenen Beziehungen in mathematischen
Ausdriicken zu beschreiben. Das Ergebnis ist dann eine Gleichung, eine Behauptung, eine
geometrische Darstellung, .... Mit Hilfe der verfiigharen Mathematikkenntnisse kannanschlieffend
das (mathematisierte) Problem mit bekannten Losungsmethoden behandelt werden. Das Resultat muss
natiirlich im Kontext interpretiert werden, um festzustellen, ob es auch brauchbar ist.
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Bei der Aufgabenstellung setzen die Schiiler heuristische Methoden ein, die oft auf andere
Problemsituationen tibertragbar sind. Die mathematischen Inhalte dienen hier nur zur Unterstiitzung

der Entwicklung von allgemeinen Fertigkeiten zur Problemlosung.

So konnen die Schiiler unter anderem lernen,

- sich eine gute Vorstellung von einem Problem zu verschaffen, (u.a. die Problemstellung und die
mathematische Umsetzung wieder zu erkennen);

- die Zusammenhdnge innerhalb des Problems zu analysieren, zB wichtige und iiberfliissige
Informationen zu unterscheiden, bzw. fehlende Inforamtionen zu besorgen;

- wenn nétig, eine Losungsstrategie aufzustellen, wie etwa das Zerlegen in Teilaufgaben, die
Problemstellung einzuschrdnken, eine Vermutung aufzustellen und diese auch zu iiberpriifen;

- geeignete Hilfsmittel einzusetzen, wie zB fachspezifischen Informationen einzuholen, Handbiicher
zu gebrauchen, Einsatz der Informationstechnologie;

- der Interpretation der Ergebnisse besonderes Augenmerk schenken,

- eine Haltung fiir sowohl die Zuriickschau als auch fiir die Phase des Erstellens und/oder der
Problemanalyse und fiir den effektiven Losungsprozess zu entwickeln;

- iiber den verfolgten Losungsweg zu reflektieren und daraus Schliisse fiir die Behandlung nachfol-
gender Probleme zu ziehen, wie zB die Mathematikkenntnisse zu verbessern oder besser zu
strukturieren, bestimmte Fertigkeiten zu iiben, bessere Verfahrensschemata ausarbeiten,
Teilprobleme wiederholen.

Die Problembehandlung mit Hilfe der Mathematik kann bei den Schiilern Auffassungen tiber und
Haltungen zur Mathematik entwickeln. So sollen sie erkennen, dass Mathematik mehr ist als eine
Sammlung von Regeln, sondern sehr wirkungsvoll eingesetzt werden kann, um Probleme aus dem
tiglichen Leben zu losen, oder zumindest eine bessere Einsicht in diese zu gewinnen.

Sie konnen erkennen, dass die Fertigkeiten, die sie zur Problemlésung im Rahmen des Mathematik-
unterrichts erworben haben, auch zur Losung von anderen Problemen eingesetzt werden konnen. So
kann eine untersuchende Grundhaltung fiir jeden Problemldseprozess gewonnen werden (zB Sammeln
von Daten und Informationen, Suchen nach und Wiederholen von Wissen, kritische Betrachtung jeg-
licher Information). So entwickelt ein mathematischer Zugang zur Problemlosung oft Durchsetzungs-
vermogen und ein Gefiihl fiir Genauigkeit. Eine Einstellung von systematisch reflektierender Riick-
schau auf einen Losungsprozess kann lehren, Fehler zu vermeiden und auf dem Weg zu bleiben.
Dadurch soll die Zufriedenheit iiber die Ausfiihrung eines Aufirags zunehmen, woraus der Glaube an
die eigenen Fdhigkeiten und das Selbstvertrauen der Schiiler gesteigert kann.

Diese Haltungen sind auch von grundlegender Bedeutung fiir jede Art von Lernen: eine untersuchende

neugierige Einstellung, Durchsetzungsvermogen, Vertrauen in die eigenen Fdihigkeiten, kontrolliertes
Ausfiihven eines Plans, reflektierendes feedback, ....
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1 POLYNOMFUNKTIONEN

Problem 1  Grenzkosten (Dank an Kollegen Walter De Volder).

Eine Firma produziert Kugelschreiber. Die gesamten téiglichen Produktions-
kosten K(x) hingen von der Produktionsmenge x ab.

(Produktionseinheit 1000 Stk, Geldeinheit € 2,5).

Die folgende Tabelle gibt die ndtigen Informationen:

x | 0 2 4 6 8 10

Kx)| 32 959 112 1758 384,2 832

Arbeitsauftrige
1.1  Verwende den GTR und zeige, dass die Kostenfunktion K(x) ndherungsweise durch
K(x) = 2x° — 18x* + 60x + 32 beschrieben werden kann.

Schreibe die x-Werte in die Liste L1, die K(x)-Werte in die Liste L2 und fiihre die
kubische Regression iiber STAT CALC 6:CubicReg aus. Vergleiche das Ergebnis
des GTR mit dem Ergebnis, das du mit Hilfe von Graphmatica erhiltst.

Skizziere hier die Grafik der Kostenfunktion K(x).

1.2 Die Kugelschreiber werden um 50 Geldeinheiten pro Produktionseinheit verkauft. Die
Erlosfunktion lautet demnach E(x) = 50x.

Die Gewinnfunktion G wird dann beschrieben durch G(x) = ..........ccocvrviiriininniennene.

Bringe die K(x), die Erlosfunktion E(x) und die Gewinnfunktion G(x) auf dem GTR in
einem geeigneten Fenster zur Ansicht. Wihle fiir Xmin und Xmax die Werte 0 und 9,4.
Welchen Vorteil hat diese Wahl? Ubertrage die Grafiken von E(x) und G(x) in das obige
Koordinatensystem.
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1.3 Fir welchen Wert x wird G(x) maximal?

Rechnung;:

G'(x)=0 <

Offensichtlich ergibt sich der maximale Gewinn fiir eine tigliche Produktionsmenge
von 5,708 Produktionseinheiten. (5708 Stiick pro Tag).

Wir kénnen nun den folgenden Schluss ziehen:
Der Maximalgewinn betragt .......... Geldeinheiten oder ......... x€25=€ ... .

1.4 Zeige, dass fiir diesen x-Wert die Tangenten an die Graphen der Kostenfunktion K(x)
und Erlosfunktion E£(x) zueinander parallel sind.
Wir verifizieren das zuerst mit dem GTR. Trachte zuerst danach, dass die Graphen der
beiden Funktionen auf dem Grafikschirm zu sehen sind. AnschlieBend zeichne die Tan-
gente an den Graphen der Kostenfunktion im Punkte (x, K(x)) fur x = 5,708. Verwende
dazu die Befehlskombination 2nd DRAW 5:Tangent( .

Augenscheinlich ist die Steigung der Tangente 50 und daher verlduft sie tatsdchlich
parallel zur Erl6sgeraden.

Nun wollen wir fiir diese Tatsache eine allgemeine Erkldrung suchen.

Die Einnahmen, die ein Betrieb durch den Verkauf seiner Waren erhilt, werden Erl6s oder
Umsatz genannt, dessen Hohe ausschlieBlich von der Produktionsmenge = Absatzsmenge x
abhingt: E(x) = p-x. Dabei ist p der Verkaufspreis pro Produktionseinheit. Die Herstellungs-
kosten werden beschreiben durch K(x).

Der Gewinn ergibt sich dann als G(x) = ...........coooiiiiiiiiiiiinnn, .
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Zeige nun selbsstindig, dass aus G'(xo) = 0 folgt, dass K'(xp) =p <

Beweis:

In Worten bedeutet das, dass der maximale Gewinn dort zu erwarten ist, wo der
Kostenzuwachs fiir die nichste produzierte Einheit (das heiflt in der Betriebswirtschaft
Grenzkosten oder marginale Kosten) gerade durch den Verkaufspreis pro Einheit gedeckt
wird.

Um den maximalen Gewinn zu erzielen, muss die Produktionsmenge so gewéhlt
werden, dass

1.5 Wie hoch muss der Verkaufspreis pro Einheit mindestens sein, dass ein Gewinn
entsteht?

Losung: das ist die Steigung der Tangente, die vom Ursprung an den Graphen der
Kostenfunktion gelegt werden kann.

Um diese zu berechnen wihlen wir zuerst einen beliebigen Punkt P(x, K(x)) auf dem
Graph der Kostenfunktion. Die Steigung der Geraden OP ist dann

.............................................. (erkldre dies!)

Genau wenn diese Steigung minimal ist, dann wird die Gerade OP zur Tangente an den
Graph der Kostenfunktion K(x).

’

K
Dazu berechnen wir den x-Wert, fiir den gilt, dass ( (x) j =0.
X

Rechnung (kannst du das auch hiandisch?):

(Tipp : es ergibt sich eine Gleichung dritten Grades, die du dann mit dem GTR losen
kannst.)

Schlussfolgerung: Ab einem Verkaufspreis von € 26,35 pro Produktionseinheit ist
Gewinn moglich. Bist du auch auf dieses Ergebnis gekommen?
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2 RATIONALE FUNKTIONEN

Problem 2  Innenwinkel von regelmifligen Vielecken

2.1 Bestimme die Gr6Be der Innenwinkel eines regelméBigen Fiinfecks und eines

regelmédBigen Sechsecks.

2.2 Stelle eine allgemeine Formel auf, die den Zusammenhang zwischen der Grofle der
Innenwinkel o und der Anzahl der Ecken von regelméBigen n-Ecken ausdriickt.

2.3 Verwende den GTR um die folgende Tabelle zu vervollstindigen.

oun) (in °)
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2.4 Wieviele Seiten muss ein regelméBiges Vieleck mindestens haben, dass die Innenwinkel
mindestens 175° betragen? Lose die Aufgabe ohne Verwendung des GTR.

2.5 Kannst du der folgenden Behauptung zustimmen? Begriinde deine Antwort!
»Ein Kreis ist ein regelmiBiges Vieleck, bei dem alle Innenwinkel gleich sind dem
gestreckten Winkel“.

2.6 UNTERSUCHUNGSAUFTRAG
Stelle allgemeine Formeln auf fiir:
e die Anzahl der Diagonalen D eines regelméfigen Vielecks,

e den Fliacheninhalt 4 und den Umfang U eines regelméBigen n-Ecks, das einem
Kreis mit dem Radius 7 eingeschrieben ist,

e den Fliacheninhalt 4' und den Umfang U eines regelméfBigen n-Ecks, das einem
Kreis mit dem Radius » umschrieben ist.
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Problem 3  Berechne die Lage des Schwerpunkts eines mit Wasser gefiillten
wiirfelformigen Tanks (in Abhiingigkeit von der Hohe des
Wasserstands).

Nebenstehend ist die Seitenansicht eines
wiirfelformigen Tanks mit Deckel und den
Innenmafen 10 x 10 x 10 [cm]. Der leere
Behilter wiegt 1 kg.

Der Schwerpunkt B des Behdlters liegt in
der Mitte des Tanks.

Man fiillt den Tank mit Wasser bis zur
Hohe 4. Der Schwerpunkt W der zugefiill-

ten Wassermenge liegt dann in der Mitte T
des Wassers.

- B
10

T ist der Schwerpunkt des nun teilgefiillten
Behiilters. Ly

Wir untersuchen, wie sich der Abstand
von T zum Boden von als Funktion von /4
veriandert.

(Priifungsaufgabe Voorbereidend Wetenschappelijk Onderwijs mei 2002 — Nederland)

3.1 Aus der Mechanik wissen wir, dass
zp(mg+my )=z, . my+z,.m, ,

wobei zp, zy und zy die jeweiligen Abstinde der Schwerpunkte des Behilters, des
Wasserinhalts und des gesamten Korpers vom Boden des Behilters sind. m und my
sind die Massen des Tanks und des gefiillten Wassers.

100+ 42

Zeige, dass gilt  z .
g 8 20+2h

T

-ﬁ* T? Flandern Mathematisieren mit Funktionen — Luc Gheysens 9




3.2 Stelle mit dem GTR eine Tabelle auf, in der du den Abstand zr pro cm steigenden
Wasserstand ausgibst. Berechne die z~Werte auf 0,01 cm genau.

h (in cm) Zt (in cm)
0 5
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10 5

3.3 Skizziere mit Hilfe des GTR die Graphik der gefunden Funktion in einen geeigneten
Ausschnitt des Koordinatensystems. (Wahle Xmin= 0 und Xmax = 9.4).

Du solltest feststellen konnen, dass der Schwerpunkt des Gesamtkorpers erst fallt und
dann wieder steigt.

Berechne fiir welchen Wasserstand /# der Gesamtschwerpunkt seine tiefste Lage
erreicht. Hier kannst du auf DERIVE zuriickgreifen, um die erste Ableitung der
Funktion und dann deren Nullstelle zu finden.

34 Verwende nun den GTR um herauszufinden, bei welchem Wasserstand der
Gesamtschwerpunkt genau auf dieser Hohe liegt. Welche Gleichung muss dazu gelost
werden?
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3.5 Fur welche Werte von 4 gilt, dass zy < 4,57 Verwende auch hier den GTR. Kannst du
die Losung auch ohne technisches Hilfsmittel finden?

3.6 UNTERSUCHUNGSAUFTRAG

In einer Molkerei steht ein zylinderféormiger Sammeltank mit einer Hohe von 100 cm. Er
wiegt leer 28 kg und kann 100 kg Milch fassen. Auf der Milchoberfliche schwimmt eine
leichte Scheibe, die den Stand des Inhalts anzeigt. Diese Scheibe weist die Hohe von 10cm
und das Gewicht von 2 kg auf.

T T
—

]
\h_____—__ﬂd_,/

Verwende die Formel z-(m, +m, +m,)=z,, -m, +z,-m,+z,-m, (wobei zy, z7, zyund z
die Abstinde der Schwerpunkte des Milchinhalts, des Tanks, der Scheibe und des gesamten
Gefilles bedeuten — my, mr und my sind die zugehorigen Massen — , um zu zeigen, dass sich
die Hohe des Gesamtschwerpunkts z als Funktion des Standes % der eingefiillten Milchmenge
so ausdriicken ldsst:

h*+4h+2 820

z(h) =
) 2h+60

Zeichne den Graphen in ein geeignetes Fenster der GTR. (Xmin = -10 und Xmax = 100).
Fiir welchen Stand der Milchoberflidche ergibt sich der tiefste Schwerpunkt?

Kannst du zeigen, dass die minimale H6he des Schwerpunkts bei 32 cm liegt? Dieses Resultat
kann ohne Hilfsmittel oder mit DERIVE gefunden werden.

Ergdnze die folgende Tabelle.

h [cm] 0 10 |20 |30 |40 50 |60 |70 80 190

z [cm]
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Problem4 Ein CABRI-Problem

Eine Ortslinie von Punkten in der Ebene ist die Menge aller Punkte, die eine
oder mehrere gemeinsame Eigenschaften haben.
Kannst du Beispiele nennen?

Betrachte das Quadrat OPQR, bei dem alle Seiten die Linge 5 cm aufwei-
sen. Eine verinderliche Gerade durch O schneidet die Seiten PQ und QR
oder deren Verliingerungen in den Punkten S und T (sieche Abbildung).

M ist der Mittelpunkt des durch die Punkte Q, S und T definierten Kreises.

4.1

Erzeuge eine genaue Darstellung der beschriebenen Situation mit CABRI.
Zeichne ein orthogonales Achsensystem.

Stelle die Gitterpunkte dar.

Definiere die Gitterpunkte P(5,0), Q(5,5) und R(0,5) und zeichne das Viereck OPQR.
Wihle einen variablen Punkt S auf QR.

Zeichne die Gerade OS und fixiere den Schnittpunkt T von OS mit PQ.

Wie bestimmst du den Umkreismittelpunkt eines Dreiecks? Findest du eine Erklarung
daftir, dass der Mittelpunkt M der Strecke ST genau der Umkreismittelpunkt des
Dreiecks QST ist?
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4.2 Ermittle mit CABRI die Ortslinie von M, die sich ergibt, wenn die Gerade OS um O
gedreht wird.

e Waihle ‘Trace On’ und klicke den Punkt M an.

e Wihle ‘Animation’ und setze den Punkt S in Bewegung.

. . . . 5 .
4.3 Zeige, dass die gefundene Ortslinie der Graph der folgenden Funktion y = 5 al 5 ist.
x—
e Die Gerade OS hat die Gleichung y = k x, wobei m variabel ist.
e Berechne die Koordinaten des Punktes S:
e Berechne auch die Koordinaten des Punktes T:
545

x=2200 ()

e Zeige, dass der Punkt M durch die Koordinaten 5 2"; festgelegt
+5m
= 2
y=— (2)

wird. Dies ist die Parameterdarstellung der gesuchten Kurve (m ist der Parameter).

e Eliminiere den Parameter m aus den beiden Gleichungen und stelle y als Funktion von
x dar, womit du zur expliziten Darstellung gelangst. (Berechne m aus einer der beiden
Gleichungen und substituiere fiir 7 in der anderen.).

e Zeichne die gefundene Kurve sowohl in expliziter Darstellung als auch in Parameter-
darstellung auf deinem GTR in einen Ausschnitt des Grafikfensters.
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44 UNTERSUCHUNGSAUFTRAG

Kannst du die Gleichung der Ortslinie festlegen, wenn man von dem Rechteck OPQR mit
P(6,0), Q(6,2) und R(0,2) ausgeht?

Wie dndert sich die Aufgabe, wenn du anstelle des Quadrats OPQR eine Raute wihlst.
Versuche zumindest das dynamische Geometriemodell zu entwickeln. Eine mogliche
Darstellung kannst du hier finden.

\/ |\

Ortslinie der Um-
Ortslinie der kreismittelpunkte
Streckenmitten
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3 IRRATIONALE FUNKTIONEN

Problem 5  Die Olplattform hat ein Leck!

Auf der Plattform einer Bohrinsel, die sich in einer Entfernung von 10 km von
der norwegischen Kiiste befindet, ist ein Leck entstanden. Pro Stunde ergieflen
sich 90 000 m® Ol ins Meer. Das Ol bildet eine 1 cm dicke Schichte auf dem
Wasser. Man kann annehmen, dass sich das Ol kreisformig um die Bohrinsel
ausbreitet.

5.1 Dricke die Entfernung r, die der am weitesten von der Plattform liegende Punkt in
Abhingigkeit von der Zeit ¢ (in Stdn) erreicht, aus.

t

Zeige, dass die gesuchte Funktion gegeben ist durch » = 3000 \/: .

V4

5.2 Stelle eine Tabelle auf, aus der man die Entfernung » in Abhéngigkeit von der nach
Auftreten des Lecks verstrichenen Zeit ¢ ablesen kann. 7 soll auf 1m genau ausgewiesen
werden.

t (in Stdn) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 [11 |12

r (in m)

5.3  Stelle die Funktion in einem geeigneten Fenster grafisch dar (Xmin = -2, Xmax = 40)
Lies aus der Grafik den Abstand nach 12 Stunden ab.

5.4  Wie lange dauert es, bis das Ol die norwegische Kiiste erreichen wird?
Lose das Problem mit dem GTR, indem du den Schnittpunkt der Grafik mit der Geraden
7= 10000 bestimmst. Gib die Lésung auf Minuten genau an.
Welche Annahmen werden der Berechnung zu Grunde gelegt?
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Problem 6  Das Problem mit dem Flaschenzug

Die Rolle eines Flaschenzugs befindet sich in einer Hohe von 4 m iiber den
Hénden einer Person, die mittels eines 8 m langen Seiles die Last von 12 kg
hochziehen will. Wir nehmen an, dass sich die Person mit einer Geschwindigkeit
von 1 m/sec nach vorne (von der Rolle weg) bewegt.

4m

6.1 Driicke die Hohe /% in der sich die Last befindet aus als Funktion der Entfernung d die
die Person zuriicklegt. Stelle den Graph der Funktion in einem geeigneten Fenster auf
deinem GTR dar.

Innerhalb welcher Werte bewegt sich der Abstand d?

6.2 Fir welchen Wert von d scheint sich fiir die Hohe / genau die Hélfte der Entfernung d
zu ergeben? Kannst du das Problem mit handischer Rechnung 16sen? Und wie machst
du das am einfachsten mit dem GTR?
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6.3. Driicke die Geschwindigkeit, mit der die Last nach oben bewegt wird aus als Funktion
der Zeit ¢ die ab dem Zeitpunkt verstrichen ist, ab dem sich die Person in Bewegung

gesetzt hat. Stelle den entsprechenden Graph in einem geeigneten Grafikfenster auf dem
GTR dar.

Innhalb welcher Grenzen variiert #?

dy d d
Tipp: Setze y=hund x = d, dann ist v_ .—x,
dt  dx dt
" dy
oder anders ausgedriickt: v, =—— - v .

Dabei ist v, = 1, so dass

6.4 Driicke die kinetische Energie (Ex = 0,5 m v?) der bewegten Last auch als Funktion der

seit Bewegungsbeginn verstrichenen Zeit ¢ aus und stelle deren Graph geeignet auf dem
GTR dar.

-ﬁ* T? Flandern Mathematisieren mit Funktionen — Luc Gheysens 17



4 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

Problem 7  Das Glockengieerproblem

Ein Wiirfel mit den Abmessungen 10 cm x 10 cm x 10 cm wird mit einem Liter
Wasser gefiillt. Wie kann man diesen Wiirfel gleichméfBig leeren, d.h. so, dass die
ausgeflossene Menge jeweils proportional zur verstrichenen Zeit ist.?

Diese Technik des ,,gleichmiifligen Giellens” wird u.a. beim Giellen einer Glocke
gebraucht. Um einen guten Guss zu erzeugen muss der Meister das fliissige Erz
(Bronze) moglichst gleichméiBig in die Gussform einbringen.

7.1 Berechne die Menge an GieBmasse, die aus dem Wiirfel weggeronnen ist als Funktion
des Kippwinkels x.

Fall 1: 0°<x<45°.

Aus der Abbildung zum Zustand 2 kannst du ablesen, dass die Menge des
ausgegossenen Marterials gleich ist mit

Dann gilt allgemein (fiir 0° <x<45°%) 1 ..o =c - t, wobei ¢ eine noch
niher zu bestimmende Konstante ist.

wvol

x = 30°

==10"

Zustand 1 Zustand 2
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Fall 2: 45°<x<90°.

Aus der Abbildung von Zustand 4 kannst du das Volumen des ausgegossenen
Materials wieder ablesen. Es betragt ..............cocooiiiiiiiiiiiiiinnn..

Dann gilt allgemein (fiir 45° <x<90°) : ..o, =k -t,wobei k wieder
eine noch zu bestimmende Konstante darstellt.

x = b0"
x = 45"

Zustand 3 Zustand 4

7.2 Bestimmung der Konstanten ¢ und k.
Fiir x = 45° miissen beide gefundenen Formeln iibereinstimmen. Auflerdem spielt auch
die gesamte AusgieBzeit eine Rolle. Wie nehmen an, dass der Wiirfeln in 6 Sekunden
geleert wird.

Fiir x =45°ist = .... und daraus folgt firc: c = ....
Fiir x =90° ist = .... und daraus folgt fir k: k= ....

Daher ergibt sich weiter fiir 0° <x <45° 1= ...

und fir 45° S x <900 1= oo,

Anmerkung:
Angesichts der Tatsache, dass der ganze Wiirfel innerhalb von 6 Sekunden gleichmiBig
gelert wird, muss die entsprechende GieBgeschwindigkeit gleich sein mit ....... 1/sec.

Das erklirt sofort die fiir ¢ und k& gefundenen Werte.

7.3 Erzeuge auf dem GTR den Graphen von ¢ als Funktion von x.
Waihle geeignete WINDOW-Werte, sodass fiir alle ganzzahligen x-Werte zwischen 0 und
90 die zugehorigen t-Werte abgelesen werden kénnen. (Xmin = 0 und Xmax = 94)
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7.4  Erzeuge auch den Graph von x als Funktion von 7. Dazu muss vorerst eine geeignete
Vorschrift aufgestellt werden — und zwar durch den Einsatz einer Winkelfunktion.

Hiergilt fir0<¢<3: x= oo
und fir 3 <7£<6: X= oo

Wihle wieder geeignete WINDOW-Werte (Xmin = 0 und Xmax = 9,4), sodass die zu
Zehntelsekunden gehorigen Kippwinkel x abgelesen werden konnen (in Grad).

SCHLUSSFOLGERUNG:

Aus dem letzten Graph koénnen wir ableiten, dass der Wiirfel vorerst immer langsamer gekippt
werden muss bis er den Kippwinkel von 45° erreicht hat. Dann muss der Kippvorgang wieder
beschleunigt werden. Die Neigung der Tangente an den Graph entspricht immer der sich ver-
dandernden Winkelgeschwindigkeit

Der Graph ist zentrisch symmetrisch beziiglich des Punktes ( ...., ....).
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Problem 8 Dany Verlinden schief3t aus!

In der Champions League der Saison 2003-2004 schoss Dany Verlinden, der
Tormann von Club Brugge regelmiiflig sehr weit aus.

Man kann sich die Frage stellen unter welchem Winkel der Ball ausgeschossen
werden muss, dass er so weit wie moglich fliegt.

5d?
8.1 Zeige,dass gilt h=—————+d -tana.
v, cos’a

(Frage eventuell bei deinem/r Physiklehrer/in nach!)

dabei ist h = die Hohe, die der Ball erreicht,
vo = die Abschussgeschwindigkeit des Balls,
d = die Entfernung, die der Ball in Richtung zum anderen Tor zuriicklegt,
a = der Abschusswinkel (gemessen mit der horizontalen Richtung).

Fiir die Fallbeschleunigung wird der Wert g = 10m/s? angenommen und wir bertick-
sichtigen nicht den Luftwiderstand.

8.2  Stelle ein Formel auf, die die horizontale Entfernung D, die der Ball bis zu seinem
Bodenkontakt zuriicklegt, als Funktion des Winkels o ausdriickt. Bei welchem Winkel
ergibt sich fiir D der groBte Wert?
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8.3 Stelle weiters eine Formel auf, die die maximale Hohe H als Funktion von « ausdriickt.

8.4 Nimm an, dass Dany dem Ball eine Anfangsgeschwindigkeit von 108km/h mitgibt.

Erzeuge fiir diesen Fall eine Tabelle, die fiir jeden Winkel « die erreichte Weite D

ausgibt.

o (in °)

10

20

30

40

50

60

70

80

D (in m)

8.5  Wir nehmen nun an, dass Dany Verlinden genau jenen Abschusswinkel triftt, unter dem

er den Ball am weitesten ausschiefit. Welche Anfangsgeschwindigkeit muss er dem Ball

mitgeben, um mit seinem Ausschuss bis zur Torlinie der gegnerischen Mannschaft zu

treffen, wenn er selbst 16,5m vor seinem eigenen Tor steht? Die Lénge eines inter-

national zugelassenen FuBlballfeldes betrdgt 105m.

-m T Flandern
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5 LOGARITHMUS- UND EXPONENTIALFUNKTION

Problem 9 Die Richter-Skala

Die Stiirke M von Erdbeben wird mit Seismografen gemessen. Man bestimmt den
Wert M nach der Richter-Skala. Aus dem Wert fiir M kann die frei gewordene
Energie E (ausgedriickt in Joule) aus der folgenden Formel herausgerechnet

werden:

LL5SM =log .
25 000

9.1 Hole aus dem Internet Informationen iiber Joule, Richter und die Richter-Skala.

9.2  Erzeuge den Graph von M in einem geeigneten Grafikfenster des GTR.

9.3 Bestimme die Vorschrift, die £ als Funktion von M ausdriickt.

9.4 Zeichne auch deren Graph.

9.5  Auf der website http://orfeus.knmi.nl/earthquake-news.html findest du einige Infor-
mationen {iber die in den letzten Jahren aufgetretenen heftigsten Erdbeben.
Berechne fiir fiinf dieser Beben die dabei frei gewordene Energie.

Suche weitere interessante Internetadressen zum Thema Erdbeben.

9.6 Um wieviel grofer wird die frei gesetzte Energie, wenn eine Bebenstérke nach der
Richter-Skala um 1 zunimmt?

9.7 Woriiber handelt der folgende Text? Wieviel Energie kam bei dieser Explosion frei?

Wie hoch wire der Wert nach der Richter-Skala, wenn sich die Explosion unter der
Erde ereignet hétte?

Little Boy - Codename of Nuclear Weapon Dropped on Hiroshima

Little Boy was the codename given to the nuclear weapon dropped on Hiroshima, Japan on Monday,
August 6, 1945. Little Boy was dropped from a B-29 Superfortress, the Enola Gay piloted by Lt. Col.
Paul Tibbets, from about 31,000 feet (9450 m). The device exploded at approximately 8:15 a.m. (JST)
when it reached an altitude of 1,800 ft (550 m).

It was the first of the two nuclear weapons that were ever used in warfare.

The Mk | "Little Boy" was 10 feet (3 m) in length, 28 inches (71 cm) wide and weighed 8,900 Ib

(4000 kg). The design used a gun arrangement to explosively force a sub-critical mass of uranium-235
and three U-235 target rings together into a super-critical mass, initiating a nuclear chain reaction. The
yield of "Little Boy" was about 13 kilotons of TNT equivalent in explosive force, i.e. 5.5x10" joule =

55 TJ (terajoule). Approximately 75,000 people were killed as a direct result of the blast, though more
died later as a result of fallout and cancer.
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Problem 10

Helligkeit und Magnitudo von Sternen

Von der Erde aus betrachtet ist die Sonne der hellste Stern am Firmament.
Viele Sterne sind aber bis zu 100 000 mal heller als die Sonne, aber wegen ihrer
viel grofleren Enfernung erscheinen sie um vieles schwécher. Die von der Erde

aus wahrgenommene Lichtstirke von Sternen wird in einer Magnitudo m
ausgedriickt.

Eine Differenz von Sm entspricht dem Faktor S in der Helligkeit H.

10.1 Vervollstindige die vorliegende Tabelle:

Grolle m

-26,8

-25

20 | -15 | -10 | -5

10

15

20

25

30

Helligkeit H

100

0,01

10.2 Driicke H als Funktion von m aus und zeichne den Graph der Funktion in ein geeignet
gewihltes Grafikfenster.

10.3 Driicke m als Funktion von H aus.

10.4 Der von der Erde aus gesehen schwéchste Stern hat eine Magnitudo von +24 wihrend
der Wert fiir die Sonne —26,8 ist. Wieviel mal grofier ist die Lichtstdrke der Sonne im
Verhiltnis zu diesem schwéchsten Stern?

-ﬁ* T3 Flandern
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10.5 In der folgenden Tabelle findest du die Namen einiger Sterne. Finde heraus zu welchem
Sternbild sie gehoren und wie grof3 deren Magnitudo ist. Im Internet findest du
Informationen dariiber bei http://www.sterrenkunde.nl/sterrenbelden/index.html.

STERN STERNBILD MAGNITUDO

Sirius

Canopus

Alpha Centauri

Arcturus

Wega

Capella

Rigel

Betelgeuze

10.6 Im Jahr 1929 hat die Internationale Astronomische Gesellschaft die Grenzen der
Sternbilder festgelegt. Von den 88 Sternbildern gehdren 12 zu den aus der Astrologie
kommenden Tierkreiszeichen. Durch diese Sternbilder bewegt sich die Sonne auf ihrer
Bahn.

Stelle eine kleine Arbeit tiber die Tierkreiszeichen zusammen. Einige Themen, die
bearbeitet werden kénnen sind

o Herkunft der Tierkreiszeichen,

e Deutsche, lateinische (englische, franzosische) Namen der Sternzeichen,
e Symbole, die fiir die Tierkreiszeichen verwendet werden,

e zugehorige Abschnitte des Jahres,

e Zusammenhang mit der Astrologie,

e Helligkeit der Sterne in den Tierkreiszeichen,

e Chinesische Tierkreiszeichen,

e Das Sternbild ,,Grofler Bir”,

e Erkldre die Fachausdriicke Priazession, Zodiak, Parallaxe, Lichtjahr, ....

e Skizziere die zu den Tierkreiszeichen gehorigen Sternbilder,

Interessante Informationen dazu kannst du auf den folgenden Internetseiten finden:
(findest du weitere ergiebige Quellen?)

http://www.astro.uu.nl/~strous/AA/nl/index.html

http://www slivoski.com/astronomy/
http://www.enchantedlearning.com/subjects/astronomy/stars/constellations.shtml
http://www.astro.wisc.edu/~dolan/constellations/constellation_list.html
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6 DIE ABLEITUNG VON POLYNOMFUNKTIONEN

1 Die erste Ableitung einer Funktion f'an der Stelle a

Die erste Ableitung einer Funktion fan der Stelle a (aus dem Definitionsbereich von f) ist der Anstieg
(die Steigung) der Tangente an den Graph von fim Punkt (a,f{a)):
_ ) —
(@) = lim L =7(@ oder  f'(a) = lim 2447 Z AC)

x—a xXxX—a h—0

Mit dem GTR kann man das négherungsweise mit dem folgenden Ausdruck berechnen:

fla+h)—f(a—h)

f'la) = Y fuir einen kleinen Wert fiir /4 .

Der Standardwert fiir / soll 0,001 sein.

BEISPIEL: f(x)=x".Berechne f'(3) und 1'(-2).

ERSTE METHODE: Direkte Berechnung im Home Screen

Wihle den Befehl nDeriv (funktion,X,a) iiber MATH/8:nDeriv (. Gib dann die
Funktionsvorschrift (das Polynom X2), die Variable (X) und die Stelle a (den Zahlenwert),
jeweils getrennt durch ein Komma, ein. Abschliefend bestitige durch ENTER.

nDeriv bedeutet numerical derivative (numerische Ableitung).

Driicke dann 2nd + ENTER,. so wird der Befehl ENTRY (last entry = letzter eingegebener
Ausdruck) aufgerufen. Andere 3 um in -2 und driicke nochmals ENTER.

Fber 1w EeE , ®a 30 6 nOer1weEe s ®a 30
HDEPiUﬁEE:H:_EE4

ZWEITE METHODE: Uber die Grafik

Definiere die Funktion Y1 = X2, Aktiviere ZOOM/4 :ZDecimal und rufe dort den
Befehl CALC/6:dy/dx auf. Dann gib den Wert 3 ein und schlieBe mit ENTER.

Yi=n=

=3 . dv/dx=5

Wiederhole den Vorgang fiir den Wert x = -2.
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Der x-Wert muss aus dem Intervall [Xmin,Xmax] stammen, sonst kommt es zu einer
Fehlermeldung. Die Werte fiir Xmin und Xmax kannst du itber WINDOW kontrollieren.

fla+h)—fla—h)

In besonderen Fillen kann die numerische Néherung f'(a) = Y zu einem fal-
1
schen Ergebnis fithren, so zB fiir f'(0) wenn f(x):|x| oder f(x):%/; oder f(x) =—:
X
nOetivil®, x5 82
\// 1EbaGE
dutdx=0 du/ =0

Die numerische Ndherung der ersten Ableitung liefert manchmal ungenaue Ergebnisse, so zB fiir
£'(0), wenn f(x) = sin(x) und fiir f'(1) wenn f{x) = 1/x.

Die Wabhl fiir einen kleineren Wert fiir /2 anstelle des Standardwerts # = 0,0001 im Befehl
nDeriv(funktion,X,a,h), fiihrt zu einem besseren Ergebnis:

plerivisintsla . nOerivisintsl. B, Flerivil ®=,H5.12

B H. @, 8881 > _ -1 . BEEEE]
L R9999RT 33 99999999373 nlberivil<®.¥.1.8

plerivCsintsta s nOerivisintsl. B, . BEAAA]T

H. 8. 8561 H, @, 88881 2 -1
9999993333 1

AUFTRAG 1 Ergénze die vorliegende Tabelle. Fithre die Rechnungen erst ohne GTR aus und
tiberpriife anschlieBend mit der Maschine.

Funktion f f'(=2) /'(0) VALY 1'@)
fix)=2x—-4

fx)=3x>+5x-2

) =

fx)=x>—3x
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2 Die erste Ableitung als Funktion

Der Graph von ' (der erste ABleitung von f) kann gemeinsam mit dem Graph von fin einem Bild

dargestellt werden. Auf diese Weise kann man den Zusammenhang zwischen diesen beiden

Funktionen deutlich erkennen.

Uber eine Tabelle lassen sich auch die Funktionswerte von f” ablesen.

BEISPIEL:

AUFTRAG 2

ﬁ—ﬁ T3 Flandern

f(x)=x"-2x

Gib die Funktionsvorschrift Y,=X?ein und verwende dann das Kommando

nDeriv als Funktionsvorschrift fir die Bildung der ersten Ableitung von f.
Uber GRAPH erhiiltst du beide Graphen, die mit TRACE durchlaufen werden
konnen.

Flotl Flatz Flob: Pi=Hz-z

N BHE-2E

~WeBnberiwise—25

2 Ha A e -

whr=

wMy=
wMWe=
~MWE= =1 =-1
Welche Bedeutung hat es fiir den Graphen von f, wenn
O LX) K02 s
O LX) > 02 e
O LX) =0 1S 2ttt

Du kannst in Y, das Polynom X2-2X auch durch Y; (iiber VARS /Y-
VARS/1:Function/1:Y) ausdriicken. AuBerdem kann eine Tabelle mit
Funktionswerten abgefragt werden.

?ﬁEHEM%HPMH " Yy Y
1B E— R -
~YeBrnleriwcy' . ®a 1 % nz
) : : ;
i3S L i g
~Hy= 3 iE |
“Me= B £Y in
M= W=

Erzeuge auf die gleiche Weise die Graph von f(x) = x’ —2x” und deren erste
Ableitung f'(x) . Erkldre den Zusammenhang zwischen den beiden Graphen.
Im besonderen:

Was heilit es fiir den Graph von f, wenn
O F(X) SO e

L E S B L 2O

Fiir welche Punkte gilt, dass f'(x)=07?
In welchen Punkten ist die Tangente an f(x) horizontal?
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3 Die Tangente

Die Steigung der Tangente an den Graph im Punkt (a,f(a)) ist genau der Wert der ersten Ableitung
f'(a) an der Stelle a. Uber die Befehlsfolge DRAW/5: Tangent ( — driicke 2nd + PRGM — kannst du

die Tangente in einem frei gewéhlten Punkt zeichnen lassen. Gleichzeitig erscheint auf dem Schirm
auch die Gleichung der Tangente.

BEISPIEL: Bestimme die Gleichung der Tangente an die Parabel y = x” an der Stelle x = 1.

Uber die allgemeine Tangentengleichung y— f(a) = f’(a)-(x —a) findest du
daflir: oo e (Fuhre die Rechnung mit der Hand aus).

Definiere die Funktion Y; = X2 und driicke auf GRAPH. Unter DRAW wihle die
Option 5 und gib den Wert 1 ein, schlieBe die Eingabe mit ENTER.

FOIMNTS STO
s LDz
2iliner
JtHorizontal — .
dillertical n

Tangent. .
: Or-awF u=y f’l
TlShadec w=EH+ -1 |

Uber DRAW/1:C1rDraw (C1r = clear, 16schen) wird der Funktionsgraph ohne
Tangente neu gezeichnet..

AUFTRAG 3 Bestimme fiir die unten angegebenen Funktionen an den Stellen x = a die
Tangentengleichungen. Fiihre die Rechnung erst ohne GTR aus und tiberpriife
anschliefend mit dem GTR.

Funktion f a
fix)=2x-4

fx)=3x>+5x-2 -2
fo) = (%) 0
Sfx)=x>—3x (**) Y2

(*) Der Rechner gibt als Tangentensteigung den Wert 1E-6 aus. Warum
kannst du das ndherungsweise als 0 interpretieren? Wie lautet dann das
Ergebnis?

(**) Hier rechnet der GTR ungenau!!
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AUFTRAG 4 In welchen Punkten hat der Graph von f'(x) = x’ —3x eine waaagrechte

(horizontale) Tangente? Berechne die Punkte héndisch und tiberpriife dein
Ergebnis mit dem GTR.

Y1=n=-30 |'

NANE
RY

|'|'=III

n=n
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7 DAS BESTIMMTE INTEGRAL

1 Die Formel
Das bestimmte Integral der Funktion f{x) im Intervall [a,b] wird mittels der Formel
b

b
[ F(xdx =[F(x)] =F(b) - F(a)
berechnet, wobei F(x) eine Stammfunktion von f{x) darstellt.

Der GTR findet das Ergebnis iiber eine numerische Integrationsmethode, die ein ndherungsweises
Resultat der exakten Losung liefert. Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird ein Programm ange-
geben, mit dessen Hilfe das bestimmte Integral iiber die Simpsonsche Regel numerisch ausgewertet
werden kann.

Mit dem GTR kann man ein bestimmtes Integral auf zwei Arten berechnen: direkt iiber das Rechen-

fenster oder tiber den Graph von f'im Grafikfenster. Wir beschreiben beide Moglichkeiten am
3

bestimmten Integral von f{x) = x” im Intervall [1,3] = Ix2dx .
1

DIE BERECHNUNG IM HOME SCREEN

Verwende dazu die Funktion fnInt (Funktion,X,a,b). Wihle MATH/9:fnInt (. Gib dann
die Funktionsvorschrift an (die Polynomfunktion X?), die Integrationsvariable (hier X) und schlieBlich
die Intervallgrenzen (hier 1 und 3, durch ein Komma getrennt). Schliee die Klammer und beende die
Eingabe mit ENTER.

fnInt bedeutet function integral.

Du kannst das Ergebnis auch als Bruch ausgeben lassen: MATH/1: > Frac.

frlntixena 1232
g, 606

. GBEGEET
frlnt iR a1l 30k
Frac

2653
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DIE BERECHNUNG IM GRAFIKFENSTER

Definiere die Funktion Y; = X und erzeuge ihren Graph iiber ZOOM/4:ZDecimal. Wihle an-
schliessend CALC/7: [ (x)dx. Gib den Wert 1 als Untergrenze (Lower Limit?) des Integra-

tionsintervalls und dann 3 als Obergrenze (Upper Limit?) ein und beende die Eingabe mit ENTER.

Die entsprechende Flache wird im Graph eingefirbt und das zahlenméBige Ergebnis wird am Schirm
in Dezimalzahlen ausgegeben. Das Ergebnis kann auch in Bruchform dargestellt werden. Dazu rufst
du mit ANS (2nd + (-)) das letzte berechnete Ergebnis auf. Die /ast answer ist in unserem Fall das
eben ermittelte bestimmte Integral. Im Home Screen erscheint ANS und du wihlst MATH/1: > Frac

und driickst auf ENTER.

Anmerkungen: 1. Die Féarbung lasst sich entfernen mit DRAW/1:C1rDraw.
2. Die Werte fiir ¢ und b missen im Intervall [Xmin,Xmax] liegen. Diese Werte
lassen sich iiber WINDOW kontrollieren.

Yi=Hz

Yi=Hz

Lower Lirmik

UFFsr Lirmik™

AnzkFrac

Jrx)dx=H.66bBREAT

263

AUFTRAGE

1. Wie lautet das Ergebnis zu fnInt (X?,X,3,1) > Frac?
2. Kann man auch im Grafikfenster 3 als Unter- und 1 als Obergrenze einsetzen?
3. Berechne fiir die folgenden Funktionen das bestimmte Integral fiir die angegebenen Grenzen. Fiihre

die Rechnung erst manuell und dann zur Kontrolle mit dem Rechner aus.

Funktion Integrationsintervall
fix)y=2x—-4 [1,3]
fx)=x>—2x [-1,2]
fx)=1/ [1,2]
fix)=sinx [0,27] (*)

(*) Passe tiber WINDOW den Xmax-Wert geeignet an, zB Xmax = 7.
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2 Der Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und dem
Flacheninhalt.

Immer, wenn f{x) > 0 auf [a,b], dann entspricht r f(x)dx dem Flicheninhalt, der vom Graph von f
und der x-Achse zwischen x = a und x = b begrenzt wird. Wenn der Bereich, oder ein Teil davon
unterhalb der x-Achse liegt, muss man jb ‘ f(x) ‘dx berechnen, um den gewiinschten Flicheninhalt

zu erhalten — das ist das bestimmte Integral des Absolutbetrags von f.

Dafiir findest du auf dem GTR den Befehl MATH/NUM/1 : abs (.

BEISPIEL: Bestimme den Flicheninhalt, der vom Graph von f(x) = x* — 2xund der x-Achse
im Intervall [-1,2] gebildet wird.

Flakl Flokz Flok:
iBabsCHE—2ED
M=
M=
wMHy=
wWe=
“WE=
wNo= SECxIdx=2 GEEACEZ

Kannst Du das auch hindisch nachrechnen?

AUFTRAG Berechne fiir die folgenden Funktionen das bestimmte Integral fiir die angegebenen
Grenzen. Fiihre die Rechnung erst manuell und dann zur Kontrolle mit dem Rechner

aus.
Funktion Integrationsintervall
fix)y=2x-4 [0,3]
fx)=x*—2x [0,2]
fx)=1/x [-2,-1]
fix)=sinx [0,27]
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2 Das Programm zur Simpsonschen Regel.

Eine bekannte und sehr effiziente Methode zur numerischen Integration ist die so genannte

Simpsonsche Regel. AnschlieBend findest du den Programmcode. Informationen zum Programmieren

findest du im Handbuch.

PROGRAMM Erklarung des Codes
PROGRAM:BPINTGRL Programmname

:ClrHome Losche den Schirm

tInput "A=",A Eingabe von A: Integrationsuntergrenze
Input :: Bf :: B Eingabe von B: Integrationsobergrenze
: én_ggt N=",N Eingabe vonN: Anzahl der Teilintervall
(B-A) / (2N) > W Die Summe S erhilt den Anfangswert 0
:For (J,1,N) W: die Breite der Teilintervalle
A+2(J-1)WoL Beginn einer Schleife (wird N-mal durchlaufen)
A+2JW—R L: der linke Rand eines Teilintervalls

: (L+R) /2 —>M R: der rechte Rand eines Teilintervalls

:W(Y1(L)+4Y{(M)+Y41(R))/3+S—>S
:End

:Disp "BEP.INT.="

:Disp S > Frac

M: die Mitte eines Teilintervalls

S wird um den Wert eines Teilintervalls erhoht
Ende der Schleife

Textausgabe am Schirm

Ergebnisausgabe (als rationale Zahl)

WICHTIGE ANMERKUNG

Bevor du das Prgramm ausfiihrst, musst du die gewiinschte Funktion als Y4 definieren.

Wenn du nach der Ausfiihrung des Programms auf ENTER driickst, wird es automatisch nochmals

aufgerufen.
2

X

1
BEISPIEL: Berechne f—dx mit N =4, 8, 16. Das exakte Ergebnis lautet In 2.

1

Flotl Flotz Floks
~MiBLAE

m=mI
minn
T
m=mI
miunn
Tk

IHT.=
~My= E931545767
o= Oone

« IMT

&
« = « INT.=
LEIF147ES2E B934V 2183
Done Oore

mZmD

miuiunnu
| ==

AUFTRAG Suche im Internet oder in einem Mathematikbuch Informationen iiber die

Simpsonsche Regel.

Welche numerischen Integrationsmethoden kannst du noch finden?
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8 IRRATIONALE FUNKTIONEN

Tipp : Auf dem Schirm eines TI-83 oder TI-84 sind 95 x 63 Pixels (Bildpunkte) ansprechbar. Um
dafiir zu sorgen, dass Xy« — Xmin €in Vielfaches von 94 ist, sollen die x-Werte der Punkte, die du iiber
TRACE von einem Graph abliest "schone" Werte sein.

Weiter unten findest du zwei Arbeitsauftrige im Zusammenhang mit irrationalen Funktionen. Die
Losungen werden als Abbildungen des Bildschirms angegeben. Versuche, diese Bilder auch auf
Deinem Rechner aufzubauen. Auf diesem Arbeitsblatt steht bei jeder Frage auch Platz fiir hdndische
Rechnungen und Kommentare zur Verfiigung.

AUFGABE 1 Skizziere den Graph von
a) x> + 4> =4 (Ellipse)
b) 4x?-y? + 3x = I (Hyperbel)
c) y?> = 2x + 4 (Parabel).
Verwende die ZOOM-Einstellung 4:ZDecimal.
Bestimme mit Hilfe des Rechners auch die Gleichungen der beiden schiefen

Asymptoten der Hyperbel. Fiige die Graphen der beiden Asymptoten zum
Graph der Hyperbel hinzu.

LOSUNG

Flatkl Flotz Floks =01 B -RED
SYAECLSZ20T0d4—KeED -

NS Nl
WA=

Ay = e
“He= i
M= w=n v=1

Y

b) Kannst du am Graph eine Ungenauigkeit (UnregelméBigkeit) bemerken?

=Nzl -
M=
~hy=
“Me=
“ME= 2o
wMe= W=.ZE

Flotl Flakz Flots '
MR cdme+3E-10 .ff
:h
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1876+
1868886
LR R

£ . AHEAEEE S
W R =2
. r3 33936

186+
1888880
Ve lhdan

-2 . BAREEE TS
Ve lnd+n
" T FI3G

Flatl Flokz Flakz
SR e +35—-12
~MMzB -V
~NVrR2a+3od
~MyB-2E-344
“He=
M=
“Mes

Y1=IiHizE+EH-1)

M M M Pl M M M

Flatl Flotz Flatz
~MeBTC2EEd
~NMzB -V
i
~Hy=
wHe=
~ME=
“Me=

H=.ZE EJITE%
?1::(2:-:“”/.}/
b)) \"I'\;-'.' T

Platz fiir Nebenrechnungen und Kommentare:

()
Am T3 Flandern
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AUFGABE 2

LOSUNG

b)

Wenn du einen Gegenstand aus einer Hohe von 500m fallen ldsst, dann
beschreibt die folgende Funktion den Zusammenhang zwischen der Hohe h
(in Meter) und der Fallzeit t (in Sekunden):

1
h=500—-_-gt*.
2g

Dabei ist g = 9,81 m/s? (die Erdbeschleunigung).
Zur Vereinfachung der Rechnung konnen wir fiir g ndherungsweise den
Wert 10 annehmen, so dass gilt

h =500 —5¢*.

a) Driicke t als Funktion von h aus. Zeichne den Graph in ein geeignetes
Fenster und bestimme den Definitionsbereich der Funktion t(h).

b) Wie hoch ist der Gegenstand nach 6 Sekunden. Lies das aus dem
Graphen ab.

c) Wievele Sekunden bendtigt der Gegenstand um von der Hohe 300m auf
die Hohe 100m zu fallen?

d) Erzeuge auf deinem Rechner eine Simulation dieser Fallbewegung unter
Anwendung von Parameterdarstellungen. Kannst du damit auch eine
Antwort auf Frage c) finden?

WIHOOW Y=Liinn-0zH
amin=H
Amax=554
wacl=18a
Ymin=-4
Ymax=16&
Yaol=4 |
Hres=1 H=z3y ¥=P.ZOA3E

Flotl Flotz Flot:
B C1BE-E. 2R

-z BE

"'H.I'I'I3= _\_\_\_\_\_\-\_\-‘_‘—\.l..-
~Ny= i

N H\“\

i E= TnEgFsection
wMe= Hzzzn Y'=8
Yo 1laaa-4y c3RE
2.61371659
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d)

=:I:I rineche

e ent.la

Horiz G§-T

Flokl Flotz Flot:
ax1 1 B2

Y1 B5ER-5T:
“HRET =

Ver=

wHRIT S

Vzr=

wEYT S

Nimm T, = 0 und T, = 10 als Fenstereinstellungen.

WIHOOL

TTeter=.1
amin=a
amax=d
necl=1
Ymin=-158
Ymax=9+52
Y=cl=1806

1r=2 Tir=E0n-ET=

}

nir=c Tr=E00-ET=

2

=i
11 11
[ by -]

¥=201.KE

B.
& ¥=10z.0E

Platz fiir Nebenrechnungen und Kommentare:

()
Am T3 Flandern

Mathematisieren mit Funktionen — Luc Gheysens

38



9 Polynomfunktionen

Im Folgenden findest du drei Arbeitsauftrdge im Zusammenhang mit
Polynomfunktionen. Die Losungen werden als Bildschirmabbildungen angegeben.
Versuche, diese Bildschirme auf deinem Rechner zu produzieren. Hier ist die
Absicht, dass die Rechnungen so viel wie moglich manuell ausgefiihrt werden. Nur
fiir die Erstellung der Graphen und der Tabellen soll der GTR eingesetzt werden.
Er kann aber auch als Kontrolle der hdndischen Rechnung dienen. Fiir die Lésung
einer Gleichung dritten Grades wird der GTR ebenfalls herangezogen.

AUFGABE 1 Aus einem Karton vom Format A4 (21 cm x 29,7 cm) schneiden wir sechs
gleiche Quadrate aus (sieche Abbildung). Aus dem verbleibenden Rest falten
wir eine Tortenschachtel.

a) Stelle die Funktionsvorschrift auf, die den Inhalt /(x) der Schachtel als
Funktion der Seite x der Quadrate, die weggeschnitten werden ausdriickt.
Lege den Definitionsbereich dieser Funktion fest.

b) Bei welcher GroB3e Quadrate erhélt die Schachtel maximalen Inhalt?
Versuche, die Antwort mit Hilfe der Ableitung /'(x) zu finden.

c) Stelle mit dem GTR eine Tabelle fiir /(x) auf, wobei x alle moglichen
ganzzahligen Werte annehmen soll.

d) Skizziere den Graph von /(x) in einem geeigneten Mal3stab mit Hilfe des

GTR.
e) Bei welcher GroBe der Quadratseiten x erhilt die Schachtel das Volumen
300 cm??
x
T o o
A -l ed
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LOSUNG

()
Am T3 Flandern

n=kt Yayoy zk

BT e
= ECLS - [
Y (29, FoTih 1 Jex g
s P |
whE= iy HED.2
“MMy= L L
o= B ziE.m
M= =
" Y4 MéHDDME
) min=
E Eﬁgg Aamax=4. 4
E Ly e Yo l=1
kL VIt
IE_ ZR.N4E Ver1=158
w=a “res=]
R R e L I T ] F
E:ua!ue
2iZTero

SR Minifum

3 E [UEES TR
:intersect

e P s b

G = s

Haximum
H=F ZEELANT YS4FO.PE06

Flokl Flatz Flat:
SWHECLAZ2ARCZ2L 2R
P i
~HeEIPRE
W=
~My=
wHe=
“ME=

VAN

.

I,

Inlz-ar'.:-a-:'ti-:-i'u .
n=1.2497209 Y=zZ01)

Intersechion
n=h.AE9p022  Y=Z00

I(x) = %(6)53 —122,4%> + 623,7x)

I'(x)= %(1 8x% —244.8x + 623,7) mit Nullstellen x; 10,2 und x, = 3,4.
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AUFGABE 2 Ein Fensterrahmen besteht aus einem Rechteck mit einem oben angesetzten
Halbkreis. Der komplette Umfang des Rahmens betriagt 8,14 m.

a) Stelle die Funktionsvorschrift fiir Fensterfldche in Abhédngigkeit vom
Radius x des Halbkreises auf. Innerhalb welcher Werte kann x variieren?

b) Erzeuge den Graph dieser Funktion mit Hilfe des GTR.

¢) Erzeuge eine Tabelle, die die Fensterfldche als Funktion von x ausdriickt.
x soll dabei um jeweils 10 cm zunehmen.

d) Welches Fenster hat den groBten Flacheninhalt und ermoglicht damit den
maximalen Lichteinfall? Berechne die Breite und Hohe des Fensters. Wie
grof ist der maximale Flacheninhalt?

e) Stelle eine Zeichnung des Fensters im Maf3stab 1:20 her.

LOSUNG
x liegt zwischen 0 und 8,14 ~1,58 m.
T+2
Flokl Flotz Flokz TAELE SETLFP
~YUEEL ldR=-c24naR]| | Thlstart=@
Z albl=.1
wHe= Indrnt.: [EEEs Hs=k
M= Derend: [flFi#s A=k
“My=
~Heo=
~Me=
& Y4 & "1
| | (0 |EERTE
i FEzEHE i z.ooEy
iz 14223 i1 e
= i.079% 1.z z.3641
4 XK 1.F 1.89z7
- z.7H4E 14 i.=18E
B 3033 ir BHiYE
=K w=.49
I THOO =B 14H-(Z+TINE
amin=a
amax=1.83
necl=.4
Ymin=-1
Ymax=d
Yacl=1 ' ' ' Y
ares=1 n=i.zy y=z.187EE71
LFE]!E{JEIIE
HYEY T
2iZero
S8 mindmam
aHmax 1 mum
E:&ntgrsect
s OO Raximur . N
F R AT T b W= POICAZEE Y=Z.zzifyyg

()
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Flatl Flotz Flots
;?158.14H—i2+n}H

~NMeBoS, 1d-024man
12
M=

~Hy=
~MWe=

P A138358173
-
2. B3499923

AUFGABE 3 Zerlege das Polynom 12x* + 44x*> — 5x — 100 in seine Faktoren.

LOSUNG

()
Am T3 Flandern

Flotl Flakz Flob:
M1E12RF+dd e =0x
—-165

~Me=
“Me=
~Hy=
wHe=
M=

MEMORY

Ol =w i
Z2isoom Ik
St Zoom Out
4: 20ecimal
o 2S5y are

Zot.andard

ZTrig

:Fi]!ﬂ{.l!ill!
tualue

Zero
frmindmam
92 maximum
S intersect
== (s b
F R ST T s

o
ek l
A1 Z32EEI IV=0

125 + 44x> — 5x — 100 = 12(x + 5/2)2(x — 4/3)

oder auch

125 + 445 — 5x — 100 = (2x + 5)°(3x — 4).
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Anhang: GDB auf einem TI-83 (Plus)
(mit Dank an Kollegen Walter De Volder)

Nimm an, dass du eine oder mehrere Funktionen in den Y=-Editor geschrieben
hast und dass du WINDOW-Einstellungen getroffen hast, die ein schones Bild
ergeben. All diese Einstellungen lassen sich in einer GDB speichern (vergleichbar
mit einem Speichern im Computer).

Eine GDB (graphic data base = grafischer Datenbestand) enthlt alle Elemente, die zu einer
speziellen grafischen Darstellung gehdren und mit denen diese Grafik wieder erzeugt werden
kann. In einer GDB werden u.a. die folgenden Daten festgehalten: die Funktionen aus dem
aktuellen Y= -Fenster mit ihrer Darstellungsart (On, 0ff) und alle L1 -Einstellungen.
Maximal 10 GDBs konnen gespeichert und wieder aufgerufen werden (GDB @ bis GDB 9.

Speichern einer GDB
1. Driicke DRAW und gehe iiber B zur dritten Option STO.

2. Wiihle in diesem Menii die Option 3: Store GDB und -.
Auf dem Schirm erscheint Store GDB gefolgt vom Cursor.
Gib eine Nummer zwischen 0 und 9 ein, zB 5.

3. Driicke + und der aktuelle Grafikdatenbestand wird unter GDB 5 gespeichert.

Offnen einer GDB
1. Driicke DRAW und gehe iiber » zur dritten Option STO.

2. Wihle in diesem Menii die Option 4: Recall GDB und -.
Auf dem Schirm erscheint Recall GDB gefolgt vom Cursor.
Gib eine Nummer zwischen 0 und 9 ¢in, zB 5.

3. Driicke + und der Grafikdatenbestand GDB 5 wird aufgerufen (und ersetzt den aktuellen
Datenbestand).

Bemerkungen: * Die Graphen werden nicht automatisch nach Laden einer GDB gezeichnet.
Dazu muss noch die Taste 6 gedriickt werden.
* Wenn man eine GDB aufruft, dann werden alle bestehenden Y= -Funktionen
geloscht.

Loschen einer GDB
1. Driicke MEM , wihle Option 2: Mem Mgmt/Del und -+.
2. Waihle in diesem Menii Option 9: GDB und =+.

3. Mit den Pfeiltasten A und X setze das Markierungszeichen | neben die zu 16schende
GDB gesetzt und driicke auf DEL.

Bemerkung: Man kann eine bestehende GDB tiberschreiben, d.h. einen neuen Inhalt geben,
ohne die vorher zu 16schen.
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LOSUNGEN ZU DEN
PROBLEMEN 1 bis 5

Problem 1 Grenzkosten

1.1 L1 Lz L z
0 N
: gE g
y 11F
B
]
1

l

(I L T

irc.g
zA4.2

mmnnne

I THOIOL Y=ZHT-1BHT+EON+ 32
wmln=e L

mmax=9, 4
Ascl=1
Ymin=-Z2EE
Ymax=301

Y=o 1l=10A e
“ires=1 u=C v=izz

()
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Graphmatica - Untitled

File Edit Wiew Options Tools Calculus Help

s IEES RS

| il x| /|m] Al £ AL0] B

|3? = 2x™3 - 17,97%"2 + 59,87x + 32,02 '

curve—fit chi®2=0,0669 after 25000 iterations

------- e a1 o] New| Dol

Symbol|e | Color |l ~

Curve Eit
Insert Point | Bemove Point | |D

Af paint (9,42, 951)

1.2.

Flakl Flatz Flotbz W THDO yrzyz-i
wWiBZ2HF-128xe+ERE|| “min=H
+32 mmax=9, 4
~N e BoER Ascl=1
~W xRV z -4 Ymin=-Z2EH
wHy= Ymax=45H s .
M= veo1=100 - \
wWE= “ires=1 u=h y=izy

1.3. Der Gewinn ist fiir eine Tagesproduktion von 5708 Mengeneinheiten maximal
und betrdgt 125,44 Geldeinheiten. oder 125,44 x € 2,50 =€ 313,60.

—
Haxirmun
n=EF0ENLEE YW=12E 4HEEQY

G'(x) = - 63> + 363> — 10.

-olﬁ T Flandern
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Gx)=0c x=

9 +66
—

Néherungsweise liegen die Nullstellen bei 0,292 (dann tritt ein Verlust auf) und

5,708.

1.4.

—

n=5. 08
40,8895 Ba+ -1k HEEE -

b

Der Gewinn ist maximal fiir den x-Wert, fiir den gilt:

e der Anstieg der Tangente an die Kostenfunktion stimmt mit dem
Verkaufspreis iiberein,

e die Ableitung der Kostenfunktion ist gleich dem Verkaufspreis,

e die Grenzkosten stimmen mit dem Verkaufspreis tiberein.

1.5. Flatl Flotz Flok:
WM =R F-18R e HEER
+32

~NeBYE
W=
~Wy=
wMWe=
wWE=

¥=Zh.Z4Z7Bh

Flotl FlokZ Flak:

v [ el = ol o ST
+32

W= [
s el
= -~

wWe=
MMe= E

=4.A41:17
SZB.ZHERPLF PR+ B0B7 EE -

K(x) 2x*—18x>+60x+32 und (K(x))_4x3—18x2—32
X X 2

X X

Flokl Flatz Flok:
wWiBdR:-18Ke-32
wWe=
s
~Wy=

"'\._I'l'I5= = A = A '\._-
“NWE= T

EE':'

F
ﬁ-‘- T Fland =¥ 7= oo B2 BHLTZ0E Y=
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Problem 2

Innenwinkel von regelméfligen Vielecken

2.1. Fir ein regelmiBiges Sechseck: oo = 120° .
Fiir ein regelméBiges Funfeck : oo = 108°.
22. a)= 180n—360
2.3.
Flokl Flotz Flots THELE SETUF 0 LG
nMin=1 Thlstart=3 = I
gt aBC1S8n-3602 ]| aThl= Y a1
£ _ Ihdent.: i e
UiaMiniB8 Oerend: 7 1zB.E7
AL = B 1:E
WwiaMina= 3 140
W= n=3
2.4. n>72.
2.5 1im 12977360 0,
n—>+0 n
26, D(my="1=3)
2
A =—nr?sin und U=2nrsin1 O.
2 n n
A'= nr?tan und U'= 2nrtan1 O.
n n
Problem 3

Berechne die Lage des Schwerpunkts eines mit Wasser gefiillten

wiirfelformigen Tanks (als Funktion des Wasserstands).

5.1+ﬁ.£
31 z,=— 210
h
1+—
10
3.2. L oy
| c
1 y.capg9
s s
= yi8::
y 4.i4:9
E Y.1p67
09 T3 Fland B H.2%
” t A=H
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3.3.

| ————

Wimimum
B A4Z1ZPE Y=4.14Z13CE

100+ 42\ h*+20h—100
20+ 2h 2(h+10)

Die positive Nullstelle des Zahlers: = 10(\/5 -1).

3.4 Flotl Fletz Flotz j
~YH1EC1IBEE+ R ) A C2H -
+2m
e BE [

W=

.--I-llIH= 2 2 2

wYe= Interseckion

~Me= ey AN EER YW ANELEER

3.5.
Flatl Flotz Flot:
~N BRI BE+EE 023
~zBd.5 ]j [
M= I
RHJH: 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
wYe= Interseckion Interseckion
~NE= M=i. zOEYEFE V=YK H=P P01CEEl Y=4.E
>0 ITHDOW
wmln=g
amax="2d
Ascl=16
Yrmin=-I8 —_—
Ymax=12H
Yecl=10 Hinimum
mres=1 REE0000007 Y=3IZ

()
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D=y = =30 +90)

und z(30) = 32.

2(h+30)?
EIStart =0 e
art=
aTbl=10 T
Indrnt: [JMX A=k gg E
Derend: [5¥fs A=k i 3571y
£ Iy
Bl £
“=H

()
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Problem 4 Ein CABRI-Problem

43. S(i,S) und T(5,5m)
m

5+5m 5+5m

Die Mitte M von [ST] ist ( S ).
X

4.4. = )
4 x-3

Problem 5 Die Olplattform hat ein Leck!

5.1.  wr*0,01 =90 000 t.

5.2.

Flotl Flake Flokz - M
=N B3aEaL Chom | o
= 1 169z.6
Wy = z £x037
- 3 c8z1.8

“My= y T:EC.1
o= L *rE4.?
MMe= b Hiyt. g
wNe= ~=H

5.3. =000 iR A
n=iz Y=EHRZ.Z:0l

54. i Az kOMS
- 34204 25, Vag"

Inkekseckion
A=24. 80658E  Y=100010

()
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Problem 6 ‘Das Problem mit dem Flaschenzug

6.1. h=~Jd*+16—-4 und 0<d<43.

W T OO Y=JiHz+161-Y4

wmln=e L

amax=d.l {30

Ascl=1 [ 3
Ymin=-1 !

Ymax=d4

Ve l=1 —_
mres=1 nzy v=1.GEEHASYE

6.2.  Lose die Gleichung: vd*+16 = g +4. Losung: d = ?

Flokl Flatz Flok: [
ARl CREFIE -4 L
Sz B, S "4{;
wWe= i
wy=
~Ne=
s Inkersgckion
MW= MoE Z33333T Y=z.GG6GGGGT
X
6.3. V., = v undvy=1 (m/s
TS (m's)
Flokl Flatz Flok: M= AT+ 1RSI0
Y ECHATCREFRTIED D
et B I
“MNe=
M=
“MNy=
“MNe=
“MNE= ek V=.6
0<t<4f3
64, E =—C_
2+16
Flakl Flakz Flak: W ITHDOI H1=(ER A2+ LB EI O,
“SHYIBCERESCHEFRLIED || Emin=H
Rt B I amax=. 4
M= Ascl=1
“Ne= Ymin=-1.5
“Ny= Ymax=5
“Ne= Y=cl=1
“Me= ares=1 ek Y=z.16

()
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Problem 7

Das Glockengiellerproblem

1

()
AH T3 Flandern

7.1. Fir0°<x<45°: l‘[anx=c.t . Fur45°<x<90°:1- =k.t.
2 2tan x
7.2. Fir x =45° ist t = 3 und daher ist ¢ = 1/6.
Fiir x = 90° ist # = 6 und daher ist k= 1/6.
Fiir 0° < x <45° gilt ¢ =3 tan x und fiir 45° < x < 90° gilt # = 6(1 - ! .
2tan x
7.3.
Flotl Flokz Flots WIHDOOL Sci Endg
Y BCItancEa A=l Emin=A waliﬁlﬁﬁ?ﬂ?
Aoand #2450 amax="24 adi1an EEEﬂ%E
MeBOeC1l-1 02 an|] Ascl=1H SMME Far FPol Sex
cada2id452x and || Ymin= -2 annected
=9E@ Ymax=58 imidl
“Ne= Y=cl=1 atbl re™al,
hy= ares=1 Horiz G-T
1 z
M=z v=1.7ZZ0E0H M=co v=y.1974181

Das ist noch eine andere Moglichkeit, um die Funktion in einer einzigen Zeile auf dem
GTR zu definieren. Sie hat den Vorteil, dass man den Graph komplett durchlaufen
kann, ohne mit den Pfeiltasten [ oder [] von einem Graph zum anderen wechseln zu

miissen:
Flokl Flatz Flok: 1
AR C3tan R CEE
woand #Ed50+0601]
-1sc2tancxRrracds5
La and B=9E
W=
wha= _
~Wy= PEL S K
74. Fir0<¢<3: szrctané und fiir 3<¢<6: x:Arctan%.
Flakl Flatz Flokz WIHOO
“YM1Btan 1IR30 ARl Emin=E
s oand K230 mmax=a,4
NeBhan1C 30w Recl=1
ACEEE and BE62 Ymin=-38
B Ymax=12A
N y= Ve 1=3H
“he= mres=1 PEK: Y=YE
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Problem 8 Dany Verlinden schief3t aus!

8.1. Die Bewegung setzt sich zusammen aus einer geradlinigen Bewegung mit der
Geschwindigkeit vy und der Fallbewegung. Die horizontale und die vertikale

Position des Balls werden festgelegt durch

X=v,icosx

. 1
und y=v,tsina——gt*.

Setze g = 10, x = d und y = A. Eliminiere den Parameter 7 aus den beiden Gleichungen,
um so / als Funktion von d zu erhalten.

8.2. h=A &+ B d hat die Nullstellen d =0 und d = -B/A.

2 2
Daraus folgt, dass D = w. Dabei wird nimmt sin(2a) den Maximalwert 1
fiir oo = 45° an.
vZ sin2a
83, H=""""
20
8.4.

Flakl F"I-:-l:_E Flakz e M
~MAESBs 1 C2ED | o
MW= 10 T
e 1] C7.HEL

_ 0 b I
wNy= i BH.G3 =
W= En BR.BZ=
M= -1 el L Iy
M= “=H

8.5. v, =+/885 m/s oder ungefihr 107 km/h.

Problem 9 Die Richter-Skala

93. E=25.10"""

9.6. 10"° =31,62 mal

9.7. Ungefidhr 6,2.
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Problem 10 Helligkeit und Magnitudo von Sternen

10.1.
Grofie m -26,8 |-25 |-20 [-15 |-10 [-5 |0 |5 10 |15 |20 |25 |30
Helligkeit H 10°[10% [10° [10" [100 [1 0,01 [10™ [10° [10® [10™ [10™
2m
10.2. H=10 5.
Flakl Flake Flokz |_|,|I|‘-||:I|:I|,|,| [ i
YA ELIB™C —2Rs50 Amin=-9.4 -
wNe= Amax=29.4
wha= Ascl=1
why= Ymin= "2 .
wHe= Ymax=2H o]
_‘\.l.l-l E - IlllIE-E. 1 =5 ---------------
wHe= Ares=1 H=- Y=z .E11BBEY
10.3. m=-2,5.10g H
104 [TFlakl Flokz Flotz V-6, B Y (240
SYAELBE™ G —2RsT0
wWe= 2. 889295131 28
wNe=
“hy=
wHe=
“HE=
wHe=
10.5.
STERN STERNBILD GROSSE
Sirius Grofler Hund -1,47
(Canis Major)
Canopus Kiel des Schiffes -0,63
(Carina)
Alpha Centauri Zentaur -0,04
(Centaurus)
Arcturus Ochsentreiber -0,07
(Bootes)
Wega Leier (Lyra) 0,00
Capella Fuhrmann 0,06
(Auriga)
Rigel Orion 0,15
Betelgeuze Orion 0,43
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