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"soliche ding sind zu vill sachen niitz"
Albrecht Diirer, Underweysung der messung
mit dem zirckel und richtscheyt, Niirnberg 1525

Vorwort

Der Begriff des Integrals ist einer der zentralen Aspekte der Analysis, und es gibt eine Fiille
von Literatur, die sich diesem Thema widmet. Mit dem vorliegenden Biichlein soll nicht das
1002. Mirchen iiber die Einfithrung des Integralbegriffs erzahlt werden. Sein Ziel ist zu zei-
gen, wie Riemannsche Summen und damit verwandte Begriffe mit Verwendung eines der
CAS-TI (TI-89, TI-92, TI-92PLUS, Voyage™200) sowohl numerisch/symbolisch als auch
anschaulich dargestellt und untersucht werden kénnen.

Die Autoren haben die Hoffnung, dass mit Hilfe des Programmpakets integ() der Zugang
zum Integralbegriff fiir Lernende erleichtert werden kann. Dies mag auf dem Wege der De-
monstration durch den Lehrer' im Unterricht erfolgen. Aber es ist ebenso denkbar, dass
Schiiler durch Experimentieren mit den Programmen (und das kann auch eine Art Spielen
sein) eigene Erfahrungen zum Integralbegriff sammeln konnen.

Zur besseren Orientierung ist das Biichlein in zwei Teile gegliedert:

Der erste Abschnitt beschreibt detailliert, wie das auf der Diskette mitgelieferte Programm-
paket auf einem der géngigen CAS-TI installiert und bedient wird (inkl. Anleitung fur
TI-Connect), so dass auch Anwender, die noch wenig Erfahrung mit diesen Geréten besitzen,
damit umgehen lernen. Zusétzlich wird im ersten Teil noch die Programmstruktur dargestellt
Im zweiten Teil werden in einem Workshop 14 Aufgabengruppen angeboten, die zeigen, wie
integ()eingesetzt werden kann. Es erméglicht dem Benutzer, Einblicke in den Riemann-
schen Integralbegriff zu erlangen, und zeigt, wie dieser Begriff aus ganz unterschiedlichen
Blickwinkeln gesehen werden kann.

Die Inspiration zur Implementation auf dem TI erhielt Josef Bohm, der Vater der Derive User
Group und Herausgeber des Derive Newsletter, von Francisco José Santonja [1] aus Spanien.
Er hatte schon frither, anlésslich der ,,International Spring School on the Didactics of Compu-
ter Algebra® 1992 in Krems ein DERIVE-Paket zur Behandlung des Integralbegriffs entwik-
kelt [2],[3], zu dem spiter auch noch Terence Etchells [4] wesentliche Beitrage lieferte. San-
tonjas Beitrag war ihm Anlass, ein TI-92-Paket riemann() zu entwickeln, das wie leider
viele Public-Domain-Programme, nur vom Autor selbst gefahrlos verwendet werden konnte.
Wolfgang Propper ergénzte einige Teile und versah das Ganze mit einer Oberfliche, die auch
dem ungetiibten Benutzer ein weitgehend sicheres Arbeiten mit den Programmen ermoglicht.

Wiirmla und Nirnberg im Frithjahr 1999 und Frithjahr 2004
J. Bohm, W. Prépper

! Wenn in diesem Text von ,,.Lehrern® oder ,,Schiilern” die Rede ist, sind damit selbstverstindlich auch Lehrerinnen
oder Schiilerinnen gemeint. Die Reduzierung nur auf das ménnliche Geschlecht soll nicht als Diskriminierung
aufgefasst werden, sondern dient ausschlieBlich der moglichst einfachen Sprachgestaltung.
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Teil I Programmbeschreibung

1 Installation und Programmstart

Auf der beigefiigten Diskette befinden sich mehrere gruppierte Fassungen des Programms
integ(). Es sind dies:

Integ92.92¢g Integ92P.9xg

Integ89.89¢g Integv2.v2g

Die Gruppen konnen jeweils mit der entsprechenden GraphLink Software bzw. mit TI Con-
nect auf den entsprechenden Rechner tibertragen werden. Die Namen der transferierten

TR-Programme sind:

AUS1 ENDE SIMP VGL_GRAF
AUS2 FEIN SM W1

BASIS HILF SUMS ZUFREG
BEISP INTEG TRA ZUFZER
BOX INTFUNK UEBER

DAT PUL VGL

EINST SCREEN VGL_ALLE

Die extensions dieser Dateien® auf dem PC sind *.92P, *.89P, *.9xP oder *.v2P, jeweils fiir
den TI-92, TI-89, TI-92 Plus oder Voyage™200. Entsprechend sind die Programme sind auf
dem TI-92, dem TI-89, dem TI-92 Plus und und dem Voyage™200 lauffidhig. (Alle im Text
abgebildeten screen shots wurden mit dem TI-92 PLUS erstellt.)

Ubertragung mit GraphLink (hier am Beispiel des TI-92 Plus)

e Verbinden Sie die serielle Schnitt-

Sende Dateien an TI-92 Plus n
stelle Thres PC und den Taschen-

3 . D ateiname: Yerzeichnisse:
rechner mit dem Graph Link Kabel a "
e Starten Sie GraphLink fir Thr |™e99r-3 &at Hire

Taschenrechnermodell (fiir den

Voyage™200 wihlen Sie Graph- Netzwerk...
Link fiir den TI-92 Plus)

e Wihlen Sie Link-Senden: Ein

[v Ordner beibeha

D ateityp: Laufwerke:
Fenster ”Sende Dateien an TI-92 | |alleDateien .5x)  ~| |=a =
99 a2 : Gewahite Dateien:
Plus” 6ffnet sich (Abb. 1.1). ~Nintog9Zp Sng e
o Stellen Sie das Laufwerk, in dem
sich die Diskette befindet (z. B. Alle entfernen
A) ein. Abb 1.1 Das Sende-Fenster des GraphLink

2 Beim TI-89 ist die Datei AUS2.89P nicht enthalten.
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Integ92P.9XP wird im Feld Dateiname angezeigt. (Wenn nicht, stellen Sie den Datei-

typ ”Alle Dateien” ein und klicken dann auf den angezeigten Dateinamen.)

Klicken Sie die Schaltflache ”Alle hinzufiigen” an: Im Fenster “Gewéhlte Dateien” wird

nochmals der Dateiname aufgefiihrt.

Wenn Sie nun die Schaltfliche ”OK” anklicken, werden die in der Gruppe enthaltenen

Dateien auf Thren TI-92 Plus iibertragen. Dabei konnen zwei Félle auftreten:

e Ist das Kistchen “Ordner bei- [UEFAHIEFENTGEY %]

behalten” angeklickt, wird bei = ordner:
der Dateniibertragung auf Th- = 32:%

. . . ableit
rem TI-92 Plus ein Verzeichnis analysis
= . binvert
integ erzeugt, in das alle Da- integral
teien kopiert werden. '{';"‘

turtle

e [st ”’Ordner beibehalten” nicht
angeklickt, 6ffnet sich ein Fen-
ster zur Auswahl eines Ziel-
ordners auf Threm TI-92 Plus
(Abb. 1.2). Falls Sie diese Al-

ternative bevorzugen, sollten

0K |
Abbrechen

Aktualisierung
Hilfe

Sie vor Beginn der Ubertra-

Abb. 1.2 Auswahl des Zielverzeichnisses

gungsprozedur auf Threm TI-92 Plus ein Verzeichnis mit einem Thnen geeignet er-

scheinenden Namen anlegen (z.B. wie in Abb. 1.2 angedeutet: integral) und die Da-

teien von integ() dorthin kopieren.

Ubertragung mit TI Connect (am Beispiel des Voyage™200)

Aus TI Connect wird der TI Device Explorer gestartet.
Wenn der TR iiber das serielle GraphLink- oder das USB _
Kabel an den PC angeschlossen ist, wird nach kurzem Su-
chen der Verzeichnisbaum des TR angezeigt. Abb. 1.3
zeigt, dass kein Verzeichnis mit Namen integ angelegt ist.

Ein Klick auf das Icon @ offnet den Windows Explorer.
Man macht das Diskettenlaufwerk (hier: A:) zur aktuellen

Adresse. Die vier eingangs erwéhnten group files werden
angezeigt. Wir wihlen IntegV2.

¥ Yoyage 200 - Tl Device.... (o) [B)[X)

File View Tools Actions Help

S HEED e

=i

+- &% analysis

+- 3 angeo

+- ¥ dirad

+-3 goz -
+- ¥ main

+- &Y stochast -

Ready

Abb. 1.3TI DeviceExplorer vorher




Wenn man nun mit gedriickter linker Maustaste das  [FEE

group icon auf die Wurzel des Verzeichnisbaums | Dstei Searbeien nsicht Favoriten Extra » g8

»

im TI Device Explorers zieht, werden die einzelnen Qi - ©Q (T JOsuten
v| ‘wechseln zu

Dateien der Gruppe in der oben angegebenen acresse | B o

- % (Ciintegss

Reihenfolge tibertragen. B Deskiop 3 %nte@sz

teg9zP

u:] Eigene Dateien

. . . = 1 Arbeitsplatz

Nach Abschluss der Ubertragung zeigt sich das i 3va-Diskette (a:)

. . ‘d Lokaler Datentrag
TI Device Explorer Fenster mit dem neuen ® () TIC06.0 (D)
L DYDCD-Ri-Laufy %

Verzeichnis (hier: integ). < >
Abb. 1.4 Windows Explorer

= voyags 200 - 11 pevie... R

intex hilfv2p to File ‘View Tools Actions Help
integthilf f:;@ ﬂ%@@
File 10 of 25 = i
FE Screen Image m
+-29 analysis
@! @ +-Z33 angen
== +-29 dirad
0% 100% +-33 goz i
[ ] +-33 integ
+-33 main -
s
Ready
Abb. 1.5 Ubertragungsanzeige Abb. 1.6  TI Device Explorer

nachher

Das Paket integ() belegt auf dem TR ca. 28 kBytes an Speicherplatz. Bei extensivem
Betrieb kénnen nochmals bis zu 8 kBytes dazukommen. Vergewissern Sie sich deshalb
vor dem Ubertragen und dem Programmstart durch einen Blick in die Speicherverwal-
tung (mit [MEM]), ob noch geniigend Speicherplatz vorhanden ist. Andernfalls lagern
Sie Dateien oder Verzeichnisse auf Thren PC aus oder verschieben Sie in den Archiv-
speicher des TR (nicht moglich beim TI-92).

Losen Sie nun das GraphLink Kabel und wechseln Sie in das Verzeichnis integ bzw.
das von Thnen angelegte Zielverzeichnis. (Das aktuelle Verzeichnis erkennen Sie in der
Statuszeile, links unten. Um in ein anderes Verzeichnis zu wechseln miissen Sie mit der
Taste in das Mode-Fenster gehen und mit ()(O die Liste der vorhandenen Ver-
zeichnisse 6ffnen (Abb. 1.6). Nun wihlen Sie mit der Cursor-Taste das gewiinschte Ver-
zeichnis aus und bestéitigen die Wahl durch zweimaliges Driicken der [ENTER]-Taste.)

Zum Programmstart schreiben Sie in die Eingabezeile des Hauptbildschirms
integ()(aber vergessen Sie das Klammerpaar nicht!) und schlieBen mit ab. Sie
rufen damit das Hauptprogramm auf, welches die Steuerung {ibernimmt. Der Bildschirm
Thres Taschenrechners sicht nun, wie in Abb. 1.7 gezeigt, aus.
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Yt e e V> o [T 1 Fer 1 fer 1 P T FET T FE
— = F:”"'E Tools|Farams|Method[Ueralch|IntFunk|Beizp
[P'age ITF'age- ZTF'age 3]
[ = . FUHCTIOM I t 1
Curtent Folder.... [ 1imain " eara =
D15|iila'=| Digits.... | 2:akleit
EH'EI E“*‘:'“]..IIE"“{, Jtanalusis [F11[1]1: Hilfetexte
EéEDTEQ %grmagr:nj.? _ | [F21: Eingabe der Parameter
gectEP Enr_‘mit ----- [F&1: fertige Beizpiele
T PreLly Frifte e ... Fiturtle {andere Menis sind wirkungslos)
Erter=5AUE ESC=CANCEL | ) )
o) J.Bshm und W.Propper, Vers. 2004
HAIN RAD_AUTO FURC 2730 THTEGRAL RAD_AUTO FURC 2730
Abb. 1.6 Auswahl des aktiven Verzeichnisses Abb. 1.7 Der Er6ffnungsbildschirm

Nach dem Start von integ()muss eine Funktion angegeben werden, fiir die verschiedene
Arten von Riemannschen Summen untersucht werden konnen. Die Eingabe der Funktion und
der damit zusammenhingenden Parameter erfolgt iiber den Meniipunkt [F2]. Die Untersu-
chung der Riemannschen Summen wird vom Methodenmenii gesteuert. Im Menii
werden Verfahren zum tbersichtlichen Vergleich verschiedener Methoden angeboten. Mit
den im Meniipunkt vorhandenen Moglichkeiten kann der Begriff der Integralfunktion
ndher beleuchtet werden. Unter ist eine Reihe von Beispielen verborgen, die von den
Autoren als in gewisser Weise elementar betrachtet werden und dem Einsteiger in das Pro-
grammpaket einen moglichst bequemen Zugang ermdglichen. Schlielich sind im Meni
eine Ende-Routine zum Verlassen des Programms und einige Hilfen enthalten.

Die Beschreibung dieser Meniis und damit die Gebrauchsanweisung des Programms erfolgt
in den nédchsten Abschnitten.

Wenn in der weiteren Folge vom TI-92 die Rede ist, dann sind gleichermaf3en dessen Nach-
folger T1-92+, TI-89 und Voyage™200 gemeint.
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2.1 Das Menii [F1]: Tools

Das Menii wird durch Driicken der Funkti-
onstaste geoffnet. Es bietet vier Alter-
nativen an. Die Wahl erfolgt entweder
durch Verschieben der markierten Zeile mit
den Cursor-Tasten und einem abschlie3en-
den oder durch Driicken einer der
gewiinschten Ziffern (1], (2], (3] oder [4]. Bei
der zuerst genannten Methode hat man noch
die Moglichkeit, das Menii vor dem Driik-

: Encde

tEinstellungen [ a 1 &

fiber I (€]

[F11[11: Hiltetexte

[F2]: Eingabe der Parameter
[F&1: fertige Beispiele

tandere Menls sind wirkungslos?

ted J.Bshm und W.Fripper, Uersion 2

IMTEG RAD ALUTO FUNC 1/20

Alternativen des Meniis

ken der [ENTER]-Taste mit ohne eine Aktion zu verlassen. (Diese Anleitung zum Umgang
mit Meniis gilt sinngeméf auch fiir die anderen Meniis.)

[

: Ende

Hilfe

Hinter diesem Meniipunkt verbirgt sich eine kleine Online-Hilfe. Beim ersten Aufruf
werden zwei einleitende Seiten gezeigt. Der Wechsel zur Folgeseite erfolgt mit [ENTER].
Diese beiden Seiten werden bei einem spéteren Aufruf der Hilfe in einer Sitzung nicht
mehr angeboten.

Die Hilfstexte zu den Mentipunkten bis des Hauptprogramms (s. auch Abb. 1.7)
erreicht man durch Driicken der jeweiligen Funktionstaste. Dort sind in komprimierter
Form auf einigen Seiten Hilfstexte abgelegt, wobei jeweils die Anzeige der Folgeseite

mit (ENTER] ausgeldst wird. Nach dem T1 Tz ] T FE
g zURGCK |zu TF21lzu TF31lzu TF41lzu [FS2

Durchlaufen einer solchen Textfolge

kehrt man wieder zu der Verteilerseite

Wakhlen Sie Hilfe
zu den Tasten [FZ21 bis [F31,
CHirweize zu [F&] finden Sie dortl

zuriick. Man kann dann andere Hilfstex-
te einsehen oder mit der Funktionstaste
die Hilfe verlassen und wieder zum

Hauptbildschirm zuriickkehren.

oder kehren Sie zurlck mit [F11.

IMTEG EAD AUTO FUMC 1./30

Der Verteiler der Hilfe

Dieser Meniipunkt ist ausgesprochen wichtig, weil das Programm integ() immer iiber
ihn verlassen werden sollte. Nur dadurch ist sichergestellt, dass sich Ihr TI-92 nach Be-
endigung der Arbeit mit integ() in einem definierten Zustand befindet und bei weite-
rer Verwendung keine unerwiinschten oder unerwarteten Nebeneffekte auftreten.

Zum Durchlaufen der Ende-Routine werden zwei Alternativen angeboten:
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e Ein Abschluss mit [ENTER] beendet Fow [ 1iw . ter T fF 1. fav q
- HIHWEIZ
die Arbeit mit integ(). Das D er Sie — .
heiBt, alle wihrend des Pro- [ENIET{:E”L:IEHH Sie die Arbeit beenden
. . tlariable werden gelischt, der wvar-—
grammlaufs generierten Variablen herige Zustand wieder hergestellf.)
werden geloscht und der TI-92 [ESC], wenn Sie im Home Screen weiter
. . . arbeiten wollen.
wird wieder in den Zustand ver- Enter=0K ESC=CANCEL
setzt, in dem er vor dem Start von | AT AL FiRE L
integ() war. So werden alle Alternativen bei [2):Ende

Einstellungen wie Grafik-Modus
oder Dezimalanzeige etc. auf ihren urspriinglichen Zustand zuriickgesetzt. Der
Zweck dieser Mallnahme ist einerseits das Beseitigen nicht mehr benétigter Varia-
blen (was sonst zu Speicherplatzproblemen fithren kénnte). Andererseits wird dem
Anwender die Mithe genommen, den Rechner wieder von Hand in den gewohnten
Betriebsmodus bringen zu miissen.

e  SchlieBt man die Arbeit jedoch mit ab, bleiben wesentliche Variable und Ein-
stellungen erhalten. Sie konnen anschlieBend im Home Screen (Ausgangsbild-
schirm, Computer-Algebra--Fenster) des TI-92 angesehen und weiter bearbeitet
werden. Diese Moglichkeit ist sinnvoll (und es wird an gegebener Stelle darauf ver-
wiesen), weil bei der Arbeit mit integ() Terme oder Matrizen auftreten konnen,
die ohne die Scroll-Moglichkeiten des Home Screen nicht vollstindig tiberblickt
werden konnen.

Um nach endgiiltigem Abschluss der Arbeit wieder zu einem definierten Zustand
zuriickzukehren, muss integ() nochmals gestartet und sofort wieder mit
beendet werden.

Ein anderer Grund fiir das Beenden mit kann sich ergeben, wenn man die
augenblickliche Arbeit fiir andere Aufgaben nur unterbrechen und zu einem spéteren
Zeitpunkt wieder mit der gleichen Funktion fortsetzen will. Beim neuerlichen Start
zeigt der TI-92 némlich die aktuellen Parameter an und man kann sofort die unter-
brochene Arbeit wieder aufnehmen, ohne neuerlich den Funktionsterm und alle an-
deren Parameter eingeben zu miissen. (In diesem Fall ist es auBlerdem ratsam, das
aktuelle Verzeichnis zu wechseln, weil sonst giiltige interne Variable versehentlich
gedndert werden konnten.)

Fiir eine reine Arbeitsunterbrechung 148t man den TI-92 einfach liegen. Die Ab-
schaltautomatik (APD - Automatic Power Down) ist so konstruiert, dass der aus-
geschaltete Rechner nach Driicken der [ON]-Taste wieder dort aufsetzt, wo er iiber
die Automatik geschlossen wurde.
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Ob die Aufrdumarbeiten beim SchlieBen des Programms erfolgreich waren, sieht man
beim Inspizieren des INTEG-Verzeichnisses (= folders) mit [VAR-LINK]: Dieses
Verzeichnis darf nur noch die im Abschnitt 1 aufgelisteten 25 PRGM-Dateien enthalten.

: Einstellungen

integ() stellt beim Start die meisten

Betriebsparameter auf gewisse Stan-

dardwerte ein. Bei einigen Parametern thrids LN
. SiAchsen  OM
mogen von Fall zu Fall andere Werte dix-Auflosung = 2
g:

Ende der Auswahl

sinnvoll sein.

Zum Andern der Stellenzahl 6ffnet sich
ein weiteres Popupmenii. Die Alter- |Tiemeize 511+ ENTER=IF ARE ESCI=tAREEL
nativen (2] ... 4] wirken wie Flip-Flops. Anderbare Einstellungen
Die Anderungen werden im Popupmenii sofort angezeigt und bleiben fiir die Dauer einer

Sitzung (oder wenn sie wieder variiert werden) aktiv.

Ausnahmen: Die Stellenzahl bei den Vergleichen ist auf Float 6 (bei (1)) bzw. Fix 4
(bei [F4] [2)) festgelegt. Bei den Integralfunktionen ([F5) (2]) wird grundsétzlich die x-Auf-
16sung 2 verwendet (= Xres im [WINDOW]-Fenster).

: uber INTEG

In diesem Mentipunkt werden einige Geheimnisse zur Entstehungsgeschichte von
integ() geliiftet und die E-Mail-Adressen der Autoren preisgegeben.

2.2 Das Menii [F2): Params

1 ii 1 1 - Fi Fz Fzw
Dieses Menii dient zur Eingabe der zu un o, -
tersuchenden Funktion und ihrer relevanten
Parameter. Es muss immer zuerst aufgeru- theusr Intearationshereich
fen und ausgefiihrt werden, wenn man eige-

ne Funktionen untersuchen will. [F&1: -F‘er*t,e- eispiele )

Die einzelnen Unterpunkte:

[J:

[ FEw
3 IntFunk
15H11E Faramet.er

fFunktionstern
tPlotbereich andern

F&
EB=izp

EStPeiFenahzahl anderh

tandere Menlds sind wirkungslosa

tca J.Bohm und W.Proppet, Version 2
TYFE OF: USE £314 + [ENTERI=OF AND [ESCISCANCEL

Das Params-Menii

Alle Parameter

Es werden nacheinander Eingabedialoge flir den Funktionsterm, den Plotbereich, den In-
tegrationsbereich und die Streifenanzahl gedffnet. Nach der Eingabe aller Werte durch-
lauft integ() eine Plausibilititsroutine, die einige Sicherheitspriifungen fiir einen sto-
rungsfreien Ablauf des Programms vornimmt. Gegebenenfalls wird mit einem knappen
Hinweis zu einem der Dialoge verzweigt, um Korrekturen vornehmen zu kénnen.
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Wenn alle Parameter eingegeben und Fiv

Fe=r Fa=- Fur FE= F&
iift sind ot der Bildschi i Tools|Params |[Method|Ueralch|IntFunk|Beisp
gepriit sind, zeigt der Bildschirm die aktuelle Funktion: grafisch
aktuellen Werte an. W2
. Jo . Fiud = o
Eine detaillierte Beschreibung der er- 2
forderlichen Eingaben erfolgt bei den #=[-.5 .. 2.511 uel-.5 .. 2.51]
s : _ Integrationsbereichs [@ .. 2]
nachfolgenden.Men.upunkten, “1n de treiforarmahls 7
nen auf Moglichkeiten zum Andern
. . IMTEG EAD AUTO FUHC 12/30
der einzelnen Parameter eingegangen Der aktuelle Bildschirm

wird.

: Funktionsterm @ndern

Das einzeilige Eingabefeld verlangt

R T Tiv T Tev 7
H B ERE I Y AT

Rl ] R AT o I
die Eingabe eines Funktionsterms wie all}Luelle [
zB 1/2x"2 oder sin(x). Natiirlich

Funktionsterm:
vertrigt inte auch sehr viel
£ 90 . fFoat [EoZ |
komplexere Terme. Sogar abschnitts- Enter=0k ESC=CAHCEL
Integrationsberelchs 1T .. Z1]

weise definierte Funktionen unter Ctreiferanzahlt 7

Verwendung der sign(-Funktion

INTEG EAD AUTO FUMC 12720
oder der when-Klausel kénnen Ver- Eingabe des Funktionsterms

wendung finden. (Moglichkeiten dazu werden im Teil 11 erortert.)

Die Plausibilitatspriifung untersucht, ob ein zuldssiger Funktionsterm eingegeben wurde,
d.h., ob er der iiblichen mathematischen Syntax entspricht. In diesem Sinne zuldssig sind
auch symbolische Funktionsterme, wie z.B. h(x). Bei Eingabe eines symbolischen Funk-
tionsterms schaltet das Programm gleichzeitig auf den sogenannten symbolischen Modus
(s. bzw. [F3]) um. Auch im Home Screen vordefinierte Funktionen wie etwa
kost(x) kénnen verwendet werden.

: Plotbereich andern

Beim Plotbereich sind jeweils fiir das L L LT L Q
Argument x und den Funktionswert y .
die Unter- und die Obergrenze anzu- Zeichenbereichs
geben (Abb. 2.2.4). Die Plausibili- S El
titspriifung kontrolliert, ob die Gren- g-ming 1[5

. . . y-maxi & [Z.
zen numerisch sind und ob die Unter-
grenze kleiner als die Obergrenze ist.

INTEG EAD AUTO FUHC 1/20

Beim Festlegen des Plotbereichs sollte Kalibrieren des Zeichenbereichs
man darauf achten, dass die Graphen

im groBeren Fenster des im Verhiltnis 1:2 vertikal geteilten Bildschirms gezeichnet wer-
den. Damit der Betrachter die Orientierung behélt, wird als x- und als y-Einheit die 1

gewihlt; mit diesen Einheiten sind auch die Gitterpunkte (grids) eingezeichnet.
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. Streifenanzahl andern

(Die grids koénnen mit (4] ausgeschaltet werden, was bei einem groBeren
Zeichenbereich sehr zu empfehlen ist.)
Der Plotbereich ist beim Menii und in der Betriebsart symbolisch eigentlich irrele-
vant. Er muss dennoch in diesen Féllen mit angegeben werden, d.h., man kann die Ein-
gabe mit einfach iiberspringen.

: neuer Integrationsbereich

Der Integrationsbereich ist die Men-

ge der Argumente in denen das Inte-

gral bzw. eine Riemannsche Summe Integrationshereichs
. . Csumbolisch, bzw. a oder b2
bestimmt werden soll. Einzugeben

. Untergrenze:
sind Unter- und Obergrenze. Oberarenze: g

Die Plausibilititskontrolle  priift Ent.er=0k ESC=CAMCEL

Streifenanzahls ¥

nicht, ob der Integrationsbereich in-

IMTEG EAD _AUTO FLMC 12/200

nerhalb des Plotbereichs liegt. Je-
doch diirfte eine derartige Wahl in
den meisten Féllen keine sehr aussagekréftigen grafischen Darstellungen liefern. Ebenso

Andern des Integrationsbereichs

wird eine Untergrenze, die groBer als die Obergrenze ist, nicht moniert. Es ist sogar
durchaus lehrreich in diesem Fall nicht nur den Vorzeichenwechsel bei den entsprechen-
den Summen zu beobachten, sondern auch zu sehen, wie der Zeichenvorgang in umge-
kehrter Richtung abliuft.

Wenn die eingegebenen Grenzen nicht numerisch sind, wird kontrolliert, ob der Unter-
grenze die Variable a und/oder der Obergrenze die Variable b zugewiesen wurde. Diese
Einschrinkung mag auf den ersten Blick als einengend betrachtet werden, ist jedoch fiir
einen fehlerfreien Programmablauf erforderlich (s. 3. Die Programmstruktur).

Wenn eine der Integrationsgrenzen symbolisch ist, wird vom System auf die Betriebsart
symbolisch umgeschaltet, weil dann ein Plotten von Streifen nicht mehr méglich ist. Das
CAS des TI-92 ermoglicht jedoch auch Untersuchungen von symbolischen Termen
(s. Menii [F3]) und geht damit weit iiber die Moglichkeiten eines rein numerischen Ta-

schenrechners hinaus.

Die Streifenanzahl gibt in den meisten

Fillen die Anzahl der Teilintervalle an,

. . . . Streifen—-Tropfenanzahl:

in die der Integrationsbereich zerlegt tgahzzahlig oder ganze Vielf. won no

wird. Bei einer Methode (s. (A]: Teilintervalle: [15 |
Enter=0K ESC=CHNCEL

Monte Carlo) wird hier anstelle ei-
ner Streifenanzahl eine Tropfenanzahl

Streifenanzahl: 7

INTEG ERD AUTO FUMWC 1/30

erfasst. Eingabe der Streifen-/Tropfenzahl
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Die Streifenanzahl kann, ebenso wie der Integrationsbereich, numerisch oder symbolisch
sein. Bei einem numerischen Wert wird gepriift, ob er nichtnegativ und ganzzahlig ist.
Als symbolischer Wert ist die Variable » oder ein ganzzahliges Vielfaches von zugelas-

sen.

Dieser Unterpunkt hat keine Wirkung. Er dient nur der optischen Gliederung des Meniis.

: symbolisch / grafisch

Mit dem Meniipunkt (7] kann zwischen dem sogenannten grafischen und symbolischen
Betriebsmodus umgeschaltet werden. Dabei wirkt wie ein Kippschalter. Der ein-
gestellte Modus ist in der rechten oberen Ecke des aktuellen Bildschirms sichtbar.

Diese beiden Modi beziehen sich auf die im Menii aufrufbaren Methoden:

Bei der Betriebsart grafisch wird die ausgewihlte Riemannsche Summe neben ihrem
numerischen Wert auch als Streifenmuster veranschaulicht (siche die Abbildungen auf
der nédchsten Seite). Damit sollen dem Lernenden die verschiedenen Methoden grafisch
vor Augen gefiihrt werden.

Wie oben dargelegt, konnen aber Integrationsgrenzen und Streifenanzahl auch nichtnu-
merisch, d.h. symbolisch eingegeben werden. Dann ist eine grafische Darstellung nicht
mehr sinnvoll und es werden nur noch die berechneten Terme angezeigt. In manchen
Fillen, bei denen eine grafische Behandlung moglich (und durchaus geboten) ist, werden
jedoch die numerischen Terme im exakten Modus so umfangreich, dass fiir die gleich-
zeitige Darstellung von Graph und Term der Bildschirm des TI-92 nicht ausreichend ist,
oder ein scheinbar falsches Resultat anzeigt (s. Trapezsumme auf Seite 13). Fiir diesen
Fall ist die symbolische Darstellungsart neben der grafischen angebracht.

Beim Programmstart ist der grafische Modus voreingestellt. Oben wurde schon darauf
hingewiesen, dass das System bei symbolischen Parametern automatisch in den symboli-
schen Modus umschaltet. In diesen Féllen kann nicht in den grafischen Modus zuriickge-
schaltet werden. Das Driicken der Tastenfolge ist dann also wirkungslos. Wenn
jedoch bei symbolischer Betriebsart die Voraussetzungen fiir den grafischen Modus wie-
derhergestellt werden (zB die Streifenanzahl wird von » auf 6 gestellt), kann bzw. muss
der Anwender manuell, d.h. durch [F2] (7], in den grafischen Modus schalten.

Sie konnen das Programm im symbolischen Modus zwingen, nicht ,,exakt” zu rechnen,
indem Sie zumindest eine Integrationsgrenze als Dezimalzahl angeben — anstelle von 5
geben Sie 5.0 ein. Das verkiirzt in manchen Féllen enorm die Rechenzeit, da der Rechner
viel Zeit und Speicherplatz benétigt, ein Ergebnis mit vielen Wurzeln und Briichen zu
formatieren und auf den Bildschirm zu bringen. Sie finden ein Beispiel dazu im Work-
shop unter der Aufgabe 5.7.
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2.3 Das Menii (F3]: Method

54 Fev E
Tools|Params [JE

1:
aktuelle Fu Y Obersamme
E:hinﬁisumme
7 1 1 1 i - s Hechtssumme
Mit der Funktionstaste wird ein Menii Fixn =5 i [Fopezinme
geoffnet, welches 11 Methoden zur Auswahl 71 Sippaon lerfahren
. . wE[-.5 .. giPulcheErima
anbietet. Thre Bezeichnungen sagen dem Integratic EEZEEE%IEQP?§
Mathematiker, welche Inhalte damit ver- streifenan Dol Al ls28rl8dung

kniipft sind. Der Lernende kann diese Inhalte [LIfPEDR UE %314 + [ENTERIOK RKD [ESCICARCEL
Das Methodenmenii

beim Umgang mit dem Programm erfahren.
Deshalb werden diese Inhalte weiter unten in diesem Abschnitt beschrieben. Die Beispiele in

diesem Abschnitt beziehen sich weitgehend auf die Funktion f(x) = x /2.

In der Darstellungsart grafisch (s. Menii (7)) wird der Bildschirm vertikal im Verhéltnis
1:2 geteilt. Der Graph der aktuellen Funktion wird im rechten Fenster geplottet und die Strei-
fen der gewidhlten Methode werden eingezeichnet bzw. werden bei der Monte-Carlo-
Methode als Punkte fiir gefallene Tropfen abgebildet. AnschlieBend zeigt das linke Fenster
den Namen der Methode sowie die errechnete Summe in exakter und approximierter Darstel-
lung (Standard: 3 signifikante Ziffern). Durch Driicken der [ENTER]-Taste kommt man zuriick
zum Hauptbildschirm mit den aktuellen Parametern.

Obersummes Simpson:
2049 ’ 4.3
ApprosE . aApproxs
1.63 1.33
_==> [EHTER ] _==> [EHMTER 1
TEG KAD_AOTD FUNC_07z0 IFauzE TEG KAD_AOTD FONL G720 F 1026

Obersumme zu y = %xz mit n=7 Simpson-Verfahren mit n =4

colPramtofsisiy s ; st [Pramiolsis
2ufallsregen| Tropfent SO0 innent 115 Trapezsunme:
1.38 2o
v;u:us[ 3 ]'J‘[
1g8
approx: ApProxE
1.38 1.92
==» [EHMTER] == [EMTEFR]
HTES AL AUTD FUNC 0730 TP LiMTEG KAD AUTD FURL 0730 Toe|
Monte Carlo mit 500 Tropfen Ein scheinbar falsches Resultat

Die letzte Abbildung zeigt ein (scheinbar) fehlerhaftes Resultat: Offensichtlich handelt es
sich um die Trapezsumme mit 9 Teilintervallen zur Funktion f{x) = sin(x) im Bereich von 0

bis . (Diese Funktion ist in der Beispielsammlung, die mit aufgerufen werden kann,
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enthalten.) Der approximierte Wert ist sicher korrekt, weil bekanntlich J.sin(x) dx =2 ist.
0

2n),
cos(g)rr

Fiir den angeblich exakten Wert erhilt man jedoch iiberschlagsweise 0,13, also

einen Wert der weit daneben zu liegen scheint. Eine Auflosung des Widerspruchs ergibt sich,
wenn man die Trapezsumme im Modus symbolisch betrachtet’. Der exakte Term ist sehr viel
umfangreicher, als im Split-Screen-Modus des TI-92 darstellbar ist, ja er nimmt sogar mehr
Platz ein, als der volle Bildschirm anbietet.

Fiir weitere Untersuchungen kann man im symbolischen Modus mit der Taste [B] ein Popup-
menll mit 13 Alternativen zum Bearbeiten des angezeigten Terms 6ffnen. Die folgenden
Screenshots zeigen den Bildschirm zuerst nachdem der uniibersichtliche Term unter dem
Namen resl gesichert wurde’ und anschlieBend mit der TI-92-Funktion Factor verein-

facht wurde.

Trapezsumme: Trapezsumd n
42 combenomd
A P Il R . 2 215 - L [l]
cosl ) [l 3] B seonlip) ] | o BE) HRETER peesli)
flimia. b,
18 12 O 18
Sibest. Integral
A:Ableitung
E:Sichern .
Clurspr. Ergebnis
[Blearbeiten der Ahzeige Ende=[Enter] [Blearbeiten der Ahzeige Ende=[Entet]
NTEG FAD AUTO FONC 0720 TIE| | TYFE O USE €314 + [ENTERI=OK AND [ESCICANCEL
Der (fast) volistiindige Term Das [B]earbeiten-Menii

gesichert als resl Trapezsumme! (fakborisiertl
cor )t [con(3) 55 cor )| | (ool )03
15 * 15 ]

[Blearbeiten detr Ahzeige Ende=[Enter] [Blearbeiten der Ahzeige Ende=[Entetr]
[ FAD AUTO FUNE 0/%0 M|  [iNTES RAD_AUTO FUNE 0,30 |

Gesichert als resl Das Resultat wurde vereinfacht

Eine sehr viel wichtigere Rolle als im eben gezeigten Fall spielt der symbolische Mode aber
bei Funktionen in allgemeiner Darstellung. Als Beispiel werde die Funktion f(x)= x /2 im

Integrationsbereich [a .. b] mit n Streifen betrachtet. Wie oben dargelegt, schaltet das System
in diesem Fall automatisch in die Betriebsart symbolisch um. Nach dem Aufruf der Methode

3 Um zur vollstindigen symbolischen Termdarstellung zu gelangen, muss man die grafische Darstellung mit
abschlieBen, dann mit in den symbolischen Mode schalten und mit noch einmal die Methode ,,Tra-
pezsumme* aufrufen.

* Die Namensvergabe erfolgt automatisch, um keine Konflikte mit den Namen von globalen Variablen entstehen zu
lassen.
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,»Mittelsumme” ([F3] [6]) erhdlt man zuerst einen einigermaBen uniibersichtlichen Ausdruck in
a, b und n. Dieser wird, wie hier nicht gezeigt, unter dem Namen res2 gesichert. Der Term
kann nun mit Hilfe des [B]earbeiten Meniis weiter untersucht bzw. verdndert werden.
Zuerst wird der Grenzwert fiir n — o berechnet und dann expandiert man diesen Term.
Lésst man schlieBlich die Ableitung dieses Terms nach b berechnen (Tastenfolge: und
Frage ,,Ableitung nach:” mit beantworten), so ist man beim Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung angelangt. Ebenso kann man zum Vergleich das bestimm-
te Integral berechnen lassen.”

Wenn man das Programm mit verlisst, konnen die unter den Namen resl und
res2 gespeicherten Terme im Home Screen des TI-92 durch horizontales Scrollen genauer
betrachtet werden (Abb. auf Seite 16).

Fiv]’ FE™ T FE™ T FoT T FE= T TE
[Tn:u:\ls Fatrams [Method|Uerglch|IntFunk|Beisp ]

aktuelle Funktion: numerisch Mittelsumme:
2
Fraey = 2 ta-b)(aZ(anZo1)+zablznZe1)s

24.n
%E[-.5 .. 2.51; wEl-.5 .. 2.5]

Integrationsbereich: [a .. bl
Streifenanzahli n

[Blearbeiten der Ahzeige Ende=[Ent.etr]
HTEG FAD AUTO FUHE 0750 HTEG FAD_AUTO FUHL 0,30 TEA|

Die aktuelle Funktion Nach dem Aufiruf von [F3] [6)

Mittelsumme: C(Limes fir need Mittelsumme: Cexpandiert?
'(a—b)-[az+a-b+hz] 5_3_5_3
& & &
[Blearbeiten der Ahzeige Ende=[Enter] [Blearbeiten der Ahzeige Ende=[Entetr]
NTEG FAD AUTO FUHE 0/=0 EEl|  |INTEG EAD_AUTO FUHL_0/=0 |
Berechnung des Limes mit Vereinfachung mit

,,sT ]
abgeleitet nach b Bestimmtes Integral:
z 53 3
b b (2% -b7)
= Ia Flxdds = —_—

[Blearbeiten detr Ahzeige Ende=[Enter] [Blearbeiten der Ahzeige Ende=[Entetr]
INTEG FAD AUTO FUNE 0/%0 M|  [iNTES RAD_AUTO FUNE 0,30 |

Ableitung nach b Bestimmtes Integral mit [B] (9]

* Es erweist sich oft als giinstig, das erste Ergebnis des TI-92 vor der Grenzwertbildung vereinfachen zu lassen.
Auch zusitzliche Bedingungen (zB Nichtnegativitit) konnen hilfreich sein.
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Das nebenstehende Bild zeigt den Home mmm
Screen des TI-92 nach Verlassen des Pro- |®tre=sl

gramms mit und Ausgabe der 4']'“'5 . [“Ds[%]'ﬁ+5'°°5[%]+2'ﬁ]'“
Variablen resl, ganz nach rechts gescrollt, |a ... 18

sowie res2, der Sicherung der Mittelsumme ‘bj-[az-[d,-nz -1)+z-ab(2nf+1]+pZ
von Seite 15, etwa mittig gescrollt. Beim 24-n?
Wiedereinstieg in das Programm integ() 5:5552 FAD_ALTH FURE =750

ist die Funktion, mit der es verlassen wurde, resl und res2 im Home Screen

mit allen Parametern weiter aktiv.
Der Bildschirm zeigt sich mit allen voreingestellten Parametern.

Bei den Bearbeitungsverfahren, die eigene Eingaben verlangen, kann es, wenn unsinnige
Werte eingegeben werden, zu einem Programmabsturz mit einer Fehlermeldung kommen,
weil Priifroutinen, die dies abfangen, zu viel Aufwand erfordert hitten. Falls sich das Pro-
gramm mit einer Fehlermeldung verabschiedet, muss man mit in den Home Screen schal-
ten. Wenn man integ() dann neu startet und es sofort wieder mit der Tastenfolge
verldsst, entstehen keine ,,bleibenden” Schiden, d.h. im aktuellen Verzeichnis sind
alle temporéren Variablen geldscht und es enthélt nur die 25 PRGM files, die das Programm-
paket integ() umfasst.

AbschlieBend werden noch einige Bemerkungen zu den implementierten Methoden gemacht:

[1): Untersumme und [2]: Obersumme:

Bei Unter- und Obersumme im Riemannschen Sinn wird bekanntlich die zu integrieren-
de Funktion jeweils durch das Minimum bzw. Maximum der Funktion im betrachteten
Teil-intervall ersetzt und die sich so ergebende Summe von Rechtecksfldchen berechnet.
Insofern sind die Bezeichnungen Unter- bzw. Obersumme etwas tibertrieben. Denn um
eine effiziente Rechengeschwindigkeit zu erreichen, werden hier fiir Unter- bzw. Ober-
summe nur Minimum bzw. Maximum des Funktionswerts an den Réndern des betref-
fenden Teilintervalls genommen. Fiir monotone Funktionen ist diese Vereinfachung so-
gar korrekt. Bei nichtmonotonen Funktionen, die keine zu starken Schwankungen auf-
weisen, erhdlt man dennoch gute Ergebnisse (siche dazu auch [4]).

: Linkssumme und [4]: Rechtssumme:
Fir die Streifenhohe wird jeweils der Funktionswert am linken bzw. rechten Randpunkt
des Teilintervalls genommen. Dadurch sind diese beiden Methoden die schnellsten Ver-
fahren. Beim Vergleich der Methoden (s. Menii (1]) erkennt man sehr schon, dass
Unter- und Linkssumme bzw. Ober- und Rechtssumme bei monoton wachsenden Funk-
tionen gleiche Werte liefern. Bei monoton fallenden Funktionen entsprechen sich Unter-

und Rechtssumme bzw. Ober- und Linkssumme.
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[5):

Trapezsumme und (6]: Mittelsumme:

Bei der Trapezsumme werden die Rechteckstreifen durch Trapeze ersetzt. In der Mittel-
summe bleiben die Rechtecke erhalten, ihre Hohe ergibt sich jedoch aus dem Funktions-
wert in der Intervallmitte. Trapez- und Mittelsumme sind erste praktisch angewandte
Verfahren der numerischen Mathematik. Thr Fehler ist von quadratischer GroBenord-
nung, wahrend die Rechtecksverfahren [1] bis [4] nur eine lineare GréBenordnung auf-
weisen. Das heiflt, dass eine Verdoppelung der Streifenanzahl den Fehler bei Trapez-
und Mittelsumme um den Faktor 4 sinken lassen.

Da die Pixelauflosung des TI-92 Bildschirms nicht gerade berauschend ist, erhdlt man
bei der Trapezsumme hdufig Approximationspolygone, die vom Graph der Funktion

kaum zu unterscheiden sind.

Der Anzahl der Streifen sind zwar grundsétzlich keine Grenzen nach oben gesetzt. Jedoch

bestehen beim grafischen Modus praktische Begrenzungen, die sich aus der Auflosung des
Bildschirms ergeben. So sollte fiir die Methoden [1] bis (6] der Wert fiir # nicht groBer als 20

gewihlt werden. Im anderen Modus setzen eigentlich nur Rechenzeit und Speicher Grenzen.

[7):

Simpson-Verfahren und [8): Pulcherrima’:

Simpson-Verfahren und Pulcherrima waren die bis zur Einfiihrung von Computern mit
die am hiufigsten verwendeten Niherungsverfahren zum Berechnen von bestimmten In-
tegralen. Bei ihnen wird die Integrandenfunktion in jedem Teilintervall durch eine Para-
bel bzw. durch ein Polynom 3. Grades approximiert. Dadurch liefern beide Verfahren bei
Funktionen bis zum 3.Grad exakte Werte des Integrals.

Fiir die Darstellung auf dem TI-92 wurden jedoch nicht die Approximationspolynome
verwendet, da sie wegen der geringen Auflosung des Bildschirms keine grafische Infor-
mation geliefert hitten’. Der in integ() eingeschlagene Weg soll vielmehr die Appro-
ximationsformeln dieser beiden Verfahren illustrieren. Diese Formeln lauten in ihrer ele-
mentarsten Form, also bei der Einteilung des Integrationsbereichs in nur ein Intervall, bei

b _
Simpson: [ h(x)dx = bTa(h(a) +4-h(Zzh)+ h(b)) und bei
a

b—a

b
Pulcherrima: [ A(x) dx = (h(a) +3n(@E2D) 4 3. p(2azh) ¢ h(b)) .
a

Beim Simpson-Verfahren wird deshalb das Teilintervall in drei Abschnitte, deren Brei-
ten sich wie 1 : 4 : 1 verhalten, zerlegt. Bei Pulcherrima erhélt man 4 Abschnitte mit
Breiten von 1 : 3 : 3 : 1 (siche die Abbildungen auf Seite 17)’.

5

auch unter dem Namen ,,GauB3-Quadratur” oder ,,GauB3sche Regel” bekannt

® siehe im Workshop unter Aufgabe 5.13

7

siche 6. Bemerkungen zur ,,Pulcherrima”
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1 1 Fiw Few Fiw Fyr FEw F&
In der graﬁSChen DarSteHung wird die Tools|Params Method|Uerglch|IntFunk|Beisp

vierfache Gewichtung des Funktionswerts |aktuslle Funktion: grafizch

in der Intervallmitte beim Simpson-Verfah- Fra = XTZ +Z 41338

ren bzw. die dreifache Gewichtung an den
®E[-.5 .. 2.51; gs[-.5 .. 2.51
Integrationsbereich: [0 .. 21
Streifenanzahli: 1

beiden inneren Stellen in der Pulcherima

durch die entsprechende Breite der Streifen

IMTES ERD AUTO FUMC 12730

ausgedriickt. (Der Funktionsterm wurde

aus Griinden der Sichtbarkeit gedndert!) Zugrunde liegende Funktion

T FE T T FE T
i [Prgm IO : A+ |Pram IO
Simpsont Fulcherrimat
3r-18 Ir<la
El=T=T b APProE
2,06 | —— ] 2,06
_==> [EMTER 1 _==> [EMTER 1
NTEG FAD_AUTD FUNC 0730 M| [INTEG FAD_AUTD FUNC 0730 T

Simpson mit n =1 Pulcherrima mit n =1

Die obigen Formeln lassen sich im symbolischen Modus erhalten, wenn man als Funkti-
onsterm /(x) angibt, den Integrationsbereich von a bis b laufen lasst und n = 1 setzt. Al-
lerdings wird der Ergebnisterm bei der Pulcherrima schon zu umfangreich, so dass er
nicht mehr ganz iiberblickt werden kann.

Bei diesen Methoden erhdlt man im grafischen Modus auf Grund der Auflésung des
Bildschirms die besten Darstellungen, wenn die Streifenzahl » den Wert 5 nicht iiber-
steigt. Sonst erscheinen besonders die schmalen Streifen unterschiedlich breit, weil sie
beispielsweise einmal 4 ein anderes Mal nur 3 Pixel breit sind.

(9]: geometrische Folge:
Der Integrationsbereich wird so zerlegt, dass die Langen der Teilintervalle eine geome-
trische Folge bilden. Um den Fall einfach realisieren zu koénnen, ist er auf Integrationsbe-
reiche, die ganz im Positiven liegen bzw. symbolische Grenzen haben beschrinkt. Dies
bedeutet keine echte Einschrankung, weil man durch Ersetzen von x im Funktionsterm
durch x — a, mit geeignetem a, immer zu einem positiven Bereich kommen kann. Bei
symbolischen Grenzen ist diese Verschiebung nicht erforderlich. Aber man kann mit die-

ser Methode auch Funktionen behandeln, bei denen die vorher besprochenen Verfahren
nicht zum Ziel fithren. Als Beispiel sei die Funktion f(x)= x7! genannt, die bekannt-

lich auf den natiirlichen Logarithmus fiihrt.
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[A):

Monte Carlo:

Mit dieser Methode kann der bekannte Zufallsregen veranschaulicht werden. In ein
Rechteck, das durch die Grenzen des Integrationsbereichs sowie durch ymin und ymax
begrenzt ist, fallen zufillig Tropfen. Die Tropfen, die in das Innere der vom Graphen
und der x-Achse begrenzten Flache fallen, werden als Pixel angezeigt und extra gezdhlt.
Das relevante Rechteck ist dick eingerahmt. Als Ergebnis des Verfahrens wird der Wert
von Fliche des Rechtecks x Tropfeniyen / Tropfen,eam: ausgegeben. Die Monte-Carlo-
Methode liefert nur fiir positive Funktionen eine Approximation des bestimmten Inte-
grals. In den anderen Fillen wird der vom Graphen und der x-Achse eingeschlossene
Flacheninhalt approximiert.

Um bei dieser Methode zu einem einigermafen anschaulichen Resultat zu kommen, soll-
te die Tropfenzahl, die hier anstelle der Streifenzahl (s. Menii [F2] (5]) tritt, mindestens 50
sein. Ein entsprechender Hinweis erscheint, wenn diese Zahl unterschritten ist und bietet
die Moglichkeit abzubrechen, um die Tropfenanzahl zu erhéhen.

: Zufallszerlegung:

Das Integrationsintervall wird in » Streifen mit zufilligen Breiten zerlegt. Als Streifen-
hohe wird der Funktionswert in der Streifenmitte genommen. Natiirlich spiegelt dieses
Verfahren keine Riemannsche Summe wieder, weil bei einer Zufallszerlegung niemals
sicher-gestellt sein kann, dass die Intervallbreite gegen Null geht. Doch mag gerade die-
ses Beispiel verwendet werden, um den Fall deutlich zu machen. Andererseits fiihrt die

Zufallszerlegung héiufig sehr schnell zu erstaunlich guten Approximationen.

Die beiden zuletzt genannten Methoden konnen nur mit nicht-symbolischen Parametern

arbeiten und liefern als Wert immer nur eine dezimale Approximation. Fiir groe Streifen-

bzw. Tropfenanzahlen ist der symbolische Modus zu empfehlen, da die Grafiken aus den

oben genannten Griinden nicht sehr schon sind und die Rechenzeit steigt.

2.4 Das Menii [F4): Verglch

In diesem Bereich werden Verfahren zum
Vergleich der im Menii vorhandenen
Methoden dargestellt. Aus diesem Grund
arbeiten diese Methoden hier, unabhingig
von der Einstellung grafisch oder symbo-
lisch, ausschlieBlich im symbolischen Mode.
Deshalb sollten nur konkrete Funktionen
mit numerischen Parametern verwendet

werden.

Fiv Few
Tools|Params

aktuelle Funktid

FEv Fuw FE*
Method ESIE=NRAGN T 11t F Lt k:
1talle Methoden

f ausgewa e [
StGrafik zu 2.

Fixr=0x +2)--.=+T

T8
EB=izp

=xE[-F .. 413
Integrationsbereich:
Streifenanzahl: 7

usl-1 .. F]
[-2 .. 31

TVFE OF USE £3t4 + [ENTERI=OK AND [ESCISCANCEL

Die Vergleichs-Maoglichkeiten
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Es ist zwar grundsétzlich auch hier moglich, symbolische Parameter anzugeben, jedoch lie-

fern diese im allgemeinen keine sinnvollen Ergebnisse. Beim Aufruf dieser Verfahren mit

symbolischen Parametern wird ein Hinweis gegeben, der den Abbruch der Untersuchung

zuldsst.
[1): alle Methoden:
Die Werte der bei allen Methoden be- dleeie |
rechneten Summen mit dem aktuellen In- | Untersumme: &.33353
. ] . Obetr-summe: S.64687 o
tegrationsbereich und der aktuellen Strei- | Linkssumme! 7.221728  proy=iw+2).0 2
A . A Rechtzzumme: 2.E01267
fenzahl werden mit 6 signifikanten Zif- |Trapezzumme: 7.62023 N=7
. . . Mittel ! F.B1357
fern8 (im Approximate Mode) iiber- | Elﬁﬁzgi 7 24517
: : : : : : Pulchertrimat: 7.74922
sichtlich auf einer Bildschirmseite aus Tifallemerlt ¥ o7aml s LENTER]
gegeben. Damit kénnen die im Menii INTER RHD AUTO FUNC 1730 |

(fast) alle Methoden

unabhingig voneinander errechneten

Werte in einer Zusammenschau verglichen werden.

Die Monte-Carlo-Methode wird allerdings ausgenommen, weil sie wegen der oben er-
wihnten unterschiedlichen Bedeutung fiir Streifen- und Tropfenanzahl nur schlecht in
die Systematik passen wiirde. Die Methode [9] (geometrische Folge) wird nur beriick-

sichtigt, wenn das Integrationsintervall ganz im Positiven liegt.

: ausgewdhlte Methoden:

Fiir einzelne Methoden werden die Summen im aktuellen Integrationsbereich, aber mit
verschiedenen Streifenzahlen in einem Durchlauf berechnet. Die Ausgabe erfolgt in
Form einer Matrix (zugrundegelegt ist die Funktion f(x) = (x +2)- e 2 ).
Beim Aufruf 6ffnet sich zuerst ein Fenster mit den Namen der ersten acht Methoden aus
Menii [F3). Aus dieser Liste konnen mit Hilfe der Zifferntasten (oder auch mit

T "

. ;;E ) = ] — = = = = ~
ktuelle Fuf livUntersummne fizch Geben Sie Start- und Endwert sowie
arluslle Fu 21 vObersunme gratisc die Schrittweite der Berechnuna ein.
E- hlnﬁEEEUNNE
f Rechtzsumme .
fixa=(d 5 Trapezsumme Startwert: B ]
%:jg;t el=umme Enduwert: |55
eSimpson : .
wE[-T .. g Pulehetring Schrittweite: [10
Integrati - 3] Abbruch ohhe Berechhung: [ESC]
Streifenanzahl: 7 |, CEnter=0K ESC=CAMCEL) |

IMTES ERD AUTO

FUMC 12730

IMTES

ERD AUTO

FUMC 1720

Auswahl der Methoden

Eingabe des Bereichs

den Cursortasten und [ENTER]) die gewiinschten Methoden ausgewé#hlt werden. Eine ge-
wihlte Methode ist jeweils durch ein Hékchen gekennzeichnet. Die Wahl kann durch
nochmaliges Driicken der Auswahltaste aufgehoben werden. Zum Abschluss der Aus-
wahl ist die Taste (A]: RECHNEN zu driicken. Als nichstes wird zur Eingabe der Streifen-

¥ Die 6 Ziffern sind unabhiingig von einer mit getroffenen Anderung der Standardeinstellung.
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anzahl (Anfangs- und Endwert sowie Schrittweite) aufgefordert. An dieser Stelle kann
das Verfahren auch noch abgebrochen werden. AnschlieBend sagt der TI-92, dass er
fleiBig am Rechnen ist und quittiert jede abgeschlossene Berechnung mit einem Punkt.
Damit weill der Benutzer, dass das Gerét noch aktiv ist. Erst wenn alle Berechnungen
»durch” sind, wird die Ergebnismatrix ausgegeben. Die Ausgabe erfolgt mit 4 Nach-
kommastellen (fix).

T FE T
A |PramI0fD L
rne-nn noon noon T =T ] n + sy m m m
" Usum 0= M= Simp Oaam + + 4
5 5.0555 8.9398 F.8741 F.F486 + Msum = x =
15 7.2403 9.2018 7.7634 7.7493 : 5w n R 551"*’ e
25 7.4507 8.0276 F.FSdd FLF493 . - "
35 7.5381 F.9501 F.FS19 F.F493 "
45 7.5859 F.9064 F.FSE9 F.LF493
. . . -rd9 .
55 7.B18l 7.8VE3 7.7S04 ?==> TEHTER ] . weiter ==k[Enter]
INTEG FAD_AUTO FUNE 0750 | [INTEG FAD_AUTO FUNL [FruE
Die Matrix Grafik zur nebenstehenden Matrix

Bei der Auswahl der Methoden und Festlegung der Streifenzahlen sollte man einerseits
beachten, dass dieses Verfahren moglicherweise sehr zeitaufwendig ist, und andererseits
daran denken, dass die Ausgabematrix sehr viel Platz beanspruchen kann. Im letzteren
Fall werden entsprechende Hinweise gegeben, die auch Korrekturméglichkeiten offen-
lassen. Wenn man nicht mehr als 5 Methoden gleichzeitig berechnen ldsst und dabei
nicht mehr als 6 verschiedene Streifenzahlen vorsieht, reicht der Platz zur Darstellung
der Matrix aus. Es kann aber durchaus interessant sein, eine oder zwei Methoden be-
rechnen zu lassen, wobei # in einem grofleren Bereich, etwa von [50 .. 1000] mit einer
Schrittweite von 50 liegt, um beispielsweise das Monotonieverhalten von Unter- und
Obersumme zu vergleichen. Ein Inspizieren dieser Matrix wird aber nur moglich sein,
wenn man integ() mit verldsst und dann im Home Screen die Variable
erg, am besten transponiert, ansieht. Mit Hilfe der Cursortasten kann man durch diese

Matrix scrollen. Nétigenfalls setzt man  [Femgrrer T re T Fe T Fe T Fer T
. . - f=|Algebra|Calc |[Other |Pramld|Clean Up
die Stellenzahl des Ausgabeformats ho-
her, um noch die Verdnderungen bei .
] ® inteal) Dok
grof3en Streifenzahlen zu erkennen. eral
. . ralo] Fg=10] 51010} 250
Beim Berechnen einer sehr groflen Ta- 4 1.33045 1.33067 1.II085 1.33092 )
belle kann es vorkommen, dass die Au- 1.33619 1.336  1.33583 1.33569
. . T
tomatic-Power-Down-Funktion des TI- ﬁﬁ? AT ROTE FINE 750
92 den Rechner unmittelbar nach der erg fiir die Funktion f(x)= % x>

Ausgabe der Tabelle automatisch ab-

schaltet. (Der Fall kann natiirlich auch an anderer Stelle eintreten, wenn iiber lingere
Zeit keine Taste gedriickt wurde.) Dadurch gehen jedoch keine Daten verloren. Man
muss nur den Rechner durch Driicken der [ON]-Taste wieder einschalten und kommt au-

tomatisch an die urspriingliche Stelle zurtick.
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(3]): Grafik zu 2.:

Eine mit errechnete Tabelle kann auch in einer grafischen Darstellung ausgegeben

werden. Voraussetzung ist, dass die Tabelle mindestens 2 und héchstens 4 Methoden

umfasst. Nach rechts werden die Streifenanzahlen, nach oben die Summenwerte aufge-

tragen. Eine Kalibrierung des Koordinatensystems wird vom Programm vorgenommen,

ebenso die Kennzeichnung der Methoden.

Falls die Funktion aufgerufen wird, ohne dass unmittelbar vorher mit eine
Tabelle errechnet worden war, wird zuerst in den Programmpunkt verzweigt. Der

Ablauf ist dann ebenso wie dort geschildert.

2.5 Das Menii [F5]: IntFunk

Aufgrund der CAS-Fiahigkeiten des TI-92
kann auch der Begriff der Integralfunktion,
der mit dem urspriinglichen Anliegen des
Programmpakets (Riemannsche Summen)
wenig zu tun hat, behandelt werden. Inte-
gralfunktionen konnen sowohl in analyti-
scher Form dargestellt als auch gezeichnet
werden. Vorausgesetzt ist natiirlich, dass

eine konkrete Funktion vorliegt und (wegen

fixd=signix — 11+ = — 1]

#E[-2.5 .. 4.5]1; yel-1.3 ..
Integrationsbereich: [-1 .. 31
Streifenanzahl: 7

TVFE OF USE £3t4 + [ENTERI=OK AND [ESCISCANCEL

Das Menii

der grafischen Darstellung) der Zeichenbereich geeignet gewahlt ist. Der mit einge-

stellte Modus (grafisch / symbolisch) ist in diesem Fall nicht relevant.

Bei beiden Methoden wird zuerst nach einer Untergrenze fiir die Integralfunktion gefragt. Sie

muss numerisch sein.

(1): analytisch:
Sofern der TI-92 eine Stammfunktion
berechnen kann, wird die Integralfunk-
tion mit der aktuellen Untergrenze als
Term in x ausgegeben. Anschliefend
kann eine andere Integralfunktion be-
rechnet, in die grafische Darstellung
umgeschaltet oder dieses Verfahren be-
endet werden. Die Steuerung -erfolgt
iiber die entsprechenden Buchstabenta-

sten.

3. Integralfunktion:

® i s —
J-z F(t)dt—[2 + 1/2] s =11 + 322

[9lrafisch
FUHE 1750

[hleus IntFunk
HTES FAD AUTO

[E 1nde
LEL: ]

Integralfunktion zu obiger Funktion
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[2):

grafisch:
Das Fenster wird vertikal im Verhiltnis = T =

. . . i [ ;1”" ihhﬁﬁ;gﬁahﬁlni?rﬁ
1:2 geteilt. Im rechten Teil wird zuerst

3. Integral- L
die aktuelle Funktion punktiert gezeich- funktion:
net. Dann folgen alle bereits ermittelten [EMTER ]
Integralfunktionen. Die Steuerung er- Inleu IntFunt
folgt ebenso wie vorher mit Buchstaben- [alnalutizch
. . [E Inde

tasten. Beim Umschalten in den [es —— TR ust |
[a]nalytischen Modus wird dort die zu- Grafische Darstellung

letzt gezeichnete Integralfunktion angezeigt.

Die grafische Darstellung der Integralfunktion erfolgt auch dann, wenn keine geschlos-
sene Darstellung der Stammfunktion moglich ist, wenn also die Funktion nicht elementar
integrierbar ist. Jedoch lduft dann der Plotvorgang sehr langsam ab, weil der TI-92 fiir
jedes zu plottende Pixel den Wert des bestimmten Integrals neu approximieren muss.

Wie die Screenshots zu diesem Abschnitt zeigen, lassen sich hiermit auch Integralfunktionen

von unstetigen Funktionen zeigen. Vor allem in der grafischen Darstellung sind zwei Dinge

sehr schon zu sehen:

Durch Integration werden aus unstetigen Funktionen stetige (wenn auch nicht notwendig
differenzierbare) Funktionen. Entsprechend kann man zeigen, dass die Integralfunktio-
nen zu stetigen, aber nicht differenzierbaren Funktionen keine Knickstellen mehr auf-
weisen, oder vereinfacht ausgedriickt: Integrieren glattet.

Verschiedene Integralfunktionen gehen durch Parallelverschiebung auseinander hervor.
Thre analytische Darstellung unterscheidet sich jeweils nur durch eine additive Konstan-

te.

2.6 Das Menii [F6): Beisp

In diesem Bereich ist eine Sammlung von acht be-

sonders typischen Beispielfunktionen vorgegeben.

Damit kann man sich an die Materie herantasten und

erste eigene Erfahrungen mit inte sammeln. In dieser Routine werden einige
g g g() BgiEpielFunkt@nnen gezeigt.
Dem ersten Aufruf der Beispiele in einer Sitzung Sie haben geeignete Parameter.

wird eine kurze Gebrauchsanleitung vorgeschaltet, Mit. [ENTER] wird Gbernormen.

die bei spiteren Aufrufen nicht mehr erscheint. Der
Weg durch die Beispiele ist denkbar einfach:

Andere Taste: nachstes Beispiel

[ESC] werldlit die Beispiel-Rouline

INTES KAD AUTO FUNMC 2”30

Driicken einer beliebigen Taste 14sst das nich- Einleitungsseite zu
ste Beispiel erscheinen. Die 8 Beispiele werden

zyklisch durchlaufen.

==} [EHTEl

R 1
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o Mit kann man das Menii verlassen, ohne die aktuelle Funktion zu dndern.

e  Zur Ubernahme eines Beispiels als aktuelle Funktion muss man driicken. Der dort
vorgeschlagene Zeichen- und Integrationsbereich sowie die Streifenzahl werden zu den
aktuellen Werten, die, wie oben beschrieben, gedndert werden kénnen, oder die Basis fiir
Untersuchungen darstellen. Da die Beispiele keine symbolischen Parameter aufweisen,
wird auch der Betriebsmodus auf grafisch eingestellt.

Der Bildschirmaufbau der Beispielsammlung ist dem aktuellen Bildschirm sehr &hnlich.
Deshalb ist eine gewisse Aufmerksamkeit geboten, um zu erkennen, in welchem Pro-
grammteil man sich befindet.

Ubersicht iiber die Beispiele:

Term Plotbereich [ Integ.Ber | Streifenzahl Bemerkungen
1, x €[-0,5..2,5] ..
Ex ye[-05..2,5] [0..2] 7 monoton wachsend, positiv
pp | FEEOS23T 7 fallend, positi
—X + ye[-0,5..2,5] [0..2] monoton fallend, positiv
X2 x €[-0,5..2,5] hsend .
—=2 ye[-0,5..2,5] [0..2] 7 monoton wachsend, negativ
s ) x €[-0,5..2,5] 0.2 . oh ) ..
—2x" +4x ye[-05..2,5] [0..2] nicht monoton; positiv
X2 | x € [-0,5..2,5] 0.2] ; mon. wachsend, Vorzeichen-
P yel[-1.5.25] h wechsel
. x € [-n/4..51/4] 9 Winkelfunkti
sin(x) ye[-05..1,5] [0 ..m] inkelfunktion
. el x € [-2,5..4,5] 13 ; e Funk
sign(x-1)+ x-1 yel-1,5.35] [-1..3] unstetige Funktion
—x; falls x <1 gleiche Funktion wie vorher,
undef fir x =1 x € [-2,5 .. 4,5] jedoch mit when-Anweisung
e[-1,5..3,5] | -1 -3l 6 -
x sonst y S deklariert; (s. Kap. 4)
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3 Die Programmstruktur

In diesem Abschnitt wird zuerst gezeigt, wie die 25 Module des Programmpakets zusammen-
wirken. Dann werden verschiedene Methoden zum Betrachten und Studieren des Quellcodes
erldutert. SchlieBlich folgen Hinweise darauf, wie Anwender das Programm verindern und
nach ihren speziellen Bedurfnissen modifizieren kénnen.

Wer, insbesondere beim ersten Lesen, mit diesen drei Punkten nichts im Sinn hat, kann die-
sen Abschnitt ohne Probleme fiir das Verstindnis des tibrigen Texts {ibergehen.

Die Programme:

Das Hauptprogramm integ() erfiillt zwei Aufgaben:

Auf der einen Seite stellt es in einem Konstrukt Toolbar .. EndTBar das Hauptmenii
von integ() bereit, auf der anderen Seite wird von hier aus der Aufruf der einzelnen Mo-
dule gesteuert. Ein kleiner Ausschnitt aus den ersten Zeilen des Programms zeigt diese Struk-
tur:

Quellcode {ggf. Kommentare}
integ(Q)
Prgm
basis(Q) {initialisiert und sichert den Status vor Programmstart}
ClrDraw:ClrGraph
IT nn Then:2»dar:Else:1»dar:EndIf {vorerst unwichtig}
Lbl e0 {bei diesem Label wird immer eingesprungen}
screen() {dient der Aufbereitung des Bildschirms}
ToolBar
Title "Tools" {Das Menii [F1):Tool's; verzweigt zu Labels t1 ... t4}

ltem "Hilfe",tl
Item "Ende", €2
Item "Einstellungen",t3
ltem "+ber INTEG",t4
Title "Method" {Das Menii [F3):Method; verzweigt zu Labels m1 ... m11}
Item "Untersumme',ml
Item ""Obersumme™™,m2
Item "Linkssumme',m3
Item "Rechtssumme" ,m4
Title "Beisp",b {Das Menii F6):Be i sp; verzweigt zum Label b}
EndTBar

Goto eO {Sprung zum Label e0}
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Von vielen Labels aus wird nur eines der Module aufgerufen und nach dessen Ausfithrung
wieder zum zentralen Label €0 zuriickverzweigt:

Quel Icode (Labels zu Menii [F1]: Tools) {ggf. Kommentare}
Lbl tl:hilf():Goto e0
Lbl t2:ende():Return {nach ende () schlieit integ()}
Lbl t3:einst():Goto e0
Lbl t4:ueber():Goto e0

Bei anderen Labels (insbesondere denen aus dem Methoden-menii - s. folgendes Listing)
laufen mehrere Prozesse ab:

Wenn schon eine Funktion deklariert ist, wird die Prozedur dat() durchlaufen, welche die
Parameter fiir die gewihlte Methode bereitstellt. Sonst wird zum schon bekannten Label €O
zurtick verzweigt.

Wenn dar=1, d.h. die Darstellungsart grafisch ist, wird das Plotten in der Prozedur
box(...) erledigt. Auf jeden Fall wird aber in sums(p_) die relevante Summe berechnet
und in aus1(p_) die Ausgabe gesteuert.

Quellcode (zum Label m3, d.h. [F3] [3]) {gef. Kommentare}
Lbl m3

IT getType(T )="FUNC" Then:dat()

Else:Goto eO:EndIf

IT dar=1:box(xl,xr,limit(F(t),t,x1,1)

sums(3) :ausl("'Linkssumme:'):Goto e0

Nun folgen wissenswerte Details zu den einzelnen Modulen in alphabetischer Reihenfolge:

ausl(p_ ) erledigt die Ausgabe bei den Methoden. In p_ wird der Name der Methode iiber-
geben. In der Darstellungsart grafisch (dar=1) werden nur die 4 Zeilen in der lin-
ken Haélfte des Split Screen mit entsprechenden output Anweisungen geschrieben.
Im anderen Fall wird der exakte Term im Full Screen ausgegeben und die Moglichkeit
zum Bearbeiten eréffnet. Der Verteiler fiir die 13 Alternativen (von Factor( bis Ab-
bruch) liegt in dem auf eine Warteschleife folgenden PopUp-Menii. Die einzelnen
Teilroutinen sind einfach zu durchschauen.

aus2(p_) steuert die Ausgabe beim Vergleich aller Methoden ((F4] (1]). In p__ wird der Na-
me der Methode iibergeben. z I reguliert den Zeilenabstand, je nachdem die Ausgabe
mit der oder ohne die Methode ,,geometrische Folge™ kommt.

basis() sichert die aktuellen Mode-Einstellungen und setzt die fiir den einwandfreien Ab-
lauf des Programms erforderlichen Modi. (Z.B. als Standard fiir Display Digits:
Float 3.) Weiters werden einige Variable geloscht, andere hingegen initialisiert. Dies
alles erfolgt nur, wenn die Variable 6_w, die anzeigt, ob das Programm tiber
ESC] verlassen wurde, nicht true ist.
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beisp() liefert acht Beispielfunktionen. Fiir jedes Beispiel werden zuerst alle Parameter
ter vom Funktionsterm bis zur Streifenzahl als Strings dargestellt. Dann wird die lokale
Routine aus(p, t) aufgerufen, die diese Parameter in entsprechender Form auf dem
Bildschirm plaziert. In p wird die Nummer des Beispiels, in T ein knapper erlduternder
Text iibergeben. Je nach Reaktion des Anwenders (([ENTER], oder sonstige Taste)
wird zu den Labels uebn (fiir Ubernehmen), zu ende oder zum nichsten Beispiel ver-
zweigt. Im Block uebn werden die als Strings dargestellten Parameter mit der expr (-
Funktion an Variable zugewiesen. Im Block ende werden iiberfliissige (quasilokale)
Variable entfernt.

box(x1,x2,h1) zeichnet die Rechteckstreifen bei den meisten Methoden. Zuerst wird die
Prozedur sm() aufgerufen (s. dort). Dann werden in einer Laufanweisung mit der Lauf-
variablen k zwei senkrechte Strecken und die horizontale Verbindung ihrer Endpunkte
gezeichnet. Die Variable k wird mit den Parametern X1 und X2 (s. auch Prozedur
dat()) iibergeben und in der Laufanweisung mit konkreten Werten versehen. Dem Pa-
rameter h1 wird beim Aufruf der Prozedur immer ein (rechtsseitiger) Grenzwert iiber-
geben. Damit wird erreicht, dass die Rechteckstreifen auch dann gezeichnet werden,
wenn Teilpunkte auf Definitionsliicken der Funktion fallen.’
Das Konstrukt Try .. EndTry dient dazu, einen Programmabbruch zu verhindern,
wenn X1, X2 oder h1 nicht vom Typ ""NUM"* sind.
Die Prozedur box (. - .) wird nur vom Hauptprogramm aus aufgerufen.

dat() ist eine fiir alle Methoden, auBer den beiden Zufallsverfahren zentrale Prozedur. In
ihr werden die Streifenbreite (d_) und linker bzw. rechter Intervallrand (X1 und Xr
bzw. Xgl und xgr) als Ausdriicke mit der Variablen k dargestellt. Auf sie wird dann
beim Aufruf der Prozeduren wie box(x1,x2,h1), simp(x1,x2), sums(p_), etc.
zugegriffen

einst() bietet die Moglichkeit, einige Standardeinstellungen zu dndern. Dieses kurze Pro-
gramm gibt eine schone Gelegenheit zu studieren, wie man sich selbst modifizierende
Meniis ,,basteln” kann.

ende() ist die Ende-Routine, mit der integ() verlassen werden soll (bzw. muss!!).
Wenn sie iiber verlassen wird, wird die Variable 6 w auf true gesetzt.
Andernfalls werden die urspriinglichen Mode-Einstellungen restauriert und alle denkba-
ren Variablen werden geloscht.

fein(p_) wird iiber das Params-Menii mit Werten 1 bis 5 fir p_ aufgerufen. Im
ersten Teil werden die verlangten Parameter mit der request-Anweisung in String-
Variable eingelesen. Damit wird unterschieden, ob alle Parameter ((F2] (1]) oder z.B. nur
die Streifenzahl ([F2] [5]) geéindert werden sollen.

® Man kann anstelle des Grenzwerts auch den entsprechenden Funktionswert iibergeben. In den meisten Féllen, d.h.
bei ,,anstédndigen” Funktionen, arbeitet integ() auch dann korrekt.
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Ab dem Label ende erfolgt die Eingabepriifung. Diese Priifungen sind ziemlich auf-
wendig und teilweise auch trickreich: Um abzufragen, ob der Funktionsterm symbolisch
ist, wird ein Funktionswert an einer vollig willkiirlich gewéhlten, , krummen” Stelle -
bei x =1,3719 - untersucht. Dadurch werden reelle Funktionen mit einer Definitions-
liicke an dieser Stelle als symbolisch betrachtet. Wer damit nicht leben kann, muss das
Programm an dieser Stelle &ndern. (Den Autoren ist jedenfalls noch keine Funktion mit
einer Definitionsliicke bei 1,3719 unter die Finger gekommen.)
Weiter oben wurde dargelegt, dass symbolische Parameter nur gewisse Namen haben
diirfen (a, b oder n). Beim Betrachten dieser Priifroutine wird klar, welchen Aufwand es
bedeutet hétte, einerseits diese Namen weitgehend freizugeben und andererseits dafiir
zu sorgen, dass keine Kollision mit globalen Variablen auftreten kann.

hi IT() liefert die Hilfetexte, die mit aufgerufen werden. Die Prozedur greift auf
5 lokale Unterprogramme h1 () bis h5() zu, in denen die eigentlichen Texte enthalten
sind. Die Steuerung tibernimmt eine Hautptroutine (ganz am Ende des Listings), die ein
eigenes Menii aufbaut (s. Abb. auf Seite 7) und die Riickkehr zu integ() organisiert.

intfunk(p_) wird vom Hauptprogramm direkt aufgerufen und erledigt den Meniipunkt
(F5): IntFunk vollkommen selbstindig. Der Parameter p_ steuert, ob die Integralfunk-
tion analytisch oder grafisch dargestellt wird.

Eingangs wird der Funktionsterm ¥_(X) in eine Funktion g_(t) umgewandelt und
T_(X) mit dem Zeichenstil ,,punktiert” an y1 (X) zugewiesen. Hochsetzen des Zihlers
i um 1 (von Null beginnend) und die Eingabe der Untergrenze erfolgen vom Label

X
unt an. Dann berechnet das Programm die Integralfunktion J.g_(t) d¢ und weist
u

den Wert einem Term Fi (X) zu. Durch die Anweisung
expr(*'define y"&string(i+1)&"(x)="&string(fi(x)))

wird sie als i+1-te Funktion in den Funktionen-Editor geschrieben und kann bei der gra-
fischen Betrachtungsweise leicht gezeichnet werden. (Wegen dieser Zuweisung sollten
Sie, falls Sie auf Integralfunktionen aus sind, vordefinierte Funktionen im [Y=]-Editor
nur mit héheren y i (X)-Namen belegen.)
Der Block, der mit ¥ p_=1 Then beginnt, liefert dann die Ausgabe der Integral-
funktion in analytischer Form im Full Screen (Lbl num) oder als Graph im geteilten
(= Split-) Screen (Lbl gra). In beiden Fillen erfolgt eine Verzweigung zum Label
ausw, einer Warteschleife, in der die Reaktionen des Anwenders ausgewertet werden.
Beim Beenden des Moduls intfunk(p_) (Lbl ende) werden die im [Y=]-Editor an-
gelegten Funktionen sowie weitere Variable geloscht.

pul (x1,x2) erledigt das Zeichnen bei der Pulcherrima-Methode. Das Prinzip dieser Pro-
zedur wurde schon bei box(x1,x2,h1) erldutert. Die lokalen Variablen h1 bis h4

und d1 sind selbsterkldrend. Sie wurden aus Griinden der Beschleunigung eingefiihrt.
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screen() baut zwei verschiedene Arten von Bildschirmen auf: Wenn noch keine Parame-
ter erfasst sind, wird der Eroffnungsbildschirm, sonst der aktuelle Bildschirm erzeugt
Die Prozedur screen() steht im Hauptprogramm zwischen den Anweisungen Lbl
€0 und Toolbar. Sie ist damit die am hiufigsten aufgerufene Prozedur des gesamten
Programmpakets.

simp(x1,x2) ist fiir das Zeichnen des Simpson - Verfahrens zustindig. Die relevanten
Bemerkungen stehen bei pul (x1,x2).

sm() wird von den Prozeduren, die im grafischen Modus Zeichenarbeit verrichten (wie z.B.

box oder pul) gerufen, um den Split Screen einzurichten und den Graph der Funktion zu
plotten.

sums(p_)  berechnet fiir alle Methoden, auBler der Monte-Carlo-Methode und der
Zufallszerlegung, die relevante Summe exakt und legt sie in der Variablen erg ab.
Dabei wird ebenso wie in den Zeichenprozeduren box(...) etc. anstelle mit
Funktionswerten mit Grenzwerten gearbeitet. Das dort in der FuBBnote Gesagte gilt hier

tra@EisprPembichnet das Trapez-Verfahren. Das Prinzip wurde bei box(x1,x2,h1)
beschrieben.

ueber () ist eine linear durchlaufene Routine, die von aufgerufen wird.

vgl () ist das Modul, in dem der Vergleich ausgewéhlter Methoden bewerkstelligt wird
((F4 (2]). In den ersten Zeilen erfolgen Vorbelegungen. In dem nach Lbl v folgenden
PopUp-menti werden die Methoden zur Auswahl présentiert und anschlieBend wird die
Wahl verarbeitet. Erst wenn [A]:RECHNEN gewéhlt wird, — v_ hat dann den Wert 10 —
wird bei Lbl vv fortgesetzt. Nun wird der Bereich der Streifenzahlen abgefragt und
gef. wird auf Dimensionierungsprobleme bei der Ausgabe verwiesen. AnschlieBend
werden in der Ausgabematrix 6mat die 1. Zeile und 1. Spalte mit Beschriftungen ver-
sehen und in einer geschachtelten Laufanweisung unter Verwendung der Prozedur
sums(p_) die Werte berechnet. Die Ausgabe erfolgt im Format FIX 4, d.h. mit 4
Nachkommastellen. Eine Bemerkung zur Variablen Fl, die in der 6. Zeile von unten
abgefragt wird: Sie wird in vgl_graf() verwaltet und unterdriickt die Ausgabe der
Matrix, wenn Vg1 () von dort nur zu ihrer Berechnung aufgerufen wurde.

vgl_alle() zeigt die Summen (fast) aller Methoden bei gegebener Streifenzahl in einer
iibersichtlichen Zusammenschau. Fiir jede Methode wird mit sums(p_) der Wert er-
rechnet und mit aus2(p_) ausgegeben.

vgl_graf() veranschaulicht die in vgl () errechnete Matrix grafisch. Wenn die Varia-
ble
erg (sie enthdlt immer das Resultat der letzten Berechnung) keine Matrix ist, muss zu-
erst das Modul vgl () durchlaufen werden. Dann werden aus dieser Matrix die Werte
fiir die Streifenanzahl in Liste 11 und je Methode die Summenwerte in Listen 12, 13,
... extrahiert und abgelegt. Gleichzeitig werden Scatterplots (Streudiagramme) generiert:

NewPlot i-1,1,11,#("'1"&string(1)),,,,6-1i
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Sie verwenden in x-Richtung die Liste 11, in y-Richtung jeweils die Listen 12, 13, ...,
und fiir die Markierung der Punkte finden nacheinander die Zeichen M, +, x und O
(s. TI-92 Handbuch, S. 420) Anwendung. In den Variablen t1, €2, ... werden die Le-
genden fur die Plots gespeichert. AnschlieBend wird das Koordinatensystem geeignet
dimensioniert (und natiirlich die aktuelle Einstellung gesichert). Falls nur ein Wert der
Ergebnismatrix nicht numerisch ist, wird die Prozedur mit einem entsprechenden Kom-

mentar beendet.

1 FE™ 5 Lk FE FE™
vEEnntr‘c\l I-0Mar|Find. .. |[Mode ]

— ausl —
T

wl(p_) setzt die Zeichenfolge "=—> Tupe: FProg pogis
— Foldert in ko

[ENTER]" im Split bzw. Full Uariable: | dat
Screen an die richtige Stelle und | (Enter=0K oo HCEL) )

schaltet die pause-Prozedur ein, e

die nur mit ([ENTER] verlassen wer- M= RA T P
Fenster zur Programmauswahl

den kann.

zufreg() stellt die Monte-Carlo-Methode dar. Eingangs wird nétigenfalls auf eine zu
geringe Tropfenzahl verwiesen. Dann werden, wie bei den anderen Methoden, die
Prozeduren dat() und sm() durchlaufen und der fragliche Bereich wird mit einer
doppelt dicken Linie umrandet. Der ,,Regen” fillt in der Laufanweisung mit der
Laufvariablen K. Die Approximation der Fliche erfolgt in der 5. Zeile von unten.
(Wenn die Untergrenze des Integrationsbereichs gréBer als die Obergrenze ist, werden
diese Grenzen temporér vertauscht, um dennoch einen positiven Flicheninhalt zu errei-

zufzeep ) setzt die Methode der Zufallszerlegung um. Eine Liste Iran mit zufillig
gewidhlten Werten aus dem (abgeschlossenen) Integrationsintervall wird gebildet und
geeignet sortiert. Wenn die Prozedur mit p_=true aufgerufen wurde (d.h. aus dem
Menii — beim Aufruf aus ist p_=False) und die grafische Darstellungsart
aktuell ist, wird mit diesen Teilpunkten das Streifenmuster als eine Art Mittelsumme
gezeichnet. Die Summe der Streifen wird in erg abgeliefert.

Inspizieren des Quellcodes

Um einen Einblick in die Programmstruktur zu erhalten, muss man sich den Quellcode der

einzelnen Module ansehen. Dies lésst sich auf drei verschiedenen Wegen verwirklichen:

e Mit dem TI-92 vor sich kann man den Quelltext im Programmeditor einsehen. Dazu
6ffnet man zuerst mit das OPEN-Fenster des Program Editors. Mit © & O
zeigt sich eine Liste der Programme, aus der man das gewiinschte mit Cursorbewegung
aussuchen kann. Zweimaliges holt den Quellcode in den Programmeditor. Hier
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kann er eingesehen, aber auch gedndert werden.
(Siehe dazu die Abbildungen hier und auf der

nichsten Seite.)

Durch den Quelltext kann man mit den Cursorta-
sten () und ® scrollen. Will man seitenweise
blattern, muss jeweils ein vorgeschaltet wer-
den (also @ bzw. ™). Der Cursor kann
mit (O bzw. ©) durch die Zeilen geschoben wer-

Fz=T F4r FE&

Fa*

1 Fzv
TE Control |I-0Mar[Find. .. [Mode

finteglp
Pram
thasiscl

fscreentl
tToolbar

Ifem "Ende’, i
Item "Einstellungen®.t3
Item "Ober IMTEG",td

FIF nn_TheniZ+dariElse: 1+dariEndIf
tLbl e

EAD AUTO FUMC

den, wobei (® zum Zeilenende und @© an den Zeilenanfang fiihrt.

Die ersten Zeilen von integ()

Aber seien Sie vorsichtig: Der TI-92 akzeptiert jeden Tastendruck im Editor und verén-

dert damit den Quellcode. Wenn Sie den Programmeditor verlassen (zB indem Sie mit

(¢] [HOME] in den Home Screen schalten) oder wenn Sie einen anderen Quellcode einse-

hen, wird die Anderung ohne Riickfrage gespeichert. Ob das Programm nach einer ver-

sehentlichen Anderung noch die gewiinschten Resultate zeigt oder ob es iiberhaupt noch

zum Laufen kommt, hdngt dann von Threm Tagesgliick ab. (Aber selbstverstandlich kann

ein versehentlich geédnderter Modul mit dem GraphLink wieder hergestellt werden.)

Eine Methode mit groBerer Sicherheit bietet das TI-GraphLink. Nachdem die Program-

me auf der beigelegten Diskette verfiigbar sind, konnen sie in das Editierfenster des

GraphLink geladen werden. Dort kann
den iblichen Windows-
Methoden durch den Text scrollen. An-

derungen werden nur gespeichert, wenn

man mit

man dies ausdriicklich verlangt. (Fiir die
Eingabe von Sonderzeichen, Umlauten
etc. muss zusitzlich das Fenster Funkti-
onsliste gedffnet werden.)

Ein Mangel von GraphLink ist, dass die
Groe des Editierfensters nicht veridn-
derbar ist. Man hat nur maximal 22 Zei-
len im Blickfeld. Das ist aber doch deut-
lich mehr als die 12 Zeilen im Editorfen-
ster des TI-92, auBlerdem ist das Editie-
ren einfacher.

Die sicherste Methode zum Einsehen
des Quellcodes ist - auch wenn das Zeit-
alter des papierlosen Biiros begonnen
haben sollte — ein Listing auf Papier.

<= TI-GRAPH LINK [92) - 92 Programm - INTEG... [H[=] E3

Datei Bearbeiten Link  Werkzeuge [CBL  Fenster Hilffe

NEEEEEICEE

& 92 Programm - INTEG.92P

Mame:

Senden |

Anme'kung:|Hauptprogramm; Stand: 27.05.98§|

()
P rgm
Local it,glchl
basis()
ClrDOraw:ClrGraph
If nn Then:2=dar:Else:lsdar:EndIf
Lbl e0
screent )
ToolBar
Title "Tools"
Ttem "Hilfe", tl
Item "Ende", t2
Item "iiber INTEG", t3
Title "Params"
Item "Alle Parameter", fl
Item "Funktionsterm andern",f2
Item "Plotbereich andern", f3
Item "neuer Integrationsbereich",f4
Item "Streifenanzahl andern", f5
I

5

Ttem "----ccmmmie e ,e0
Item
mid{"numergraph", S*dar-4,5)&"isch",d _:J
[” Bearbeitungssperre
Bereit [ [NUR

Editierfenster des GraphLink
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Denn ein Blatt Papier — und die Listings der meisten Module iiberschreiten eine Seite
nicht — ist tibersichtlich und ertrdgt Programménderungen mit Bleistift ohne Murren.
Wenn man eine Sicherungskopie des urspriinglichen Moduls angelegt hat, ldsst sich die
Anderung ohne groBeres Risiko durchfiihren. Den Ausdruck eines Listings erhilt man
am einfachsten aus dem Editierfenster des GraphLink heraus, wenn man das Drucker-
Icon anklickt.

Programmiéinderungen

Wer sich an das Vorhaben wagt, das Programm zu &ndern, sollte auf jeden Fall zuvor eine
Sicherungskopie des urspriinglichen Programms angelegt haben. Ein probates Mittel bietet
GraphLink mit dem Gruppieren. Im Menii ,,Werkzeuge” steht als erster Punkt: ,TI1-92-
Dateien gruppieren...” Wenn man ihn auswiahlt, 6ffnet sich ein Fenster, dhnlich dem zum
Senden von Dateien. Tauft man beispielsweise die Originalgruppe integ00.92g, so kén-
nen folgende Versionen entsprechend durchnummeriert werden, und man behilt die Uber-
sicht.

Seitens der Autoren werden im Folgenden drei Vorschlige zu Programméanderungen ge-
macht. Da der Phantasie keine Grenzen gesetzt sind und die Neugier der Autoren grof3 ist,
bitten sie jedoch darum, dass Anwender, die groBere Anderungen vornehmen, davon berich-
ten. Sicherlich kann so das gesamte Programm ein gewisses Eigenleben entwickeln und im

Lauf der Zeit optimiert werden.

e FEinzelne Module entfernen
Wer eine gewisse Erfahrung mit dem Programm hat, wird auf die Online-Hilfe ((F1] (1))
verzichten konnen. Auch das Modul ueber () ((F1] (3]) enthilt nichts, was fiir den Be-
trieb des Programms wichtig ist. Man kann also die Module hi 1 () und ueber () ein-
fach 16schen. Allerdings muss auch im Hauptprogramm integ()der Aufruf dieser
Module unmoglich gemacht werden. Im nachfolgenden Ausschnitt sind die zu 16schen-
den Aufrufe unterstrichen dargestellt.

Quel lcode (Labels zu Menii [F1]:Tools in integ()) {ggf. Kommentare}
Lbl tl:AilIf( :Goto e0 {neu: Lbl tl:Goto e0}

Lbl t2:ende():Return
Lbl t3:einst():Goto e0
Lbl t4:ueber():Goto e0 {neu: Lbl t4:Goto e0}

Nach dem Offnen des Meniis sind zwar die Unterpunkte 1:Hilfe und 4:Uber
INTEG noch vorhanden, bei ihrer Wahl wird jedoch keine (nach auflen sichtbare) Aktion
ausgelost. Diese Maflnahme spart ca. 5 KB Speicherplatz des TI-92.
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Beispiele dndern/einbauen

Das folgende Listing zeigt das 3. Beispiel aus dem Modul beisp():

Quellcode (3. Beispiel aus beisp()) {gef. Kommentare}

CIr10 " 3.Beisp.

"1/2x72-2"»Fu

A 5"»X D2 5" sxrz"® 5" »yu:"0.5"»yo0
TOM»gruzt2t»gro: 7t snri

aus(3,"(mon. wachs., negativ)'"):If k=13:Goto uebn
IT k=264:Goto ende

Man erkennt sofort, dass allen Variablen Strings zugewiesen werden. Der Funktionsterm
an Fu, die Grenzen des Plotbereichs an X1, Xr, yu und yo, die Integrationsgrenzen an
gru bzw. gro sowie die Streifenzahl an nri. Wenn man ein Beispiel dndern oder ein
neues Beispiel einfiigen will, muss man nur diese acht Strings entsprechend &ndern.
Doch Vorsicht: Das Programm priift an keiner Stelle, ob diese Werte einwandfrei sind,
sondern stiirzt moglicherweise an einer Stelle ab, an der die Ursache nur schwer zu fin-

den ist.

AnschlieBend erfolgt der Aufruf der lokalen Prozedur aus(p, t), an die als 1. Parame-
ter die Nummer des Beispiels und als 2. Parameter eine knappe Charakterisierung des
Beispiels (max. 24 Zeichen) iibergeben wird. aus(p,t) bereitet dann den Bildschirm
auf und verweilt in einer Warteschleife, die den Parameter K zuriickgibt, der den weite-
ren Ablauf bestimmt.

Direktes Aufsuchen von Beispielen

Es mag auf die Dauer langweilig sein, beim Aussuchen eines Beispiels immer die ganze
Liste aller Beispiele ,,durchzuradeln”. Da ohnehin nach der Priasentation jedes Beispiels
iiber das Programm eine Tastaturabfrage erfolgt, kann man dies ausniitzen, um Beispiele
direkt anzusteuern.

Dazu missen bei jedem Beispiel nur zwei Anweisungen ergénzt werden (wobei auf obi-
ges Listing Bezug genommen wird):

e Vor jedes Beispiel muss ein Label gesetzt werden, das die Nummer des Beispiels

enthilt. ZB vor dem CIr 10 des 3. Beispiels miisste stehen: Lbl bsp3

e Nach der Zeile If k=264:Goto ende muss eine weitere Zeile eingefiigt wer-
den:

IT k>48 and k<57:Goto #("'bsp"&string(k-48))

Der Programmablauf geht nun wie folgt:
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In der lokalen Prozedur aus(p,t) wird ein Beispiel présentiert und dann die Tastatur
abgefragt. Nach Driicken einer Taste wird gepriift:

(d.h. k=13): Sprung zum Label uebn

(d.h. k=264): Sprung zum Label ende

... [8] (d.h. ke{49 ... 56}): Mit der ,,Umleitungs”-Anweisung # wird ein Label
der Form bsp1l ... bsp8 gebildet und dorthin gesprungen.

Bei allen anderen Tasten erfolgt die Anzeige des nichsten Beispiels.

Natiirlich miisste die Hinweiszeile (Output 90,60,"[ESC] [ENTER]
[sonst]™) in aus(p,t) und der Text beim 1. Aufruf von beisp() entsprechend
modifiziert werden. Aber wer sich an diese Anderung macht, wird ohnehin nicht ruhen,

bis das Programm ,,schon” ist.
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Teil I Workshop

In diesem Workshop werden Thnen einige Aufgabenstellungen vorgestellt, die mit Hilfe von
integ() behandelt werden konnen. Sie stammen von Workshops, die im Rahmen von
Lehrerfortbildungsveranstaltungen in vielen Léndern veranstaltet wurden, aber auch aus der
schulischen Praxis der beiden Autoren. Viele Aufgaben eignen sich nach Meinung der Auto-
ren vorziiglich als mehr oder weniger offene Themen oder Arbeitsauftriage fiir Schiiler oder
Schiilergruppen. Die angebotenen Bearbeitungsvorschldge sollen nur als mogliche Losungs-
ansétze verstanden werden und zu eigenen Aufgabenstellungen inspirieren. Die Autoren

wiirden sich tiber Riickmeldungen und Erfahrungsberichte sehr freuen.

Hinweis: Der ,,Smiley* © steht vor einer Aufgabe oder einem Arbeitsauftrag, wihrend das

-Zeichen einen zusitzlichen Kommentar hervorheben soll.

4 Abschnittsweise definierte Funktionen

Mit den CAS-TI koénnen abschnittsweise definierte Funktionen auf verschiedenen Wegen
deklariert werden. Das 7. Beispiel zeigt den Fall einer unstetigen Funktion, die sich mit Hilfe
der Funktionen sign( und der abs(in einem geschlossenen Ausdruck darstellen ldsst. Auf
den ersten Blick scheinen alle Methoden wie bei anderen ,,ordentlichen” Funktionen zu arbei-
ten. Allerdings fehlt bei der Mittelsumme ein Streifen in der Zeichnung und der Wert der
Summe enthilt sign(0). Andert man die Streifenzahl auf einen geraden Wert (zB 6), so
entdeckt man den umgekehrten Effekt: Bei allen Methoden auler der Mittelsumme fehlen
Streifen und die Summe wird nicht korrekt ausgewertet. (Am besten sieht man diesen Effekt,
wenn man vorher die Koordinatenachsen mit ausgeschaltet hat.)

Ursache fiir dieses Verhalten ist die (etwas eigenartige) Definition der sign(-Funktion bei
den CAS-TI: Sie hat bei x = 0 nicht, wie in der {iblichen Literatur beschrieben, den Wert 0,
sondern ist dort nicht definiert.

Eine andere Losung bietet die when-Anweisung (s. Beispiel 8). Obwohl auch hier die Funk-
tion an der Stelle x = 1 eine Definitionsliicke aufweist'’, werden die Grenzwerte in den Pro-
zeduren sums, box, tra, etc. anders ausgewertet. Die mit und aufrufbaren Ver-

fahren arbeiten hier also einwandfrei.

Leider hat die Deklaration von abschnittsweise definierten Funktionen mit der when-Anwei-
sung beim TI-92 PLUS einen gravierenden Nachteil: Offensichtlich werden die Integrale sol-
cher Funktionen unterschiedlich bzw. {iberhaupt nicht ausgewertet. Die beiden folgenden
Screenshots zeigen diesen Unterschied:

' Die Liicke bei x = 1 ist eigentlich nur erforderlich, um bei der Zeichnung getrennte Geradenstiicke zu erhalten.
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I‘Fi T Fev Tr:v]’ Fu T FE T FB ] I‘Fi T Fev TF3‘FT G ]’ FE T FE™ ]’ ]
va AlgebrafCalc|O0ther|PrgmldClear a—z.. va Algebra|Calc|Other|PrgmlId|Clean Up

THam A1
.{{undef‘,x=1 EIEE-}FEXJ Dene

¥.else i -{ EEE.:le:l + £ Dokl

u %,t 1 {x,else 1€lse
IJ fotadt lim kS -t bd41

@ LA t—2—1 e -L:I FltIdt [ { et =1 Elsedt

2 ? g} t.else ?
JCECEY €. O x> FCECED £ O, x>
HAIN AL AUTO FUNC 2750 MAIN AL AUTD FUNE /50
TI-92 bzw. TI-92 11 TI-92 PLUS

Die Folge dieses Unterschieds ist, dass die Funktion : IntFunk beim PLUS-Modul mit
der when-Klausel nicht zufriedenstellend arbeitet. Da die Integralfunktionen nicht berechnet

werden, ist auch ihre grafische Darstellung alles andere als befriedigend.

S5 Ausgewiihlte Aufgaben
5.1 Von den Grenzkosten zu den Gesamtkosten

Die Grenzkosten — das sind die i.a. verdnderlichen Produktionskosten fiir die jeweils néchste
Produktionseinheit — werden von der Kostenrechnungsstelle eines Betriebes fiir unterschied-
liche Produktionsmengen ermittelt.

Menge x | 5 | 20 | 30 | 45 | 60 | 75

Grenzkosten GK| 125 | 70 | 60 | 45 | 50 | 65

© Ubertragen Sie die Punkte in ein geeignetes Koordinatensystem.

© Laésst sich an der Lage der Punkte eine GesetzmifBigkeit erkennen?
Verbinde die Punkte zu einem geschlossenen Graphen (Kurve oder Polygonzug!)

Berechnen Sie ndherungsweise die variablen Gesamtkosten fiir die ersten 80 Mengeneinhei-
ten, indem Sie in Abstinden von je 10 Mengeneinheiten die jeweils mittleren Grenzkosten
ndherungsweise als Stiickkosten fiir diesen ganzen Abschnitt annehmen. Tragen Sie diese
mittleren (= durchschnittlichen) Grenzkosten in die Zeichnung ein. Die Gesamtkosten K

ergeben sich natiirlich aus Menge x Stiickkosten — vorerst bleiben Fix- oder Stillstandskosten

unberiicksichtigt. = T rew
g viﬂ ZFDZDN Trf;c,e Re-EFrI'*aph I"Irast,h D:*an v?
Thre Handzeichnung kénnte dann ungefihr so | <
aussehen wie am TI-92 simuliert. (Hier wur- I
de mit kubischen Splines ,,geschwindelt*!) ~L
M e
iy
Die Gesamtkosten der ersten 80 Mengenein-
heiten lassen sich als die Summe von insge- *
samt 8 Rechtecksflachen deuten: INTES RAD ERACT FUNC

K =10 x GK(5) + 10 x GK(15) + 10 x GK(25) + werrrrrrrrrrrrrenrn. +10 x GK(75) ~ 5467
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Die Werte fiir die Grenzkosten kénnen ndherungsweise vom Graphen abgelesen werden.

Diese ndherungsweise Berechnung wird noch ziemlich grob sein. Eine Verbesserung des
mathematischen Modells wire in zweifacher Hinsicht moglich:

e FEin geeignetes Modell der Grenzkostenfunktion macht das Zeichnen des Graphen und
das Ablesen der Funktionswerte tiberfliissig.

e Kileinere — aber dafiir mehr — Intervalle gleichen die Unterschiede am Anfang und Ende
der Abschnitte wesentlich besser aus.

Beide Ideen sind durchfiihrbar, erfordern aber einige Rechenarbeit, die man getrost dem CAS

iberlassen kann.

Stellen Sie die Datenpunkte auf dem TI-92 dar und verwenden Sie den Rechner, um eine

geeignete Ndherungsfunktion fiir die Grenzkostenfunktion zu finden.

Q Offnen Sie mit [APPS]6:Data/Matrix Editor eine neues Datenblatt mit dem
Namen grenzk:

1 RFFLICATIONS FE~ T ] 1 B B ] FE FE™ | _F7
vﬂ 1 Home Clean Up vﬂ Flot. Setup|Cell [Header|Calc|ULil|Stat
2z OATA
SElli cl cd c3 cd cS
3 T |5 125
ey 2 [zo Tl
H 3 30 [=0]
E 4 45 45
H 5 =0} S
: & EP
T
roc2=65
INTEG FAD ERACT FUNC 0720 INTEG FAD ERACT FIONC
Plot Setup und anschlieBend [F1] Define:
i intea%arenzh Flok 1 \_‘| mm.\s”nzk
ﬁ Scatter+ ks
Square+
T cl
2| Hrreerees 2
3| Eren. fuemed
4 Use Freq and Eategnrle57 HO -+
5 :' L P
6 . —
7l oink £ CRR N P
my Ent.er=5SALE CESC=CAMCEL >
INTEG FiRD EXACT FUNC INTEG FiAD ERACT FUNC

Fiir eine ordentliche Darstellung miissen noch die [WINDOW]-Werte angepasst werden:

1 Few

va Z00mM ]
w=min=-1G.

wmax=100,

wscl=5.

gmin=-1G.

gmax= .
yscl
wres=1. o o

INTEG RAD EXACT FUHC IMTEG RAD EWACT FUNC
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Im Datenblatt gelangen Sie iiber den Menii-
punkt Calc zu statistischen Aus-
wertungsmoglichkeiten Threr Daten. Nach-
dem in den Zeilen X.... und y.... die Spalten
cl und c2 als x-, bzw. y-Werte festgelegt
wurden, bietet Calculation Type eine

Fiille von Bearbeitungsmoglichkeiten:

Hier werden sogenannte ,,Ausgleichs”- oder
»Regressionslinien” angeboten. Die Lage der
Punkte erinnert am ehesten an eine Parabel,
daher wihlen Sie QuadReg und lassen die
entstehende Regressionsgleichung unter einer

geeigneten Bezeichnung im Funktionen-

il inted4Arenzk Caloulaks -"ﬂ

nvn Calculation Tupe. 1t ORelar
................ 25 Twollar
_| JiCubickeg
1 = EEsmEEEN 4'E>.<F'RE'Q
2 Shaeer Rppedh Lo E:tlEReg
iLnReg
3 Elfe Freq and Eateg EH
g FEHe e 2 Powerfe
, e - yartReg

?" o ElnReE
= Saistic =
m Enter=5SAUE EL: )
NTEG FAD EXACT FUNC

b inked\drenzhk Calculate ""j
o Calculation Tupe. OuadReg+ =

Hasamanwmnnnmnnnn

2| Store RegEl to...
z| Use Freq and Cateag
3l &
5
&
| (Erter=oAuE Sl ERRCEL Y
P, EORErE 1ol sl "

Editor ablegen.
S"I'I;TI'.'IHRS !
=1 y=a-xit+th-x+c
i la =.[39E21
I 5 |k =-3.594447
2 2] e =139.916893
I 30 Re = 977EEE
4 [45
5 [E@
& [Fo
7 CEnter=0K_
roc2=6h
INTEG FAD EXACT FUHC

IMTEG RAD EWACT FUNC

Die angenidherte Grenzkostenfunktion hat daher die Funktionsgleichung

GK(x) = 0,039 x* — 3,89 x + 139,92.

Sie wird ab nun als y1 (X) angesprochen.

Diese Funktion {ibernimmt die Rolle der sonst mit der Hand gezogenen willkiirlichen Ver-

bindungslinie zwischen den Datenpunkten.

Die Berechung der Gesamtkosten fiir die
ersten 80 Mengeneinheiten lédsst sich im Ho-

me Screen sofort durchfiihren.

Mit dem Summenzeichen ist das aber viel

eleganter moglich (siche Abbildung).

|’F1 T Fer TrsvT r-wT FE T FE™ T]
TE Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up
=gl

39021 %2 - 3,994447 = + 139, 916897

®1E-(ulfS) + yl01S) + ul(25) + ul(E5) + ul(45k
5364, 7S

g
= 3 (10-91(10- k- 5)) 5364, 75
k=1

ZC10¥yl C10*k-52 k. 1_.8>

INTEG EAD EXACT FUMC =/Z0
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Die Berechnung konnen Sie auch im Datenblatt durchfiihren.

© Stellen Sie eine Tabelle fiir die jeweiligen Gesamtkosten fiir 0 < x < 80 auf, oder ent-

nehmen Sie diese Werte einer geschickt angelegten Spalte in der Datentabelle grenzk.

Stellen Sie dann auch diese Gesamtkostenfunktion grafisch dar.

1 Tz B &) FE FE™ | _F7
vﬂ Flot Setup|Cell Header|Calc|Util|Stat

aTh (Mitten miEk =01 Clatepalmrb-r)
cd c |
1 5. 0o 121.42 1214.20
2 15,00 Q@28 2117. 80
3 25,00 B6. ‘94 278644
q 3.0 Sl.41 230057
a1l 45, D 45,69 Irar. 42
& [ n] 435,76 417504
T [ un] Sl.64 4591 .47

cl=segqCi0xk-5 k.1 8>

INTEG EAD AFFROY FUNC

T _Few TEv 7

B &
* f=|Zoon |Trace [ReGraph|Math|Draw|-

o 7S QA Qoioied. 7o

IMTEG EAD AFFRON FUMC

c4 = yl1(c3)

\

c5 = cumSum(10=*c4)

Die Lage der Punkte ist typisch fiir eine
Kostenfunktion. Sie zeigt einen S-for-
migen und damit den fiir den Graphen
einer Polynomfunktion 3. Grades charak-
teristischen Verlauf.

Die Summe dieser so berechneten Rechtecksflichen nennt man Mittel(punkts)summe. Sie

konnen das Datenblatt fiir weitere ndherungsweise Berechnungen verwenden: Nehmen Sie

fiir jeden Abschnitt von je 10 Mengeneinheiten den jeweils ersten oder den jeweils letzten

Funktionswert als Stiickkosten fiir das ganze Intervall an. Diese Summen werden Links- und

Rechtssumme genannt.

rfi i B Trs T & Trs TrsvTr? ]
TE Flot. Setup|Cell Header|Calc|Util|Stat

DATH [E (1 O+mE R ECIE*1GE M ZC1B*rGEE ]

[ets] [=t=] CF
2117.08  [Z447.91
2r86.44 [3224.28 [2407.14

3I300.5F  |Fea6.31 [28FR. 87
Srav.42  |4EvA.Ed (3500, 55
4175.84 [4699.5F [IFE7.E7
4691.47 |S166. 79 [4352. 72
S364.73  |5751.89 [S133.70

00 = LA e e B

C6 =
cumSum(10+y1(c3-5))

C7 =
cumSum(10*y1(c3+5))

Br2c/=1825.1106796117

INTEG EAD AFFREON FUNC

© Zeichnen Sie die entsprechenden Rechtecke auch zum Graphen der Funktion. Es fehlt

noch eine sehr wichtige Abschitzung. Suchen Sie fiir jeden ,,Streifen” die grofiten

Grenzkosten als ,,Stellvertreter” fiir das ganze Intervall und berechnen Sie die Gesamt-

kosten, um damit zur Obersumme zu gelangen. Wenn Sie dagegen den jeweils kleinsten

Wert verwenden, erhalten Sie die Untersumme. Vergleichen Sie dann Thre ,hdndisch”

ermittelten Werte mit den Ergebnissen des TI-92. Schlagen Sie bitte die verwendeten TI-

92-Funktionen im Handbuch nach.
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O Leider ldsst sich fmax(.... nicht ins .,1& ngFéEr\-a cragfc, Dt’:l:;r\- Pr‘\-rgsmll:l Elerasr: UPT_]
Datenblatt iibertragen! g
* 3 (18- ulirighbCFMaxiu s, s = 2 10-(»
k=1
Der gesuchte Wert fiir die Gesamt- 6105, 39
. . . g
kosten liegt sicher zwischen Unter- . 5 [15.H1(pight(pmn(g1(x), 0 | = 10-(P
und Obersumme!! k=1 4700, 20
W21 Ck—1> and xid0xk k. 1. 83
INTEG EAD AFFEOX FUNC 2420

Mit einem CAS konnen Sie nun ohne viel Aufwand die Rechnung auch im zweiten Sinn
genauer machen, indem Sie die Breite der Rechtecke verkleinern und gleichzeitig natiirlich
deren Anzahl erhohen.

Machen Sie nun einen gewaltigen Schritt und wihlen Sie als Streifenbreite 1 Mengeneinheit.
Damit erhalten Sie gleich 80 Streifen. Als Naherungswert fiir die tatsdchlichen Stiickkosten
verwenden Sie die ,theoretischen” Grenzkosten in der Mitte des entsprechenden Intervalls,
wobei Sie annehmen konnen, dass sich diese stetig — und nicht sprunghaft — verdndern. Eine
derartige Kontinuisierung ist ein hdufig angewandtes Hilfsmittel der Mathematik, um zu
bequemeren analytischen Modellen zu gelangen. Entsprechend dem vorher Gesagten gibt es
neben dieser neuen Mittelsumme natiirlich auch Links- und Rechts-, aber auch Unter- und
Obersumme.

© Veridndern Sie die Tabelle bzw. arbeiten Sie auch mit den entsprechenden Summen im
Home Screen.

i Fzr F3r Fuyr [ Far 1 Fzr Fzw Fyr F& Fa*

vﬂ Alaesbral|Calc Dther‘lF‘r‘ngD Clean Up vﬂ Alasbral|Calc|0ther |PramI0|Clean Up
=1 F ulik-.5 5390, 51 aa

k8=Ell " 5 [1ulirightCOFMInCULC, = [x 2 k-1 0

k=1

Bl gldk -1 S422. 20 S325.03

k=1 20

10| LI [1-gi(r‘ight(FMangitx),x)j)|><E k=1
=1 F alik) 5360, 38 k=1

k=1 437,95
1%ZCul k>, k. 1,.80>
INTEG FAD AFFROY FUHC E/Z0 IMTEG FAD AFFROR FUHC 7/Z0

Mittel-, Links- und Rechtssumme Ober- und Untersumme

T L Aus der grafischen Interpretation des Pro-
=7 ?}1_,3,3 3361 1 3399. =5 5324_88 blems erkennen Sie, dass die Suche nach den
o [Fo.oo SHZF.FY |S06ed, 80 14997, 21 . =
P [Feon  omee ma [5i2e 13 Bael o3 Gesamtkosten sich als Berechnung der Fli-
i N o] S166.44 [5201.45 [5132.94 .
N e L L T che unter der Grenzkostenkurve zwischen
3 (Fe.o0 S313.57 |5346.41 5287, 28 : — _ : .
A T o = B TSR T T zweil Werten x; = 0 und x, = 80 interpretieren
cd=cumSumwl <l > l4sst.
INTEG FAD AFFROH FUHC
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© Fir eine weitere Verallgemeinerung versuchen Sie nun drei Funktionen msum(n),
Isum(n) und rsum(n) zu erzeugen, wobei n die Anzahl der Streifen bedeutet. Uber-
priifen Sie zuerst die gefundenen Funktionen fiir » = 8 und » = 80. Erh6hen Sie dann die
Anzahl der Streifen mehr oder weniger systematisch und beobachten Sie das Verhalten
der Funktionen. Mit osum(n) und usum(n) ist das natiirlich auch méglich, ihre An-
wendung erfordert aber bereits lingere Rechenzeiten. Nach diesen Vorbereitungen kon-
nen Sie das alles — und einiges mehr - getrost dem Programmpaket integ() iiberlas-

sen.
Beachten Sie die syntaktisch richtige Eingabe der Summen!

rfi T Fev Trsz ruvT FE T FE~ T] rfi T Fer TrsvT r-wT FE T FE™ T]
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up TE Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up

i [E-HILMJJ + MSUML R Dore|  |® Crsuml8)  lsumi8)  peumi 83

| |
k=1t " Zn £5364.75 5751.89 S133.703
LIy (k-1]-80 B {psumi 800 lsum(BE)  reum3003
] [T 1[—]]+15um(n) Dome £5390,51 S5422.20 S3I60.383

k=1 B Dpsumi 1000 1sum 1000  rsuml 100003

L9390.77  9393.24  3388.30%

nofsa kg0
E [T-gi[ = ]] + FEUMEA) Dot (@ {mesuml 20000 lsumd 20000 Fsumd 200003

k=1 LSF90E. 7Y S392.00  S5339.5F2
e A L N I Y A = um 20000 . 1 sum<2000% . »sumC2..
INTEG FAD AFFROY FUHC 10/Z0 IMTEG FAD AFFROR FUHC 14+20
Die Formeln Fiir n = 2000 gibt’s ldingere Rechenzeiten!

© Niitzen Sie noch die Moglichkeiten des TI-92, um eine Gesamtkostenfunktion zu ermit-
teln. Verwenden Sie dazu die Werte in den Spalten €3 und €5 aus der Tabelle auf
Seite 39. Als Regressionslinie wéhlen Sie nach dem Gesagten eine Funktion 3. Grades.

Es stellt sich die Frage, wieso der Graph dieser Funktion nicht durch den Koordinatenur-
sprung geht, obwohl noch keine Fixkosten berticksichtigt wurden. Wenn Sie die gleiche
Untersuchung mit der Linkssumme durchfiihren, werden Sie eine Antwort finden.

TE 1 SI:I';TIH'IHHS
% U=a-xi+b i wd s
=15 =. 213007
1.0 =-1,752117
2 U13.] ¢ =121.09501&
3 [E5. d =£50. 9035853
4 [35.] R2 =1.
5 [45
& [55.
I 63.| CEnter=0K__ "
Arich-1214. 20i9ai7a75
INTEG FAD AFFROY FUHC IMTEG FAD AFFROR FUHC

Laden Sie bitte integ() und treffen Sie die
3:Einstellungen wie angegeben:

Wihlen Sie [F2) 1:Alle Parameter und geben Sie

die dem Problem entsprechenden Werte ein. Als Funk-

tionsterm geniigt y1(X), sofern Sie die angendherte Grenzkostenfunktion noch immer unter

diesem Namen im [Y=]-Editor gespeichert haben. Der Zeichenbereich ist derselbe, der auf
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Seite 38 in [WINDOW] angegeben wurde, die Grenzen sind 0 und 80. Wihlen Sie zuerst einmal

8 Teilintervalle. Der Bildschirm sollte sich nun so zeigen:

Fiv]’ FE™ T FET T T ]’ FET T TE
HDDIEPaPamEMethDdUEPglchIntFunkBeiEp]

aktuelle Funktion: gratisch
i) = 039021 w2 -3, 89447 % + 139,91
#E[-10 .. 1008713

Integrationsbereich:
Streifenanzahl: 2

gl -10 .. 13081
B .. 23]

FRD AUTO FUNC /30

Wihlen Sie eine der angebotenen Methoden.
(Da eine Grenze 0 ist, lasst sich die geometri-
sche Zerlegung nicht anwenden!)
Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den bis-
her erworbenen.

Im Meniipunkt konnen Sie alle (sinnvol-

len) Methoden numerisch vergleichen.

=ZE‘§‘;?:s-i*|Pr‘ngmID 0
Trapezsumme: Untersumme: 3320, 13
S447. 8 Obersummes S401.358  proy = Q3902 =2 -
Linkssurmme: 5395.73
Rechbtzsumme: 3383.54 _
approxs Trapezsumme! 539,78 h =500
Mittelsumme: S390.7FE
S442.8 Simpson: 539G, 7T
Pulchertimat S390. 77
== [EMTER] Zufallszerl: S5390.74 ==% [EMTER]
HTER KAD AUTD FUNL 0730 T [INTEG EAD_AOTD FONC 0720 T

Anstelle der Rechtecke treten Trapeze

Vergleich mit n = 500

Treffen Sie jetzt die erste wichtige Verallgemeinerung, indem Sie die Streifenanzahl mit »

nicht mehr numerisch, sondern allgemein angeben. Wahlen Sie verschiedene Methoden und

bilden Sie jeweils den Grenzwert fiir n — oo.

i.irem

5'«:«-]’ FE T T ]
g |PrgmI0fD )
Mittelsumme:

5za0.7-[nZ - .z0284s )

e

[Blearbeiten der Anzeige
NTEG RAD AUTO

FUNC 2/20

Ende=[Ent.er]
LEL:!|

Mit-telsumd

539074

[l — g

1 :
est, Integral
Ableitung
E:Sichern
Clurspr.

Ergebnis

Ende=[Ent.er]
FONC z/=0

[Blearbeiten der Ahzeige
NTEG RAD_AUTO

Beispiel Mittelsumme

Der Grenzwert fiihrt zum Wert 5390.7

Lassen Sie die Integralfunktion zeichnen und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Bild des

Funktionsgraphen auf Seite 41.

T 3 T
{iteg|PramI0fD s

| |

1. Integral-
funktion:
[ENTER ]

—
FUHC 0/30

Ed
=
m
[

EAD AUTO

T

Natiirlich entsteht die Frage, warum der
Graph dieser Funktion — obwohl ebenfalls
S-férmig — offensichtlich durch den Koordi-
natenursprung verlduft.

Schiilerdiskussionen sollten dariiber ebenso
gefiihrt werden, wie iiber die Frage, welche
Bedeutung die Anderung der Untergrenze
hat.
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Im Schulgebrauch kénnen Sie nun weiter verallgemeinern, indem Sie auch anstelle der Gren-
zen 0 und 80 die Werte a bzw. b eingeben und somit direkt zur Integrationsregel gelangen.
Der Weg zur Stammfunktion ist im Home Screen durch Substitution von ¢ und b durch 0 und
x leicht moglich. Wenn Sie die Schiiler diese neue Funktion differenzieren lassen, kdnnte
sich der vom Lehrer so sehr gewiinschte Aha-Effekt einstellen. Es stellt sich aber die Frage,
ob es sinnvoll ist, die ganze Tragweite des Integralkonzepts bereits an einem ersten einfiih-

renden Beispiel bis zur letzten Konsequenz durchzuspielen.

5.2 Was kostet die Haltung eines Fahrzeugs?''

Ein Automobilhersteller schéitzt, dass sich die jdhrlichen Instandhaltungskosten eines be-
stimmten Fahrzeugtyps ungeféhr mit der Formel

K(f) = 105¢ + 9,5¢* (EURO)

beschreiben lassen. Dabei bedeutet 7 das Alter des Fahrzeugs in Jahren.
© Wie hoch sind K(1) und K(5) und was bedeuten diese Zahlen?

© Welche Gesamtinstandhaltungskosten sind wihrend der durchschnittlichen Lebensdauer

eines Fahrzeugs von 10 Jahren zu erwarten?
© Verwenden Sie integ() und arbeiten Sie mit

a) Jahresintervallen und einer beliebigen Methode,

b) Halbjahresintervallen,

¢) Monatsintervallen,

d) Tagesintervallen (365 Tage/Jahr),

e) n Intervallen.

f)  Wie hoch sind die ,,exakten” Gesamtkosten nach dem gew&hlten Modell?
g)  Suchen Sie eine ,,Formel” GK(x) fiir die Gesamtkosten der ersten x Jahre.

h) Wie lautet die Formel, wenn Sie das Fahrzeug nach a Jahren kaufen und nach

b Jahren wieder verkaufen?

i)  Welcher Zusammenhang besteht zwischen der jahrlichen Zunahme der Gesamt-
kos-

ten und den bisher aufgelaufenen Gesamtkosten?

' Die Anregung zu dieser Aufgabe stammt aus [6].
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5.3

f(x) = 2(x+2)e’§

Gesucht ist die Flache zwischen dem Kurvengraphen und der x-Achse fiir -1 <x < 6.

©

a

Fertigen Sie eine Skizze des Funktionsgraphen an und suchen Sie einen Ndherungswert
fiir die gesuchte Flache unter Verwendung von 7 Streifen. Beniitzen Sie den TI-92 zur
Bestimmung der Funktionswerte. Zeichnen Sie auch die gewéhlten ein- oder umschrie-
benen Rechtecke bzw. Trapeze ein.

Verwenden Sie integ() und arbeiten Sie mit der Monte-Carlo-Methode (mit minde-
stens 200 ,,Regentropfen”). Addieren Sie alle Ergebnisse in Threr Arbeitsgruppe oder las-

sen Sie die Berechnung mehrmals durchfithren und ermitteln Sie den Durchschnittswert.

Erzeugen Sie eine grafische Darstellung der kumulierten Durchschnittswerte fiir
n =200, 400, 600, ....

Wenden Sie andere Methoden (n = 20 Streifen) an und notieren Sie die Ergebnisse.
Vergleichen Sie mit den Ergebnissen aus dem ,,Zufallsregen”. Beachten Sie bitte, dass
die Zerlegung nach einer geometrischen Folge ohne Transformation (Verschiebung in

den positiven Bereich) nicht funktioniert.

Beniitzen Sie die Option [F4], um die Konvergenz der Methoden zu vergleichen. (Wéhlen
Sie maximal vier Methoden.)

Erste Verallgemeinerung: Wéhlen Sie drei Methoden und verwenden Sie » Streifen. Bil-
den Sie jeweils den Grenzwert n —c. Konnen Sie herausfinden, warum Unter- und

Obersumme versagen?

Zweite Verallgemeinerung: Wiahlen Sie drei Methoden und geben Sie als Unter- und
Obergrenzen @ und b an. Bilden Sie wiederum die Grenzwerte. Speichern Sie ein Ergeb-
nis als resl.

Verlassen Sie integ(). Ersetzen Sie im Home Screen 4 durch x und definieren Sie
eine Flichenfunktion Flaeche(X) mit x als variabler oberer Grenze. Bestimmen Sie
den Differentialquotienten dieser Flichenfunktion.

Hier finden Sie einige Screenshots als Anregung:

T T FE T
e |PramI0) i

Approx:

22,365 Kf-.U o

==> [ENTER]| [

Zufallsregen|Tropfer: 200 inneni ymin = -1 und ymax = 8; daher ist die Fli-
22,385

che des umschriebenen Rechtecks 7 x 9 = 63.

AT

63 : AppF1 =200 : 71 — AppFl= 22,365

TEG

RAD_AUTO FUNL 0720 T




1 5 B T B T Fu T B T G T F? ] H
va FPlot Setup|Cell Header|Calc|Util|Stat P’? i
ATA | Tropfen |Flasche |ETropfen|Mitteluw.

cl [ [ o
1 200 22,365 200 22,365
2 200 25.515 [400 23.94 +-
3 200 24.885 |00 24. 255 .
4 200 24. 57 f=1a[0] 24. 3338 . .
5 ZEE 25.515 AEE 24.57 exakter Wert -
[ 200 25.2 200 24,675 ’ T ’ ’
7 200 28, 035 E1o]n] 25.155
cd=cumSumicZ2> (c3 cld
INTEG RAD AUTO FUNC INTEG RAD_AUTO FUNC

Die Tabelle mit den gesammelten Werten —

Als xyline dargestelit

[Blearbeiten der Anzeige
INTEG FAD AUTO

Ende=[Ent.er]
FUHL =730 | EUEY |

Mittelsumme: f(Limes fir nee)
gla.273-11]
92

[Blearbeiten der Anhzeige
INTEG FAD_AUTO

Ende=[Ent.er]
FUHE =/=0 | ELEY |

Fiir n Streifen (TI-92 und TI-92 PLUS konnen
unterschiedliche Ausgabeformen aufweisen!)

Der zugehorige Grenzwert ~ 24,5626

s];

Simpson:

?.[[E%]?KS + 4-[9%]?/6 + 1]-[9?/3 - 8]

B

Ende=[Ent.er1]
FUHL 4/30 B |

Lexpandiert

=

+

[Blearbeiten der Anzeige
NTEG RAD AUTO

tLimes flr el

6.[4.‘9?/3_ 11]

el

Simpson:

[Blearbeiten der Ahzeige

Ende=[Enter]
LEL:Y |

IMTEG RAD AUTO FUNC 420

Das Ergebnis fiir die Simpsonsche Regel —

Mit dem zugehorigen Grenzwert!!

gesichert als resl
2 bl =2 L
- 93-(b+5)—(a+53-93 ] 3

[Blearbeiten der Anzeige

 gxpand(resl)

E-3 + ] &b ]
[ea]la’S [ea]la’S [eb]la’S [eb]la’S
] &b ]

- - 1 b bl
‘[95]1/3 [eb]1/3 [eb]1/3 e
Cliaie

-l 1

Ende=[Enter]
|

IMTEG EAD AUTO FUHC 5430

INTEG EAD EXACT FUMC 2/ 4

Trapezregel mit allgemeinen Grenzen a und b —

Und im Home Screen geht es weiter

Verlassen Sie integ(), ohne alles im Speicher zu 16schen, mit und arbeiten Sie mit

resl im Home Screen weiter.
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rfi T Fiv T v T o T 3 T TE™ T ] rfi T G T Fiv T e T 3 T TE ]
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up TE Algebra(Calc|Other |Prgmld|Clear a-=..
=] =] L="] L="] ] =] ] [=F] [=F] 3
Dare Dahe
B flaschelx) u ] aechelx)
'K 2 = _H 2 2
[ Eux—SElje +(E- .E|+3Elj-f*3 Eexee S -3 C +6-3-e v +30-e 7
X —_* —_*
l%{f‘laeche(xjj (Z-x+dle = -%{Flaeche(xj) Zouee S +dog T
Aha, daz kennen wir doch? beim "normalen" TI-92¢%
INTEG FAD EXACT FUHC 4/Z0 IMTEG._D FAD EXACT FUHC B/Z0
So sieht es aus beim TI-92 PLUS ... und so beim ,,normalen” TI-92

5.4 Die Fliche unter der Sinusschwingung
Bestimmen Sie die Fliache zwischen Graph von f{x) = sin(2x) und x-Achse fiir 0 < x < 2m.

© Erzeugen Sie Tabellen fiir verschiedene Methoden fiir n = 10, 20, 30, ..... (inkl. deren
grafischer Darstellung). Erklédren Sie die ,,merkwiirdigen” Ergebnisse.
Verwenden Sie auch die Monte-Carlo-Methode mit » = 100, 200, 300, ...... Tropfen.

© Andern Sie die Funktion auf f{x) = | sin (2x) |

FIo B T T 3 I I T
dnenfl i =ZE?,?:s-s~|PrngI:I Dl L : [REal T_\
Obersummes . . . . . Obetr-summe .
lz([E+5]x %
10 I
ApprosE APProxE [
1.2 E28

j

PPQNID

_==> [ENTER ] ) ) _==l‘-" [ENTEE ] ) ) ) |
HTEG KAD RUTD FUNL 0720 M| LINTEG KAD AUTD FUNC 07Z0 IFauzE
Das kann doch nicht stimmen! Der Flicheninhalt wird ja immer kleiner!!

N PrngD

Tropfen: 1088  innen:

T T FE T
fitdge|PrgmI0f L

Zutallszerl. . . . . Zufall=sregen
approxi ARPPrOEE
- AFY 4.25

iaz

_==> [EMTER ] ) ) _==> [EHTEF ]
TEG KAD AUTO FURC 0750 I [INTES KA AOTO FUNC 0750 JF 11
Eine Zu}‘allszerlegung mitn =20 In Monte Carlo haben Sie schon mehr Gliick!

T

B

Jeramiof: Wenn Sie die Betragsfunktion verwenden,

Dber‘Eumm;.: T . . :.:. .:.
ElE+5)n liefern natiirlich auch die tiblichen Methoden
la sinnvolle Ergebnisse bei der Bestimmung des

azpr;nm Flacheninhalts.

Wie konnte man noch vorgehen?

== [EHTER] ) ) ) ) i ) )
NTEG RAD AOTO FUNC 0730 IFUE]
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5.5 Simpson und Pulcherrima bei einer kubischen Funktion
f(x) = _ﬁ - ﬁ 3x + 12 ; -1 <x<3.
15 10 2 5
© Bestimmen Sie ndherungsweise die Fldche zwischen Graph und x-Achse unter Verwen-
dung der Simpsonschen Regel und der Pulcherrima.
© Machen Sie es méglich, auch die Zerlegung nach einer geometrischen Folge anzuwen-

den, obwohl hier eine negative untere Grenze vorliegt.

I’rivT Fzv T Fzv T Far T FEv T F&
Tool s |[Params |Method|Verglch|IntFunk|Beizp ]

aktuelle Funktion: sumbolisch

) 2
__®T _ &= e
fl=—g ~~1a *-z *t1&79
®E[-Z .. 413 usl-1 .. 4]
Integrationsbereich: [-1 .. 31

Streifenanzahl: n

Simpsont

1vz
15

[Blearbeiten der Anzeige Ende=[Enter]
LEL:Y |

IMTEG FAD AUTO FUHC 1/%0

INTEG EAD AUTO FUMC 0/Z0

Simpson und Pulcherrima liefern unabhingig von
der gewidhlten Streifenanzahl immer dasselbe
Ergebnis. Verallgemeinern Sie mit # Streifen.

Uberraschenderweise ergibt sich weder bei Simp-
son noch bei Pulcherrima die Notwendigkeit der
Grenzwertbildung.

1 Fer Faw |_ Fuv FE G 54 Fer FEv Fir FE™ [
- E AlgebrafCalc Dther‘lF‘r‘ngD Clean Up [TDDIS Fatams Method|Uerglch|IntFunk|Beisp ]
aktuelle Funktiaon: aratizch
- 2 .
B jptegl) Dane .p(:@:i +K_ +ﬁ_ 19-15
15 1Q 10
) SR TG I Sy
- 153 ;_'3' 2 wE[-2. .. 7Pl wel-1. .. 4.1
mH ® 19-x Integrationsbereicht [1 .. 51
LI ) — =+ - 19-15
tx -2 15 10 1a Streifenanzahl: 10
ans 1>+ F (x|
INTEG FRD AOTO FUNE /30 NTEG FAD AUTO FUNE_17E0

Wechseln Sie iiber den [ESC]-Ausgang in den
Home Screen und verschieben Sie den Graphen so
weit nach rechts, dass er ganz in der rechten Halb-
ebene zu liegen kommt. Sie kénnen als Funktions-
term dann FF(X) eingeben.

T FE T
B 5 <+ |PramlI0f
gear.Folge: T
APProx

11.5
== [EHTER] X / L
NTEG RAD AUTO FUNL G7z0

Vergessen Sie nicht, auch die Grenzen zu dndern.
Beim ,,gewodhnlichen” TI-92 ist der Ubergang
f (x-2) abzuraten'?, da es wegen des Circular-
Definition-Effekts bis zum totalen Absturz
des Rechners mit Verlust des Speicherinhalts
kommen kann.

Die Generalisierung mit » Streifen und an-

schlieBender Grenzwertbildung ist nicht
moglich, da der TI-92 die Summen nicht
geschlossen darstellen kann. Es gibt aber

einen Ausweg: Zerlegen Sie das Polynom in

M| seine vier Summanden ...

2" Dem Circular Definition Error kann man wir folgt ,.entkommen®: f (x-2) mit einer anderen Variablen aufru-
fen: zB ¥_(u-2)[ENTER], den Term in u mit ans(1) Ju=x [ENTER] in einen Term in X transformieren und dann
an der Funktion FF(x) mit ans(1)(ST0» FF(X)[ENTER] zuweisen.
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rfi T FEv TrsvT r-wT FE T FE™ T]
] TE Algebra|Calc|0ther |PramI0|Clean Up
geom.Folae: Cexpandierty

I N

3]
k§1 mjptegll Done
mres] + res? +res3 + resd 11?52
[Blesrbeiten der Anzeige TS| resl+res2+res3+resd
HTES FAD AUTO FUHC_0/=0 TI|  [INTES EAD AUTD FUNC 2730

So sieht die Summe aus Na, es stimmt ja doch!

5.6 Die Suche nach weiteren elementaren Integrationsregeln

© Suchen Sie Integrationsregeln fiir:

b
P b b b c
ch" dx; [ceP*dx; [csinxdx; J—dx
a a X
a a

U Hier ist es interessant, mit einigen Methoden zu spielen. Aber nur die geometrische Zer-

legungsfolge fiihrt zu brauchbaren Ergebnissen.

Fiv Fzv Fzv Far FEv F&
Tool s |[Params |Method|Verglch|IntFunk|Beizp

aktuelle Funktion: sumbolisch| | Simpzont
) =— (st g {a2 {1z k2-12 k(2 n+1)-
Ta-hkl-
k=1 [a-l:k—n)-
#E[-2. .. F.13 gsl-1. .. 4.1

Integrationsbereichi [a .. bl
Streifenanzahl: n

[Blearbeiten der Anzeige Ende=[Enter]
NTEG FRD_AUTO FUHL U750 INTEG RAD_AUTO FUNE z/=0 |

Das Integral von ¢ x Mit den iiblichen Methoden wird’s nichts

geom.Folge: CLimes +lr n#w) geor.Folge: (mit akxd and bXU2
ln[%]-c, £ i
laad9-b-B4 ooy
p+o

[Blearbeiten der Anzeige Ende=[Enter]| ([Elearbeiten der Ahzeige Ende=[Enter]
INTEG RAD AUTHO FUHC /50 TTE| |IWTES FAD_ALTO FUHC 1730 |

Aber mit der geometrischen Folge! Das Integral fiir die allgemeine Potenzfunktion
Leider kann der TI-92 die Summen der trigonometrischen Funktionen nicht bilden. So lassen
sich die Integrationsregeln fiir die Winkelfunktionen nicht ableiten. Mit CAS-Programmen
wie etwa DERIVE ldsst sich das am PC aber leicht durchfiihren [2].
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X
{x - c)-SIN[———]
4

54 - [F(x) = COS[— —Z—], a:=c¢c, b ==

]

[
{c — x)-SIN[———]

4

62 : 2-n
MEUM_UAL{n) =

2-n

4

{x - c)-SIN[ ]
4

X
SIN
8-n

{c — x)-SIN[ ]
4

a
8-n

[

63 - 2-n
lim

nswo

SIN[
8-n 8-n

-n X c
e SIN(—| — 4-5IN|—
4 4

Falls es einem CAS-TI-Anwender gelingen sollte, auch die Integration der Winkelfunktionen

auf diese Weise durchzufiihren, ersuchen die Autoren um Riickmeldung.

5.7

Welchen Flicheninhalt hat eine Ellipse?

© Wihlen Sie eine geeignete Ellipse in Mittelpunktslage, zB a =5, b = 3.

2 2
X
— +
25

Y
— =1 - y=4z
9

W | W

\ 25 — x2 ; nur die obere Halbellipse!

In Anlehnung an die berithmte Monte-Carlo-Methode, den Fldcheninhalt eines Kreises zu
bestimmen, konnten Sie auch hier den Zufallsregen verwenden.

Fir

Fzw FEv Fiw FEw TG
Tools|[Params|Method|Uerglch{IntFunk|Beizp

P'r‘ngmID i

aktuelle Funktion: grafisch Zufallsregen| Tropfen: 2000  innen: 925
= 23.125
e = F 2T - x
m = =

%E[6 .. 613  wel-1 .. 41 ‘_";EP?;'S

Integrationsbereichi [-3 .. 5l )

Streifenanzahl: ZOOA

|_==% [ENTER]
THTES FAD_AOTO FURC 2750 TEG EAD AUTO FUHC 0730 THT:|
I‘Fi T Fev TrsvT ruv]’ FE T FE™ T ] T FE T
vﬂ AlgebrafCalc|O0ther|Prgmld{Clean Up +|PrgmI0fi
Fulcherrimat ' ) '

=erg 23.125 11. 7682 [
21252 46,25

46,25
e 3.0333F E=1=T k]

46,75 11,7682
L == . S28E7E
46 . 25-¢25n> ==+ [EHTER] L L
HTEG EAD AUTO FUHL 4730 TEG EAD AITD FUONL 0750 P

Das Verhdiltnis Ellipsenfldche : Kreisfliiche

Mit der Pulcherrima wird es noch deutlicher!

Hier mit nur 10 Streifen fiir eine Viertelellipse.
Als Grenze wurde 5.0 eingegeben.
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I’Fi T Fer T Far T Fi T FE T FE* T ]

va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up

m jnteg) Done

4 -arg 47 A728
47 . 0728

u —=.5 3.13819
47 . 0728

u =51 29935

- % 1. 66485

47 0728/ CF%n>

INTEG RO AUTO FUHL 5/50

Der Wurzelterm beschreibt den umschriebe-
nen Kreis mit dem Radius » = 5. Das Verhilt-
nis der Funktionswerte von Ellipse und Kreis
ist offensichtlich a/b = 3/5.

Bestimmen Sie das Verhéltnis Fl.; : Flj,.;!

Eine weitere Uberlegung kann sein: Beim Kreis ist das Verhiltnis von Kreisfliche zum Qua-

drat des Radius konstant = 7. Lasst uns daher bei der Ellipse das Verhéltnis des Flachenin-

halts zum Produkt der ,,beiden Radien ¢ und 4” untersuchen.

Damit kann die Flachenformel 4 = abn zumindest einmal begriindet werden.

5.8

Was sind eigentlich ,,uneigentliche” Integrale?

© Vergleichen Sie ein mégliches Konvergenzverhalten der beiden Integrale

4 4
10
J:;—dx und J-z

Bei einem groben Vergleich der beiden Funk-

dx

tionsgraphen ist es fiir die Schiiler oft nicht
einsichtig, dass die ins Unendliche reichende
Flache das eine Mal existiert und das andere
Mal nicht. Reine Grenzwertbildung hat viel-
leicht nur manipulativen Charakter, so dass es
sinnvoll sein konnte, das unterschiedliche
Konvergenzverhalten der Flicheninhalte auch

zu veranschaulichen.

©

anzahl n eine Folge 10 ..

|‘F T T T T T FE™ TF? ]’ ]
- f—|Zoom|Trace ReGPaph Math|Or |-

gt 1@,
FUNC

woil.
INTEG

KAl AUTO

Beachten Sie die [WINDOW]-Einstellungen

Wihlen Sie fiir beide Aufgaben eine — geeignete — Methode und lassen Sie die Streifen-
100 (Schrittweite 10) durchlaufen.

Natiirlich ist nur eine Methode geeignet, die die Stelle x = 0 nicht verwendet. Die Links-

summe scheidet damit ebenso aus wie die Trapezsumme und andere.



: s 1::-5~|F'r'~r~;|5r~'|IIII & TR (RY
["n"  "HMsum" "Msm"
S0 41.4273 10 S0 &614.3504 10
100 42,7052 mit 5 oo 1231, 2006 mit -
150 433267 x 150 1842, 0502 x
200 43,7195 208 2464,9011
250 43.9992 230 3I081.7514
300 44,2128 —=% [EMTER] L300 3F6938.6017 =% [EMTER]
INTEG FAD AUTO FUHL =/50 s |INTES FAD_AOTO FUNE =/=0 ;|

Fldchenzuwachs wird immer kleiner

Fldchenzuwachs ist streng monoton steigend!

Im Menii (F4] Verglch wird nur eine Methode gewihlt! (Als Grenze 4.0 eingeben!)

Es muss natiirlich darauf hingewiesen werden, dass der Vergleich der Flaichenzunahmen auch

zu einem Fehlschluss fithren kann. Die Tatsache, dass die Zunahmen eine Nullfolge bilden,

ist ja nicht hinreichend fiir die Konvergenz der Summe. Daher jetzt:

© Verallgemeinern Sie fiir » Streifen mit der variablen Untergrenze a. Fiihren Sie die

Grenziibergéinge erst # — oo und dann a — 0 durch.

U Verfolgen Sie die nichste TI-92-Sequenz fiir das erste Integral:

11 ’
oyl
Ehde=[EhtEP]

FUHC 1/30 | Euzy |

[Blearbeifen der Anzeige
NTEG FAD_AUTO

LA R

Ende=[Enter]
FUHC /30 |

[Blearbeiten der Anzeige
INTEG FAD_ALTO

Ein ungeheurer Term ...

Fiir a> 0 gibt es eine geschlossene Summe

ey T

AR wm |

geom.Folge: Cexpandiert)

2
1@[51/321/3—2]53"'21”3 il

23
101y 1
all +|zn _53'h

[Blearbeiten der Anzeige

-[2%]2/3 - 1] [a'

geor.Folge: (Limes flr neel

-3@-[31’3-21/3 _2]
5173

[Elearbeiten der Anzeige

Ende=[Enter]
LELz |

INTES FAD AUTO FUNC /30

Ende=[Enter]
LEL: |

INTEG KAD _AUTO FUNC /30

Vor dem Grenziibergang vereinfachen!

geom,Folaes CLimes flr a+d+)
1]

2173

[Blearbeiten der Anzeige
NTEG FAD_AUTO

FUNC /30

Ende=[Enter]
LEL:|

Das sieht schon recht ordentlich aus!

Dieser Grenziibergang ist wohl auch ohne
Unterstlitzung durch den TI-92 moglich!?

Das approximierte Ergebnis lautet:
47,6220

Vergleichen Sie mit der Folge auf der vorigen
Seite!
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Gehen Sie mit dem zweiten Integral entsprechend vor:

geom. Folge: CLimes flr need geom.Folge: (Limes flr a0+
-0 -I:a - 4:] o
Z2-a
[Blearbeiten der Anzeige Ende=[Enter] [Blearbeiten der Anzeige Ende=[Enter]
NTEG FAD_AUTH FUHC 1/30 | |INTEG FAD_ALUTO FUHC 1730 B |

U TI-92, TI-92 PLUS und Voyage 200 konnen unterschiedliche Ausgaben erzeugen.

© Andern Sie die das Integrationsintervall auf [4, c0) und fiihren Sie #hnliche Untersuchun-
gen durch, um auch die zweite Art der uneigentlichen Integrale zu veranschaulichen.
(Das konnte eine schone Schiileraufgabe sein, nachdem man die Integrale mit einer Pol-

stelle an einer Grenze gemeinsam bearbeitet hat.)

5.9 Wie springt man mit Sprungstellen um?

O Mit der Signumfunktion sign() lassen sich leicht Sprungstellen erzeugen.

Fir Fzw Fxw Fyr FB
Tool s |Params |Method|Verglch Eeizp
aktuelle Funktion: lianalytisch 2. Intearal-
fix)=sign(x + 22+ signix — 41+ .5 funktion:
#E[-3 .. B]3 ysl-3 .. 31 [EMTER ]
Integrationskbereich: [-4 .. 3] | N
Streifenanzahl: 15 [nleu IntFuni
[alhalytisch
THTES FAD_AOTO FORC 1750 INTEG KA AUTO FUNE 070 T
Die ,,Angabeseite”: Grafische Darstellung: Untergrenzen — 4 und —5

T FE T
i [PramI0fL

2. Inteagralfunktion: 2. Integral-

W funktion:
J_SF(t)q‘.t-=|>c:+2|+|><—4|+.5-><—'9.5 )
[EMTER ] ;.-f':-.\\

[nleu IntFunH
[alhalytisch

[nleue IntFunk _ [alrafisch  [(Elnde | [LLEINDS -
INTES FAD AUTO FUNC 1750 | |INTEG RAD_AUTO FUNEC 0720 |
Eine Integralfunktion in analytischer Form Hier wurde eine andere Funktion mit when()

definiert. Zwei Integralfunktionen sind dargestellt.
Leider lassen sie sich nicht mit dem TI-92 PLUS-
Modul ermitteln (siche S. 36).
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5.10 Beziehungen zwischen den Approximationsverfahren

Zwischen den verschiedenen Approximationsmethoden gibt es zahlreiche Beziehungen:

e bekannt und leicht bewiesen: 2 x TRAPSUM = LSUM + RSUM
e auch bekannt? 3 x SIMPSON = TRAPSUM + 2 x MITTSUM
e das auch? 3 x SIMPSON(n) = 4 x TRAPSUM(2n) — TRAPSUM(n)

© Verifizieren Sie zumindest eine der aufgestellten Beziechungen an Hand einer frei ge-

wihlten Funktion. Vielleicht kénnen Sie diese auch unterstiitzt durch CAS beweisen?

© Suchen Sie in der einschligigen Literatur nach weiteren Beziehungen.
. . . . 3 . (x T .
U Die dritte Behauptung soll mit der Funktion y(x) = 5 sin 5 fiir g <x<m verifi-

ziert werden (n = 4):
Lassen Sie Simpson (n =4) unter resl, Trapezsumme (n = 8) unter res2 und Tra-

pezsumme (n = 4) unter res3 sichern und wechseln Sie in den Home Screen.

rfi T v Trsz ruvT TE T 5 T ] rfi T o TrsvT r-.vT TE T TE T ]
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up TE Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up
m ezl . —
[48'595[?]'(‘]? +1)+z4 [Erz+(a- 5+ , [S'EDE[E_JL]'I:E 1l+a-Fro+E+([F+ 4
288 Ea
u s
6|2+ 12]-]3+18-]2+18|'n
[8-c05[2—1]-[ﬁ+1]+4-]E+2+J_6+[E+4’ mpesl [[ 2 ]J—QE_ = ]
] mE-resl =4-res? - res3 Liue
resd| JI¥rezl=d¥presd-—resd
INTEG FAD AUTO FUHC Z/Z0 IMTEG FAD AUTO FUHC 4/Z0
Arbeiten Sie mit exakten Ergebnissen! Die Antwort ist zwar kein Beweis, aber doch recht
eindrucksvoll!

U Die zweite Bezichung soll mit der allgemeinen Funktion A(x) bewiesen werden. Berech-
nen Sie die drei Summen mit allgemeinem # und den Grenzen a und b und speichern Sie
die — recht stattlichen — Ergebnisse unter resl ,res2 und res3. Wenn Sie die
Summen betrachten, werden Sie feststellen miissen, dass diese leider nicht in geschlos-
sener Form angeboten werden. Da aber alle von k=1 bis k= n summiert werden, fiihrt
es vielleicht zum Ziel, wenn man zuerst nur die Summandenterme betrachtet und diese
als s1, s2 und s3 definiert. (Bilden Sie nur die ,,Summe” des ersten Gliedes.)

I‘Fi T 5 TrsvT ruv]’ FE T FE™ T] I‘Fi T FE™ Trsv]’ ruv]’ FE T FE™
vﬂ AlgebrafCalc|O0ther|Prgmld{Clean Up TE Algebra|Calc|Other|PrgmId|Clean Llpm

1 Tarz k-2n-11-b(2 k-
'Eh[ (a-(2-k 2n2.r1ﬁj b2k 1)]]_Ih
o_k=1
mresl n
) 1} [ ['[a-(Z-k-Z-n-lj-b-(Z-k—1:] 'h[%]-[a—bj
kgl #-h Zn [ m
BTzl -[(=2+2 53] o]
w¥kden? k.1 np*Ca—h>/ Co%n>*=1 Jx51—(s2+2%532
INTEG EAD AUITO FUNC_1/30 INTES KD AUTO FURC 7750

Das n vor der Schreibmarke in der Eingabezeile Die Identitéit der beiden Seiten der Gleichung liegt
ist durch 1 zu ersetzen. auf der Hand.
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5.11 Integrieren Sie sich selbst!!

© Wihlen Sie eine beliebige symbolische Funktion wie zB g(x), fes#(x) oder fritz(x), neh-
men Sie a und b als Grenzen und arbeiten Sie nur mit » = 1 Streifen. Wenden Sie eine
beliebige Methode an und interpretieren Sie das Ergebnis.

Pulcherrimas Speichern Sie das Ergebnis und untersuchen
[ [ 2-a+h
3 -gauss T

]+ 3.gau55[ & +32'h] +gz Sie im Home Screen die Vorgehensweise bei
g der Pulcherrima-Methode (GauB-Quadratur).

[Blearbeiten der Anzeige Ende=[Ent.er1]
NTEG FAD AUTO FUHL 9730 B |

5.12 Diese Funktion ist nicht differenzierbar!

Erzeugen Sie eine Funktion mit zumindest einer nicht differenzierbaren Stelle im Integrati-

onsintervall und lassen Sie die Integralfunktion(en) zeichnen. Interpretieren Sie das Ergebnis.

T 3 T 7
i |PramI0fisg

3. Integral-
funktion:

2
x
Die Funktion f(x) = (2—%} ist an der

(ENTER ] Stelle x = 0 nicht differenzierbar. Ihre Inte-

gralfunktion anscheinend schon.
[nleu IntFunk

[alnalutisch
[E Il
HTES KAD RUTD FUNL 0720 |

Bestimmen Sie diese analytisch und untersu-

chen Sie deren Differenzierbarkeit fiir x = 0.

5.13 Dafiir gibt es sicher kein geschlossenes Integral!

3
o . e X+ e
Suchen Sie eine numerische Approximation fiir | ——————dx
I+ x° + sin2x

-1

© Wie viele Streifen sind bei den verschiedenen Verfahren notwendig, um eine Genauig-
keit auf 3 Dezimalstellen zu erreichen? Vergleichen Sie unter mehreren Methoden!

©

Vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit der nInt()-Funktion des TI-92.

U Zur Abschitzung der benétigten Streifen ldsst sich die im verglch-Werkzeug angebo-
tene Tabelle mit schrittweiser Verfeinerung anwenden. In der Literatur finden sich ge-
naue Abschitzungen [5, 13].



By [Prantal: B et [pramiofs e s
["m" "Tsum" e Toym" ["w" "Tsum"
18 7.491341 O 7.504302 35 7.504431  ab p = 97 diirften die

20 T.499669 B0 F.504393 6 70044950 ergten 3 Dezimalstellen
IO 7.E02473 90 7.SE4465 97 7.504500 halten®: ~ 7.505
4@ 7003453 180 7.504513 92 7.504504 ” ’ ’
SO VL. 503907 110 7.504548 99 F.o04509

le0  7.504154 120 7.504574) [purerg [(199 7504513 ==> [ENTER]
THTEG FAD AOTO FUNL 6750 IF i1z | I T RAD AUTO FUNC_ /20 [Fauz

Sowohl das Integral als auch nInt liefern den Wert 7 .5047146.
Hier wurde das Programm im Programmbaustein Vg1 auf 6 Fixkommastellen abgeindert.

In [5] und in [13] finden Sie die folgende Abschétzung fiir die Anzahl von Streifen bei An-
wendung der Trapezregel, wenn eine Genauigkeit von ¢ erreicht werden soll. € ist der Unter-

schied zwischen tatsdchlichem und approximiertem Wert des Integrals.

/M b-a)’
> %.Dabei ist M, = max|f"| auf[a, b] *)
€

Mit dem TI-92 konnen Sie leicht das Maximum des Absolutbetrags der zweiten Ableitung

der gegebenen Funktion im Intervall [-1, 3] aufsuchen.

1 Fzr Fiw Fyw FE FEr
- Elﬂlgebr‘a Calc|0ther|Praml0|Clean Up
T-1
wRInb Pl %, =1, 30 7. 5047146
2o e
u _x
P 0D
[3 %+ 2-(2%2 - 1)]-(costz0n - ([ &% h :
La
" Mindrue . ) )
ans ¢l gl (x| #Cd -, S 0dES ] uci -22.91815
INTEG ERD AUTO FUMWC EAZ0 INTEG FAD AUTO FUHC

Wenn Sie nun in die Formel (*) einsetzen, ergibt sich:

3
S 22,91815-4 — 4944,
6-0,001
Diese Abschitzung ist viel strenger, als die mit der Tabelle ermittelte.

© Die Simpson-Regel entspricht einer quadratischen Approximation der zu integrierenden
Kurve. Verifizieren Sie diesen Sachverhalt, indem Sie » = 4 annehmen. In jedem entste-
henden Intervall wird die Kurve durch eine quadratische Funktion approximiert, die mit
der gegebenen Funktion die Funktionswerte an den Intervallenden und in der Intervall-
mitte gemeinsam hat. Erzeugen Sie auch die ,,quadratische Approximationskurve”.

U Verwenden Sie die quadratische Regression, um durch drei Punkte eine Parabel zu le-
gen. Die entstehenden Funktionen werden im Funktioneneditor abgelegt. Verfolgen Sie
bitte dazu die néchsten Abbildungen:
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Die Funktion sei unter dem Namen ¥_(X) gespeichert. (Wenn Sie integ() iiber ver-
lassen, dann finden Sie die Funktion unter diesem Namen!)

I‘Fi T FE™ Trsv]’ Fyr ]’ FE T FE™
vﬂ AlgebralCalc|Other|PrgmI0jClean Upﬁ

mi-1 -1e2 0211 FCl1) 12
fe+1)-el [[e44)7172

AFLOTE

wyl=-F, 8782316349315 »< - 4, 1323505308520
2= BIATPESIEON9EE T — | £46702 16616250

1} wy3= - D1EASTIFAES1997 - x 2 + 1. 454267 164650

=in(2) -2 4-zinCly -3 - - z
® QuadReq 11,12 Donhe :Eg;F._(S:E)?SDSQII??BBI ®< + 2, 1446148152920
" regeqlxl H%f
. B7EES16 %2 — 4. 1323585 w + 1.| | 8=
anz {1 331 (xD b Cxd=Ff_ x|
INTEG EAD AUTO FUMWC /30 INTEG EAD AUTO FUNC
Hier entsteht die erste Parabel fiir [-1,0]. Im [Y=]-Editor finden Sie alle vier approxi-
regeq(x) ist eine Systemvariable unter mierenden Parabeln. Im néchsten Bild se-
der die jeweils letzte berechnete Regressi- hen Sie die Funktion gemeinsam mit den
onslinie abgelegt wird. Gehen Sie entspre- Parabeln.
chend fiir die nichsten drei Intervalle vor.
1 Fer Fz Fu FEr Fa* H B 1 Fer Fz [E] FEr FE* |FF B
- E Zoom|Trace [ReGraphMath|Draw) - E Zoom|Trace |ReGraph|Math|Draw |«

gy "

=
Al AUTO FUMC INTEG EAD AUTO FUHC

__7

IMTEG

Eal

Mit einer when()-Konstruktion kénnen Sie die Niherungskurve stiickweise definieren und

ganz stark ausgezogen iiber die Grundfunktion legen.

Der rechnerische Vergleich zeigt das erwartete Resultat.

|’F1 T v Trzv]’ ruvT 3 T TE™ T]
*E Alasbra|Calc|0ther|PramI0|Clean Up
Simpson:
764142706
. = integ() Done
approxs o 1 o 5
764142706 =2 wtoomn s [§uzoods o+ [ uscaac+ [3p
7641427065
| == [ENTER] LI w1 20 ) 2,30
HTEG KAD_AUTD FUNL 0730 T LNTES KAD AUTD FUNC 2730

Die Simpson-Approximation und die Fliche unter den vier Parabeln sind gleich.

Es konnte reizvoll fiir interessierte Leser sein, die Prozedur fiir die Entwicklung der Néhe-

rungsparabeln in einem Script oder gar in einem Programm zu verpacken.
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5.14 Ein Ausflug in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

Suchen Sie eine numerische Approximation fiir

4

7[)(7}]2
#e ° dX mit }=3,5 und o =1,5
c2r

2
Welche Bedeutung hat dieses Integral?

Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit einem Tabellenwert!

6 Bemerkungen zur Pulcherrima

(mit freundlicher Genehmigung von David Bowers, Ipswich)

Einer der Teilnehmer am Workshop, den die beiden Autoren zum Thema dieses Buches im Rahmen der
3. Internationalen DERIVE- und TI-92 Konferenz, Juli 1998, in Gettysburg gehalten haben, war unser
Freund David Bowers aus Ipswich. Im August erhielt Josef Bohm einen Brief von David, der, angeregt
vom ,,schénen” Namen ,,Pulcherrima” — ,.die Schonste”— sich ndher mit dieser numerischen Methode
befasste. Die Autoren danken David fiir die Erlaubnis, seine ,,revision notes” hier aufnehmen zu kénnen
und hoffen, damit vielen Lesern eine interessante Idee zu vermitteln.

Die Methode ,,Pulcherrima” erinnert mich an diec Quadratur-Formel von Newton-Cotes,
die ich vor vielen Jahren kennengelernt habe:

b
Der Anfang ist wohl bekannt. Um das Integral / = [ f(x)dx zu berechnen wird der Inte-

a

b-a

grationsbereich in # gleiche Streifen der Breite 4 = geteilt.

n

Daher giltxp=aund x, =xo+tkhmitk=1,2, .., n.

Nun wird f{x) durch das Lagrange-Interpolationspolynom approximiert:

D 1(x) -y mit ;. = f(x;) und
k=0

(r = xg) (¥ =) (¥ = X)) (0 = Xpy) - (x =%, ) Hu

Iy (x)= =
(xp —xg) (xp = x7) - (xp = xpy) (X = Xpgq) (X — X, ) i=0 X —X;
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Damit ergibt sich fiir das Intergral /

1= [ 300 vy dx = Z(flux)dx] Yio= D Agyy mit 4 = [I(x)dy
Xo k=0 Xo

x k=0 k=0

Dies ist bekannt unter dem Namen
»(nt1)-Punkte-Quadratur-Formel von Newton-Cotes”.

Spezialfille ergeben sich fiir n =1, 2, 3, etc.

Der Fall fiirn =1

A, = [L(x)dr ; k=0,1

Xo

A1 gebralcale D{P:EPTPPFQSNIDTEIe:-Eﬁ Llpﬁ Die beiden Werte 4 o und 4 | ergeben sich leicht
mit dem TI-92.

®1[ w—-wd b
. — dx | =l ==0+h = . . . .
J :'i'[ <t xﬂi] i (Die hindische Rechnung stellt eine gute Mani-
o= - —_ . . . .
' J xEl[ 21—l ]dx | %1=x0+h Z| pulationsiibung mit einem einfachen Integral fiir

.
IO Ca—20D Coed —2BD 3 20, 3 xl die Schiiler dar!)

INTEG EAD AUTO FUME /30

Daher ergibt sich nach Einsetzen in die Quadraturformel:

h h
I = =y,

h . .
5 + B = —(y0 + yl) . Und darin erkennt man die Trapezregel.

2

Der Fall fiir n = 2:
....... fihrt zur Simpsonregel. Der Nachweis bleibe dem Leser iiberlassen.

Der Fall fiir n=3:

1™ Fzr Far Fyr F& Far
* §$=—|Algebra[Calc|[0ther|Prgnl0|Clean Up
Bl +h+xl @ x0+2-h+x2 & =0+3-h+x3

3oht w0 e X X oxs

_[xs[ [ = 3e1) (= 22 (3 = %3) ]dx Ik

- : - : Z =]
:g (40 = x1): (@ = x2) {x - 3] Der TI-92 iibernimmt wieder
. [ = wl@) -z = =20 [x — x3) R .
[xﬂ[(ﬂ ) (3l = 2] [l - x3j]d>< —g | das Integrieren der 4;!
M o = [ = sl e = -}
_ v _ I _ Xy
T tAS S ANILS S INAA SR OB 4, = [L () dv 5 k=0,1,23

Xo
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Pl {_ngebpa ,:al,: 01 o Pr-..ngD Elean Up Und es ergibt sich fiir die Approximation des
T Ukk = T =LA
(x - ><EI) (% - x2)-( - 3) \ an Integrals:
winl [xl = =@)-[xl — %21 -[x1 - x3) " ]
J‘ [ [ = =)= - x1)-(x - %30 ] 9-h| 34
wil | (#2 = @) [32 — x1)-[%2 - x3) 2 I ~ _(y0+3y1 +3y2+y3)
o (B[ e = el (e = )0 — 2] P Ih 8
w3 — ] [ —wl) (s = w2] | =]
x2)/((xS—xB)*(xE—xi)*(x3—x2)

INTEG ERD AUTO FUME 7730

Das ist Deine ,,Pulcherrima”. Bei uns in England heift sie manchmal ,,Three-eights Rule” -
die ,,Drei-Achtel-Regel”.

Zusammenfassung der Newton-Cotes-Regel

n=1 g(yo + yl) Ordnung des Fehlers /’
n=2 g(J’O +4y, +J/2) a
n=3 %(J’o +3y; +3y; +33) n
n=4 %(7y0+32y1+12y2+32y3+7y4) h
n=>5 283 —— (1990 + 75, + 50y, + 505 + 75y, +19y5) W
n==6 %(41)/0 + 216y, + 27y, +272y; + 27y, +216y5+41y6) »

Beachte, dass gilt: ZAk = n h = Integrationsintervall.
k=0

Und schlieB3lich noch ...

Weddle’s Regel ist eine heuristische Approximation der 7-Punkt-Newton-Cotes-Regel, die
von den Ingenieuren in den Pri-Taschenrechnerzeiten fiir hidndische Berechnungen verwen-

det wurde. Und das wohl wegen der angenehmen Koeffizienten

3h
I = E()’o +5J/1+)’2+6y3+J’4+5y5+y6)~
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Eine allerletzte Bemerkung:

Leider ist die Programmierung der Formeln fiir den allgemeinen Fall der Lagrange-Interpola-
tion wegen des ,,fehlenden” Faktors zwischen (x; — x;.1) und (x; — x;+1) im Nenner schwierig.
Wenn aber, wie hier, die Stiitzpunkte gleiche Abstidnde haben, ist es eine reizvolle Aufgabe
zu zeigen, dass der Nenner des Lagrange Polynoms fiir die n-Punkt-Formel durch den fol-
genden Term gegeben ist:

(n—=D"F k1n"
Daher konnen alle /; erzeugt werden als

das Produkt aller (x —x;) fiir i = 0 bis », dividiert durch (x — x;) und auf3er-

dem dividiert durch den obigen Ausdruck.

Ich schliefe die DERIVE-Datei PULCH.MTH an, die die genannten Koeffizienten erzeugt.
Meine ,,Bibel” fiir Probleme der numerischen Analysis ist immer wieder ,,Introduction to

Numerical Analysis” von Carl-Erik Froberg.

David Bowers

Gemil} den Absichten dieses Buches haben die Autoren die DERIVE - Datei buchstiblich in
die TI-92-Syntax iibertragen. (Nur der VECTOR-Befehl aus DERIVE wurde in den seq()
Befehl des TI-92 ,,iibersetzt”.)

i i HERS ks [ £ 1 Fzr Far Fyr FE Far
- E Figgdsea |l sl (B [Pram IO s E.E;eﬁ vﬂ Algebra|Calc|Other [PramI0|Clean Up
Bl + ik xhii) Dok wi +n-h
" .‘q[IxD p(x,k,n)dx,k,El,n]->kDE-FF(n)
_]'[EI(t - xhi i) , Doke
. 1= S pit - {S-h 9-h  2-h 3-h}
= : koef i3 =1 1 0 =27
[t = bk (r - k1107 T Ko g oeffis) ] ] ] ]
L {aT=0 0 A
“0+ -k S2S7-h 25835k 343-h 20923h
- seq” a Pl ko mids, k. @, n] + koef ik 1rzan 1rzen 2] 17za0
WwECTI Nk ¥k* ¥h ndplt k. n>
INTEG DEG AUTO FUMC 4/ F INTEG DEG AUTO FUHC E/20
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