Traditionelle Mathematik und CAS
CAS-Aufgaben von Llorens Fuster

(Version vom 7.2.2008)

Aus den frithen 90er Jahren stammt eine Aufgabensammlung des spanischen Hochschulleh-
rers Llorens Fuster, der sich sehr friith mit dem Einsatz von CAS (Derive) beschiftigt hat.

Diese Sammlung ist mir nun wieder in die Hinde gefallen und ich dachte, dass es reizvoll sein
konnte, die damaligen Aufgaben einerseits mit den heutigen Versionen von Derive, aber auch
TI-92/Voyage 200 und TI-Nspire-CAS zu behandeln, aber andererseits in Erinnerung zu ru-
fen, wie man diese Aufgaben ohne CAS — also ,traditionell* bearbeiten kdnnte, wobei ich da
das CAS wenn iiberhaupt nur als Rechenkriicke bzw. Rechenkontrolle einsetze.

Ein Teil der Aufgaben gehen iiber den Mittelschulstoff hinaus, sind aber noch keine ,,hohe*
Mathematik. Ich hoffe, dass es fiir den Leser bzw. die Leserin auch ein Anreiz sein kann, sich
an die eigene Hochschulmathematik zu erinnern.

Einige Aufgaben konnte ich nicht 16sen, bei einigen gibt es sicherlich auch noch andere Mog-
lichkeiten. Daher verstehe ich diese Sammlung auch als eine Diskussionsbasis und wiirde
mich freuen, Beitrdge dazu zu erhalten. Es gibt keinerlei Beschrankung auf bestimmte Com-

puter Algebra Systeme, alles ist willkommen.

Die Sammlung wird sténdig erweitert. Die letzten paar Aufgaben lasse ich bewusst offen, um
auch Thnen die Gelegenheit zu geben, ein wenig zu ,,rechnen®.

Uber Riickmeldungen wiirde ich mich sehr freuen.

Thr
Josef Bohm

nojo.boehm@pgv.at



1 Berechne lim "*4/3-6-9...3n
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Uberlegung:
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Durchfiihrung mit Derive:

n n
#1: M 3k =3 «n!
=1

2
#2:

2z
nftn + 13
#4 Tam 3 =hill
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#3: [1.7320%, 1.78260, 1.66322, 1.56117, 1.48498, 1.4275%6, 1.38307, 1.24754, 1. 31876, 1.29475]

Durchfiihrung mit dem TI-Nspire
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Bestimme die Summe der Reihe i + lz + E +

23

Alle CAS geben sofort das Ergebnis aus.

I’Fi T Fer Trsv]’ ruvT 3 T FE™ T]
vﬂ Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up

Lof4k-1 -
.k%[T] e
Zeak—13>-2°k k. 1.n>
AN FAD EXACT FUHC 1/Z0
Uberlegung:

i4k_l=4ik-2"‘—i2"‘ (1)
2k k=1 k=1

k=1

ZZ*" ist eine geom. Reihe mit der Summe 1-27".
k=1

Dk2t=2"42.2743.27+ 402"

k=1
Die Summe wird in Teilsummen zerlegt.
2T 422427+ 42" =12
27427+ L +2"=2" 2"
27442 =070

Wenn die Summe der rechten Seiten gebildet wird, ist zundchst wieder die Summe ei-
ner geometrischen Reihe zu bilden und von ihr n - 2™ abzuziehen. Daher ergibt sich
fiir diese Summe:

2(1-2")-n-2"".

Alles wird nach (1) zusammengefasst:
4-(2(1-27")=n-27")=(1-27")=8-8-2" —4n-2" ~1+2" =
=7-7-2"—4n-27".



3 Berechne lim( ! —Lj

2 2
=0\simn"x x

Ein CAS ist gleich damit fertig.

1 1 1
Tam = =S ——
=0 2 2 3
SIMCxD X

Leider gibt die Stepwise Simplification keine Auskunft {iber die Berchnungsweise die-
ses Grenzwerts

Aber wie kommt man drauf? Die unbestimmte Form oo — oo ldsst sich moglicherweise
mit der Regel von I’Hospital berechnen!

2 2
¥ — SIN(xD
#1: e ———
2 2
¥ «SINCxD
d 2 2
— {x - SIM(x) D
dx ¥ — SINCx)COS(xD
#2: =
d P P ®eSINCx )« (%0050 + SINCxDD
— {x «SIN{xD D
dx
d z2 z2
— (% - SIN(x) 3
o
#3 SUBST %, D=7
d z2 z2
— (% «SINCxD) D
o

Der Ausdruck wird komplizierter, wie sieht es nach zweimaligem Differenzieren aus?

d N2 2 2
[——] (2 — SIN{=D D z
o 2SIN(xD
#4 =
d 2 2 2 2 2 2 2
[——] (2 «SIN(xD O 2o oC0S(xY 4+ 4exsSIN()COS(x) + SIM(x) - =
o
d ™2 z2 z2
{——J {x — SINCxD D
dx
#5: SUBST L%, 01 ="
d 2 z2 z2
{——J (% «SIM{x) O
i

Wenig Chancen, oder fiihrt Beharrlichkeit doch zum Ziel?



d Mk 2 p
{—] % — SIM{x) )

i
#A: TAELE| SUBST cox, 0]k, 1, 5
dk 2 2
e % «SIMx) 3
i
PR
2 7
3 7
#7:
1
4 —
3
L 5 F

Die Tabelle zeigt, dass nach viermaligem Differenzieren von Zéhler und Nenner der
Grenzwert gebildet werden kann und sich der erwartete Wert einstellt.

Mit dem TI-92/Voyage/Nspire ist die ,,halbautomatische* Berechnung besonders ele-
gant, da der ans(1)-Operator gemeinsam mit dem |-Operator erfolgreich eingesetzt
werden kann:

= fa|i155bralcais [other [Pramiolclean Up - = {— Alosbra|cals|other|Pramiolciesn Up]
[( it :,j 2] TLZ SIS A COSL AT T
- X
L S o {2 (cos000® - 1] ,
(=imgxD) xZ 2] (=imx=)) 2 (%2 -3 (cost))2 + 8% 2int - cos(x) —
[getN [ (21nG0)? - x ]] . '[2-(505(}:))2—1] "
(51h(x)j 2-[3{2—3]-(505(;{))2+8-x-51n(><)-cns(x)—
[ fr inf ﬂz 2m 1-3
ans(i)lx—ﬂ s(i)lx=EI
AN RAD EXACT FUMC 2/Z0 MAIN FEAD EXACT FUMC B/30

Tipp: Die Anweisung d(getNum(ans(1)),x)/d(getDenom(ans(1)),x) kann mit 2+C
kopiert und dann mit %+V immer wieder in die Eingabzeile eingefiigt werden.



Ein ,,wichtiger Politiker mit einer Kdrpergrofe von 1,60m lésst sich ein Denkmal
errichten, auf dem er auf einer Siule von 11,80m in doppelter Krpergrofle dargestellt
wird. Durch einen Militdrputsch kommt ein neuer ,,starker” Mann an die Macht, der
1,80m misst. In welcher Entfernung von der Statue sieht dieser seinen Vorgédnger un-
ter dem grofliten Winkel? Vereinfachend wird die Augenhdhe mit der Korpergrofie
gleich gesetzt.

Hier handelt es sich um eine bekannte einfache Extremwertaufgabe in einer anderen
Einkleidung.

Der Sehwinkel ist die Differenz der beiden Winkel o und o, fiir die gilt:

13,2 10
tang, =—— und tana, =—.
x x

a1—on = Minimum!

d 1.2 10
#1: SOLUTIONS| — | ATAN — ATAN =0, =
dx ¥ ¥

#2: [2.033, - 2,33 x, -]

#3: [11.48912529, -11.48912529, =, -=]

Nur x = 11,49 m ist eine sinnvolle Losung.



Bestimme die Entwicklung in eine Potenzreihe mit Angabe des Konvergenzradius fiir
die Funktion

() =In [EX
1—-x

|f1 T Fr ‘l’rsTru Trs F& T]
- E ngevbr*a Calvc. Dth:':-r‘ F'r‘gmID‘I’Clr:-ar'nv g

L] Laglor‘[ln[ 1 t:], H, lEl]

El T 5 3
x b x b
B

L lopCln IO+ 01— D) 2 10D
FaIN FAD ERACT FUMC i/

Der Funktionsterm ldsst sich umschreiben in % (In(1+x) —In(1-x)). (1)

Die ersten Glieder der Taylorentwicklung fiir In(1 + x) lauten:

1 1, 1.2 5 123, (=1 X
ln(1)+ﬁx——x + ——xto=)

—X
2! 3! 41 ~ i

nor NNk K VK Lk
Weiters gilt dann fiir In(1 — x): Z( D k( x) :Z( D ](C D) x :
k=1 k=1

Eingesetzt in (1) und vereinfacht fiihrt dies zu

l n (D (= (< 1) x)
H[

k=1

Fiir gerade k verschwinden die Terme und es bleiben nur die Terme mit ungeraden k
iibrig — und diese sind natiirlich positiv:

1 n x2k71+x2k71) n x2k71
5;( 2%k -1 J:k=1[2k—l}

11 9 ¥ 5 3
1+ x b X b X b
#1: TA\"LOR[LN[J{ JJ. X, 12] = + + + + +ox
1 - = 11 9 7 5 3
2k -1 11 9 7 5 3
G ® ® ® ® ® ®
#2: x = + + + + +
k=1 2.k -1 11 9 ¥ 5 3

Sowohl das Quotienten- als auch das Wurzelkriterium liefert fiir den Konvergenzradi-
us den Wert 1:

1
#3: alky = ———
2k -1
alk)
#4: Tm —m8 —— =1
ksw alk + 10
1
Tm —— =1
#5: ks 1/k



6

Berechnen Sie die Fliche zwischen der x-Achse und der Agnesikurve
8a’

x? +4d?

Ein Grundintegral ist f " & _ atan(x).

> =
X

Es wird umgeformt und Integration durch Substitution durchgefiihrt:

X = ; z=—; dz=——>dx=2adz

x> +4d? e 2+1 ’ 2a 2a
2a

3
jM =4q’ atan(z) = 4a’ atan (%)

f 8a’ 8a’ dx X dx

4a® (2> +1) a

0 3 Y 3
J%dx:2-limj%dx:2 lim| 44” atan| —— —4a’ atan (0) 7 | =
x’ +4a wse | x* +4a uo 2a
0

—00

:2~4a2-%:4a2ﬂ

Eva 2
#1: — dx = d.mea SIGHIED
2 2

—io0



Interessant ist die schrittweise Durchfiihrung mit DERIVE:

[o1]
3
8-.a
#1: _ dx
2 2
X + 4.a
—00
If F(x)=F(-x),
a F
[ F(x) dx — 2-f F(x) dx
-a 0
3
8-a
#2: 2- _ dx
2 2
X + 4.a
0
b b
[ a-F(x) dx —» a-] F(x) dx
a a
3 1
16.a - _ dx
#3: 2 2
X + 4.a
0
If axb>0 and n>1,
[o1]
1 i
—_—— dx >
n i b Y(h - 1)/n
a-x + b n-a:SIN| — || —
0 n a
3
16.m-a -SIGN(a)
#4: 14
2:2-a-SIN| —
2
m
SINN— | > 1
2
3
16.m-a -SIGN(a)
#5:
4.a
2
#6: 4.m-a -SIGN(a)
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2
7 Berechne j 1-cosx

0

dx.

2+sinx

Das CAS antwortet:

I’Fi T Fer Trsv]’ ruvT 3 T FE™ T]
vﬂ Algebra|Calc|Other|Prgmld|Clean Up

miZ
1 - CO5(x) NETT | 3 i
J _  dx = = LN[—] _[3[1-.;._35@]“

2+ SINCxD 9 gl Z+=ini
0 {2 1n(3 -9 1ni2 - n-[3)
El
L_cua(x}}/(2+31n(x}},x 0,.n-2%
FAIN

EAD EXACT FUHC 1/Z0

Héndische Berechnung:

l-cosx —cosx N I
2+4sinx  2+sinx 2+sinx’
—Ccos X .
Der erste Summand :J —dx =—In(2 +sin x)
2+sinx

Fiir das zweite Teilintegral findet man in der Integraltafel:

d btan ¥ 4 ¢
. = atan| ——2 | fir b >c?.
b+csin(ax)  gp? —¢? b —c?

Hier ist b=2 und a = ¢ = 1, daher:

2tan£+1 )

JL—iatan 2 ——atan(i(2tan£+l)j
2+sinx \/3 \/5 \/5 \/5 2

Nun wird zusammengefasst und die Grenzen werden eingesetzt:

s

fl cosx _2 atan 1 (2tan£+1J —In(2 +sinx
2+smx 3 \/5 2

27r\/§ ”\/_ N3 3
- 5 —In3-

N3 g |2 Y3 3
9

z
2

0

2



Die Funktion f(x,y,z,t)=(x,2x,x,x+ay) sei ein Endomorphismus (ein linearer
Operator) von R* — R*.

Fiir welche reellen Werte fiir a ist die Gleichung diagonalisierbar? Bestimme fiir diese
Werte die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren.



Das folgende Gleichungssystem beinhaltet den Parameter a. Diskutiere die Losungen
des Systems in Abhédngigkeit vom Parameter.

(a-Dx+(a-2)y+z=a
ax+az=a

(a+)x+y+z=a
#1: SOLUTIONS([(a - 1)k + (a -2}y +2=a, asx +arzz=a, la+lix+vy+2z=al [z v 2zl
1 2 1
o fror o]
a- 2 a- 2 a- 2

DERIVE gibt nur eine unvollstdndige Antwort. Es ldsst sich nur herauslesen, dass
a # 2 sein muss.

Die Bestimmung der Grobnerbasis hilft da deutlich weiter:

GROEBMER_BASIS([({a - 1)wx + {a - 2)ww + 2 - a2, arx + arz2 —a, (a+ 1) vx+v +2z-a]l, [z, v, 2z, al)

|: 3 2 2 2 2 ]
z:{(a -3a +2a)-a +a, y-2{a -2a+2)+a, x+2z:{a -3a+3)-a

3 Z s
z:{a — 33 +2va)-a +a=20

Aus dem ersten Term lasst sich ein z nur berechnen, wenn a # 2. Fira=0und a =1
verschwindet der erste Term, damit sind x und y von z abhéngig.

Fira=0:x=¢y=-2t/3und z=-#/3
Fira=1l:x=s5,y=-5,z=1-5.

SOLUTIONSCIE-10 % + =20y + 2 = 0, (+1)vx + v + 2 = 0], [=, ¥, 2]

o222

SOLUTIONSCIEL — 13sx + 01 - 23wy + 2 =1, x +2=1, {1+ 1)x +v +2=1], [x, v, 2]}

[[@2, -@2, 1 - @2]]

Aus der Grobnerbasis ergibt sich fira=0: x=-3t,y=2t,z=1t
und flira=1l:x=1-s,y=s—-1,z=s5.

Die CAS-Rechner sind etwas penibler T A1 stra ot |0t Fer [FramI0|C1 e Up

in der Ausgabe:

Der allgemeine Fall und der Fall a =0

werden in der Losung berticksichtigt.

meoluela-11-x+(a-2)-u+z=23 and a-x -}
a-3 2 1

H=EoT= and 4=oTo and z=g=Z or ¥

. and w=2¥%¥@1 and =z=01 and a=0)

HMAlN EAD EXACT FUHC 1/%0




10 Bestimme die n-te Potenz der Matrix:

p L1

n n
0 1 0
0 0 I

Die ersten flinf Potenzen werden gebildet:

1 1
1 — @ —
n n
#1: m =
o 1 0
o 0 1
k
#2: VECTORCm |, k, 52
1 1 2 2 3 3 4 4 5
1 —_— 1 1 — — 1 —_— 1
n n n N N il il n n
#3
o1 0 o1 a a1 0 o 1 0 o1
0 0 1 o o a 1 a a 1 0 0 1 0 0

Daher lasst sich vermuten, dass

L1

non [111]

01 0|=[01 0f
0 0 1

0 0 1

DERIVE gibt eine falsche Antwort, da die Potenz der Matrix allgemein nicht richtig
behandelt wird:



Versuche eines Beweises iiber die vollstdndige Induktion:
Annahme:

1n—l n—1
n n

m"l=lo 1 o0

0 0 1
1n— n—1 111

0 1 0 01 0[=(0 1 0|=m" qued
0 0 1

0 0 1 0 0 1




. a . a . a
l-sin—=+2-sin—+++-+n-Sin —

Vi V2 Jn
Jn

11 Berechne lim

n—>0

Um zu einer Vermutung zu gelangen lassen wir ein CAS fiir a = 1 bis 10 die Summe

der ersten 10 000 bzw. 20 000 Summanden bilden.

TABLE|  Tim , a1, 10
n-10000 342
ul
n a
T k-SIN[————]
k=1 Jk
TABLE|  Tim ,a, 1, 10
n-20000 3/2

1 0.6666833857

2 1.3232168850

3 1.999260650

4 2.664766501

5 3.329497618

6  3.99326E15&

¢ 4.655854854

31719V 289

g  5.97699&205

L 10 6.6351242E1

1 0.6666750200
2 1.333250773
3 1.999628772
4 2.665711749
5 3.331403685
6 3.996609505
7 4.661235462
& 5.325l8&822

9 5.988376002

L 10 6.650708230

. 2a .
Die Vermutung lautet, dass der Grenzwert den Wert 3 annimmt.

Beweis:

In den Losungen ist der Grenzwert mit 2?61 angegeben!




12

Fiir welche Werte fiir a, b und ¢ existiert die Summe, und welchen Wert hat diese
dann:

ian4+(b—2)n3+(c+l)n2+n+l
= (n-)nn+2)

Es werden die Summen von 2 bis u gebildet und dann der Grenzwert berechnet. Dabei
treten vorerst merkwiirdige Symbole wie y und y auf. Der Zdhlergrad ist auBBerdem
viel zu groB.

Der Reihe nach setzen wir a =0, b =2 und ¢ = -1 und lassen im Zahler des Folgen-
terms die Glieder 2. bis 4. Ordnung verschwinden. Dann ldsst sich die Summe bilden:

4 3 2
an +tb-23mn +{c+10n +n+1

finl

- 1) n + 20

u
Tim ¥ F{n) = «=.SIGN{a)

U= N=2

3 P
b -—2)n +{c+13n +n+1
f1ind =

n—1)n{n + 27

L
Tim & flin) = «=.5IGHN(b — 20
U= M=2

u
T ¥ f2(n) = «:SIGN{c + 1D

L=w n=2
n+1
filnd =
n - 1)nn + 23
3 Z
u 290 + 5l.u - 32.u - 48
¥ falnd =
=2 A6aus U 4+ 10 u + 20
u 29
Tm ¥ f2in) = —
L= N=2 i

Die schrittweise Durchfithrung der Berechnung der Summen ist sehr aufschlussreich,
wie ein CAS die Summe iiber die ,,Antidifferenzen® bildet.



13 Berechne:

1

. [ ( ”jjsinx
lim| tan| x+— .
x—0 4

T YLSSIMNCxD z
#1: Tim TAN|x + — - e

x=0 4

lim (tan
x=0

Der Grenzwert ist eine unbestimmte Form 1”. Der Ausdruck wird umgeschrieben und
dann die Regel von I’Hospital versucht.
lim £ =lime"/*¢ = ™"/

1

. T sinx ) ln(tan(:r +7/4)) Jim ln(tan(?c+;r/ 4))
hm tan| x + Z = hm e sinx — e.’HO sinx

pare) 550
1
2
i ln(tanizcn-; 7/4) _ ( % j i tan(x + 7z / 4C)O§<;s (x+7/4) _
=lim | =2

x>0 cosx-sin(x+7/4)-cos(x+/4)

Daher nimmt der Grenzwert den Wert ¢ an.
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Berechne die Fliache des flichengroBten gleichschenkeligen Dreiecks, dessen Scheitel
im Punkt (a,0) liegt und dessen Basis eine senkrechte Sehne der Parabel y* = 2px ist.

Extremwertaufgabe:

Die Basis werde an der Stelle x = xj gelegt, dann hat das Dreieck die Hohe a — xp und
die Basis 2-4/2px,.

A(x0) = /2 px,(a—x,) = max

#1: w0 =
d
#2: ((a - x0)+f(2px0)) = 0
d =0
J2:(a = 3.x0) . f(pxD)
#3: =0
Sxl
[ J2:0a — 3.x0) 4 (pex0) ]
#4.  SOLWE =0, =0
ERN]
=1
#5: 0 = —
3

a 2. f6-axflap)
#6: SUBST[{a — x0).f(2.p.x0), %0, —J

3 9

Ich habe — erst fiir Derive und spiter auch fiir den Nspire ein Programm geschrieben,
das die iiblichen Extremwertaufgaben automatisch 16st, wenn Hauptbedingung, Ne-
benbedingung und die Variablen (zwei) eingegeben werden. Die Art des Extremwerts
lasst bei der allgemeinen Angabe nicht bestimmen.

extrem((Z.p-x)-h, h = a - %, h, %I

h x QptTmurm
2.a  a  2.48.a-f(a-p) Jla-p)
— IF < 0, Tokales Mintmum,
3 o ) a
eml 2 px0-h2 h=a-x0.x0,1)
extrem\2=prx0h= h=a—x0,x0,h
x0 k& "Optimum"
a za  sap
3 3 27
a O 0
Fertig
exfr‘em(,f2'p'x0'hjh=a—x01xojr)
x0 k "Optimum"
a 2a 2'a'conj(,|'a'p)'Jg
3 3 9
Ferig




Entwickle die Funktion y = In(1+3x) in eine Potenzreihe und gib ihren Konvergenzra-
dius an.

Wende diese Reihenentwicklung an zur Gewinnung einer Potenzreihe fiir

1-3x

f(x)=In 1+ 3x

Zuerst wird die ,,traditionelle” Vorgangsweise versucht.

o £(n)
Potenzreihe: E)% X",
fO =1In(1+3x)
f1=3.(14+3x))
fr=-3.(143x)2
=23 (14307
F®) =_3.2.3+.(143x)

00 = (<1 (=130 (1430

£ (x = 0) = (=11 - (n—1)1- 3

. . 2 (=D - (n=1)1-3n 2 (=1)ntl.3n
daher lautet die Potenzreihe: ' =Dmt-(n=Dr3 Z()— - X"
n! n
n=0 n=1
Das lassen wir uns gerne von einem CAS bestitigen:
TAYLORCLMEL + 3.x), =, 0O, 73
v 5 5 < i
218V x 243 % 243 % Bl 3 Gix
- + - + 9.x - + 3.
7 2 5 < 2
n n+1 n
¥ 3.0-1) "M
z
n=1 n
v 5 5 4 2
218V % 243 % 243 % Elx 3 9.x
- + - + S - + 3%
7 2 5 4 2
. : 5 1 5 an+1
Fiir den Konvergenzradius gilt: — = lim -2
R n—wo| q,

—1)ynt+l .3n .
Daher R =lim |( -3 (n + 1)| — 1 Dazu sollte man keinen Rechner benotigen!
naco| n-3n+l. (—1)"+2 | 3

Fiir den zweiten Teil der Aufgabe wird die Funktion umgeschrieben



f(x)= ln‘/% K gz = 1 (In(1-3x) - In(1+ 3x))

Die Potenzreihe flir den ersten Summanden erhalten wir aus der schon gewonnenen,
indem +3 konsequent durch -3 ersetzt wird:

) (_1)n+1.3n o o (_1)n+1.(_3)n Cn 0 (_1)3n .
”Z:‘f - x e;—n x _;—n X"

TAYLORCLMCL - 3.x3, =, 0, 77

v 5 g 4 s
Z1E7 % 243 .% 243 % 8l.x 3 9.u
- - - - - 9. - - 3.x
7 2 g 4 2
non
v EI
T o
n=1 1l
v 5 g 4 s
Z1E7 % 243 .% 243 % 8l.x 3 9.u
- - - - - 9. - - 3.x
7 2 g 4 2

Nun werden die Reihen zusammengefasst:

l( s D3 w.xn}% 5 (D3 -yl
n=1

2 n n n

n=1 n=1
B G R L oV G LR G| B e G ) B

n=1 2n n=1 2n

Der Term (1— (—1)") verschwindet fiir gerade » und nimmt fiir ungerade n den Wert 2
an. Daher ldsst sich in der Summe durch 2 kiirzen und wir brauchen nur die ungeraden
Terme zu beriicksichtigen:

o0 3y2n-1

2n-1

n=1

Das CAS bestitigt die handische Rechnung:

I‘Fi T Fev Trsv]’ i T FE T FE™ ]’ ] |’F1 ]’ Fev Trsv]’ i ]’ FE T 5 T ]
TE Algebra|Calc|Other|PrgmlId|Clean Up - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
T, T 7

L I S
L taulm‘[lh[ i], Ha lEl]

7 5
1+3x -218?-x9—218;'x —2435"* -9t -3x
T "
 TI TRV R =Tk SRS, X Ak SR S S 5 CaZen-1
7 5 .- |3
--%[(3-:&)2'”_1] n=1> 2n-l
n=th 2Nl PIET x° _ 2430

. - -2187 %7 - < = —9 o Few
“ECCHx M E2n12/%2n12,.n.1,.5> TECCIx M 2n—12/¢2n—12,.n.1,.5)

HMAIN KAD EXACT FUNC 289/50 HMAIN FAD ERACT FUMC 29./30




16 Berechne die Fldche, die vom Graph von y2x* = (4a? — x%)(8a2 + x%)? und den Gera-
den x = a und x = 2a gebildet wird.

Man gelangt rasch zu einer graphischen Darstellung der Kurve und der gewtiinschten Flédche.
Mit einem Schieberegler fiir a ldsst sich das einfach realisieren:

2 4 2 2 2 22
yoox = (da —x 182 +ux )
¥ = a
%= 2.2
2 4 2 2 2 22
SOLVEDY »x = (dva — x D:(8a +x ), v
2 2 2 2 2 2 2 2
(¢ + 8ea 0ofldea - x D (x + 8 )ofldia - x )
¥y == TS
2 z2
e e
2 2 2 2 2 2 2 2
(% + 82 Jefldia —x D (% + 82 2 fldea - x )
3 € ® < 21aan - ¥ =
2 2
b ®

30 -

25

20 -

L~

20 -

-75 -

=20 -

—35 .

I‘Fi T FE™ Trsv]’ i T FE T FE™
TE Algebra|Calc|Other|PrgmId|Clean Llpm

Die gesuchte Flache erhalten wir {iber das

Integral: r'a[[xz,,g_az]_ 42222
nz.

dx

2

a =

a-lal-[15-J3 -4 1)

20CCx"2+8a"2 2w (da"2—n 22 2.

HMAIN KAD EXACT FUNC 1/50




Nun wird versucht, das Integral auch ohne CAS zu berechnen.

2 2\./ 2 _ 42 / —
Der Integrand wird zerlegt in j (x* +8a ))Cz 4a’ — x dx = _[ v4a? — x?dx + j&ﬂt#dx .

Wir kiimmern uns um das erste Integral und fiihren eine geeignete Substitution durch.

J-\/4a2—x2dx x =2asint; dx = 2acost

J-\/ 4a* —4a*sin? t - 2acost dt = 4a? J. cos? ¢ dt (mit Hilfe partieller Integration!)
in 2¢ : .
4a2(é + sn; ) =2a’t + a® sin2t = 2a*t + a* 2sintcost =
=2a’t + 2a* sint V1 —sin* ¢ mit sinf = ZL
a

2 2
. X X X . x  2a*x
=2a%sin!' =+ 2q% =, [1-=— =2a%sin"' =—=— + === \4q? — x* =

2a 2a 4q? 2a  4a?
=2a? Sinfli +£ 4q? — x2
2a
2 2
Kontrolle mit CAS: J(4.az ~ xzj . 2-a2-ASIN[ X J \ o fldia - x D
2.4l 2

Beim zweiten Teilintegral fiihrt die gleiche Substitution zu

cos?

J.cotzta’tz—cott—t=—
sint

—t und dann leicht zum Endergebnis.



17 Berechne J'x/tan3 x sect xdx = J Vtan X d
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Ein Endomorphismus (linearer Operator) sei verkniipft mit der Matrix

1 a1
0 2 b].
0 01

Fiir welche Relation zwischen den reellen Parametern @ und b kann die Matrix diago-
nalisiert werden?

Bestimme fiir diesen Fall die Basis der Eigenvektoren.
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Das folgende Gleichungssystem hingt von der Variablen a ab:

(a+D)x+y+z=a?+3a
x+(a+)y+z=a’+3a>
x+y+(a+1)z=a*+3a’

Diskutiere die Losbarkeit des Systems in Abhdngigkeit von a.
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Berechne



