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Von Euler-Cauchy zu Runge-K utta

Themenbereich

Numerik, Analysis

Inhalte Ziele
» Euler-Cauchy-Verfahren » Wichtige Verfahren zur numerischen In-
» Halbschritt-Verfahren tegration kennenlernen.
* Runge-Kutta-Verfahren » Entwicklung von Algorithmen zur numeri-
» Umsetzung numerischer Integrationsverfah- schen Integration.
ren mit dem T192. * Vergleich der Genauigkeit der einzelnen
Verfahren.

Adressaten:

An zwei Beispielen (einer quadratischen Funktion und eines Erwérmungsvorganges) sollen ver-
schiedene haufig gebrauchte Verfahren zur numerischen Integration entwickelt werden. Dabel
sollen die Schuler (in erster Linie wohl Wahlpflicht-Schiller aus Mathematik) bzw. Schiller des
Realgymnasiums der 11. und 12.Jahrgangsstufe (bei der Behandlung von Wachstumsprozessen,
beim Thema Systemdynamik oder bei einer genaueren Betrachtung der numerischen Integration)
erkennen, dass die Gute des numerischen Verfahrens tber die Qualitét der Integration (bei numeri-
scher Integration) entscheidet.

1. Euler-Cauchy-Verfahren

Ist die Anderungsrater (der , Zuwachs" ) einer GroRey bekannt, so 143t sich der ungefahre Verlauf von
y ermitteln. Die Funktion r(t) steuert dabel unseren , Zeichenstift“. Die folgende Abbildung soll diese
| dee verdeutlichen:
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Abbildung 1: Aus (kleinen) Steigungsdreiecken entsteht die
urspringliche Funktion
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Die Umsetzung mit dem T1-92 ist gar nicht schwierig: (01 oot e |t her [PronTo|c1ear: a—z. |

»  Wir definieren zuerst die Funktion r(t)
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Da diese Definitionen doch etwas mithsam sind und auch kaum ausbaubar (fUr andere numerische
Verfahren), empfiehlt es sich, ein kleines Programm zu schreiben. Dieses Programm bentitzt eine
Hilfsfunktion, die den Aufbau der Folge im y-Editor (Sequence-Mode) bewerkstelligt.

Hilfsfunktion (EUler-CAuchy mit einer BestandsgroRe):
eucal(t,y,,,t)
Func
y+ratel*,,t
EndFunc
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Programm:

ec(

Prgm
tO»uil:yO»ui2
ul(n-1)+,,t»ul(n)

eucal(ul(n-1),u2(n-1),,,t)»u2(n)

EndPrgm

Im Home-Screen ist dann nur mehr folgendes zu definieren

3.(t-2).(t-4) » ratel
1 » t0
-2 » y0
0.1 » At

Damit kénnen wir nun auch bequem Systeme mit einer Zusstandsgréfde simulieren.

Beispiel 1: Ein Getrank wird aus dem Kihlschrank genommen. Zu Beginn hat es eine Temperatur von
6°C. Die Umgebung habe eine Temperatur von 20°C. Pro Minute nimmt die Temperatur um 30% der
Differenz zwischen Umgebungstemperatur und Fllssigkeitstemperatur zu.

Wir wollen uns ansehen wie der Erwarmungsvorgang ablauft.
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2. Improved-Euler-Cauchy-Verfahren (Verfahrenvon Heun, Halbschrittver fahren)

Verwendenwir als Steigung fir das Steigungsdreieck im Intervall [t,t+ At] nicht die Steigung ander Stelle
t, also r(t), sondern die Steigung an der rechten Intervallgrenze t + At so erhalten wir eine veréanderte
Kurve (siehe Abb.2).
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Abbildung 2: Steigungsdreiecke mit der Steigung am
Intervallbeginn (an der Stellet) und am Intervallende (t+At)
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o) wir nehmen den Mittelwert der beiden Steigungen an den Intervallgrenzen,

A y
y(t)+r (t+At) -At
%/,
=<
y (t+At) ‘
r(t)+r(t+At)
y(t)+—— -At

2

y(t)+r(t) -At

t
=

t t+At

Abbildung 3: Skizze 2
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) wir nehmen die Steigung in der Mitte des Intervalles.

Ay
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Abbildung 4: Skizze 3

Beide Varianten bringen uns dem Ziel ein grof3es Stiick ndher und bringen i.w. gleich gute Ergebnisse.
Beide Methoden lassen sich problemlos implementieren und liefern damit eine T1-92-Implementation
des sogenannten Hal bschrittverfahrens. Fiir den Fall, daR die Anderungsrate nicht nur vont sondern auch
von y (also vom aktullen Bestand) abhangt, mussen wir das Verfahren noch geringfiigig modifizieren.
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Abbbildung 4, 5: Halbschrittverfahren bel r=r(t) und r=r(t,y)

Hilfsfunktion (Improved EUler CAuchy mit einer Bestandsgrofe)
ieucal(t,y,,.t)
Func
Local ym
y+ratel*, t/2»ym
y+(ratel]t=t+,,t/2 and y=ym)*,,t
EndFunc

Programm

iecO
Prgm
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tO»uil:yO»ui2

ul(n-1)+,,t»ul(n)

ieucal(ul(n-1),u2(n-1),,,t)»u2(n)
EndPrgm

Der Erfolg ist verbltffend:
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3. Runge-K utta-Verfahren

Wenn das Halbschrittverfahren auch in der Regel gute bis sehr gute Ergebnisse liefert, so 1813t es sich
durchausnochweiter verbessern: eineweitereVerbesserung stellt hier dasRUNGE-KUTTA-Verfahrendar,
das zur Berechnung des néchsten Schrittes einen gewichteten arithmetischen Mittelwert aus vier
Anderungsraten verwendet. Dieerste Anderungsrater, ist die Anderungsrate beim Startpunkt r,= r(t,y).
Mit dieAnderungsrater, wird genauso wiebeim Halbschrittverfahren ein Stiitzpunkt in der Interval Imitte
berechnet. Die Anderungsrate in diesem Stiitzpunkt nennen wir r,. Mit Hilfevonr, wird in gleicher Art
und Weise vom Startpunkt aus ein zweiter Stiitzpunkt berechnet, die Anderungsrate in diesem Punkt ist
dann r,. Schliefdlich wird noch ein dritter Stiitzpunkt dadurch ermittelt, dafl3 mit r; ein ganzer Schritt
durchgefihrt wird. Fir die Berechnung desneuen Punkteswird schlieflich der Mittelwert herangezogen

r+2:0,+2:15+r1,
6

Hilfsfunktion (RUnge-KUtta mit einer Bestandsgrofie)
rukul(t,y,,,t)
Func
Local ral,ra2,ra3,ra4
ratel¥*,, t»ral
(ratel]t=t+,,t/2 and y=y+ral/2)*,t»ra2
(ratel|t=t+,,t/2 and y=y+ra2/2)*,t»ra3
(ratel]t=t+,,t and y=y+ra3)*, t»rad
y+(ral+2*ra2+2*ra3+ra4)/6
EndFunc

Programm
rkQ
Prgm
tO»uil:yO»ui?2
ul(n-1)+,,t»ul(n)
rukul(ul(n-1),u2(n-1),,,t)»u2(n)
EndPrgm




Numerische Verfahren zu Wachstumsprozessen und zur Systemdynamik, Josef L echner Seite 7

1 Few | F% & FEw | _FG™ [F7
- E Zoon|Trace|Resraph Math |Oraw]+

SYEDVH FAD AUTO SEQ

Bei unserem Beispiel ist kaum ein Unterschied in der Graphik zwischen dem Improved-Euler-Cauchy
und dem Runge-Kutta-Verfahren zu sehen. Der Vergleich der Wertetabellen macht uns aber sicher:
Wahrend das Runge-Kutta-Verfahren praktisch exakt arbeitet, treten beim Improved-Euler-Cauchy-

Verfahren doch noch merkbare Fehler auf.
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