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Alle Korper fallen gleich schnell —
fallen alle Korper gleich schnell?

Themenbereich

Realitatsnaher Mathematikunterricht, Analysis

Inhalte Ziele

» Bewegungsgleichung der freien Falls mit | « Die Bewegungsgleichung fiir den freien F3ll
Luftwiderstand mit Luftwiderstand lésen.

» Beschleunigungs-, Geschwindigkeits-, Zeif-« Numerisches und analytisches Finden des
Wegfunktion beim freien Fall mit Geschwindigkeitsverlaufes.
Luftwiderstand e Erlernen des TI-Handlings im

» Fallzeit als Funktion des Fallweges Zusammenhang mit einfachen

» Ld&sen von Differentialgleichungen Differentialgleichungen.

» Darstellung des Geschwindigkeitsverlaufege  Losen einer realitatsnahen Aufgabenstelluyng.
im Richtungsfeld » Demonstration des Einsatzes der

e Nutzung der Mdglichkeiten des T192- Mdoglichkeiten des T192+ im Rahmen des
Plusmoduls Physikunterrichtes.

Adressaten:

Am Beispiel des freien Falles mit Luftwiderstand sollen einige Mdglichkeiten des TI192+/T189
gezeigt werden. Zielgruppe sind Schiller des Wahlpflichtfaches Mathematik oder Schiiler eings
Realgymnasiums im Fach Physik.

Einleitun
g a = g—ﬂv2
Die Forderung nach einem realitditsnahen Mathema- 2m
tikunterricht wird in letzter Zeit immer haufiger dv A,
erhoben. Realitatsnahe heil3t aber, sich im Unterricht o5 9—2=mV 1)

auch auf komplexere Modelle einzulassen. Als ein
Beispiel soll der freie Fall mit Luftwiderstand [1]
betrachtet werden, von dem in der Schule oft d@er numerische Zugang
Rede ist, der aber selten wirklich behandelt wird.
Wir kbnnen nun unter Einsatz des TI1-92 (Plusi-
Die Bewegungsgleichung le) sehr schnell zu einer numerischen Losung kom-
men. Geben wir nur die Bewegungsgleichung an, so
Im Unterschied zum freien Fall im Vakuum ist in defrhalten wir im Graphikfenster flr einen ersten
Luft der frei fallende Korper nicht nur der anziehentiberblick das zugehdrige Richtungsfeld. (Bei einem
den Schwerkraft, sondern auch einer bremsendéfiderstandsbeiwert vory =0,8 , einer Querschnitts-
Widerstandskraft unterworfen, die durch didléche des fallenden Kérpers vén-0,8m? | einer

NEWTONSChe WiderstandsformerzcmAﬂz Luftdichte vonp=l,3k=% und einer Masse vorkg0
2 m
beschrieben wird. Damit ergibt sich die Bewegung&rgibt sich als Koeffizient des quadratischen Terms
gleichung 0,006.)
prv?

m-a = m-g—(:\AA—2
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Behandlung setzen wib := ﬁ . Zur L6sung
wglt=3.81 - 006 g1 Z 2m
aiia dieser Differentialgleichung steht nun das Komman-
3%2; do desolve( )zur Verfiigung, das es ermdoglicht,
E‘it e exakte Losungen der meisten gewdhnlichen Differen-
oiis tialgleichungen 1. und 2.0rdnung zu finden.

Als Anfangsbedingung nehmen wir an, dé®)=0

sei. Damit erhalten wir sofort den Zuwachs der 2

2-lb-g

g0 and b0 |

. . . . . Vo _ Ak 2 R T - )

Geschwindigkeit, der sich erwartungsgemall ab- |** =9 —==w viEeT T
schwécht und sich schlieRlich einem konstanten Wert | desolvelv' =a—-b-v2 and vy =0.t.u)|»
annahert lE-v-Jall - Inllbv+a)

. and v(D=0_t_ull

=[H—TWTTTTH—TTFE—TTW—Tﬂ Gl ShE AT L2
- E Zoom|Trace |[Rebraph|Math|DFaw|« f IC
R Mit Hilfe von desolve( erhalten wir unter der Vor-
Rl Tl e .
P PR AR aussetzung>0 undb>0 auch den gewiinschten
o A A A A A Term, den wir schlieRlich nashauflosen.
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|, _d3-tanhilb-g-t] and [a
== ]E E E_E-_h-g't._'_ 1 :

"u= 9,'33; tank( [T BT 008 +)

W=D, 4351 -tanhl. 242611 -4

913: [ H1RIH EAD_AUTO [T
ug'=
o=
._,,'Elzé-'zt 5= Wir erhalten somit die Lésung
o . : . v(t) = g-tanh(/bg-t).
Diese in der Losungskurve sichtbare Endgeschwin- b

digkeit tritt dann ein, wenn der Luftwiderstand dieNach Riicksubstitution liefert das unter Beriicksich-
GrolRe der Schwerkraft erreicht. Durch Gleichsetzeigung von

von F, undF,, erhalt man also
’g _ ’ gam _,
en
Vory = | -2™9 @) b A

end

Cw AP und
Im konkreten Fall erglbr:]smh sorl?rlrt]: /b - g WA g
Vg ~ 40,4? ~ 146T' \ 2m Voo
die Geschwindigkeitsfunktion:
-y - g.
Die Fallgeschwindigkeit als Funktions v = Vendtanh\% ) ®)

. end
der Zeit Setzen wir die Daten unseres konkreten Falls ein, so

) . liefert dies geplottet die bereits bekannt Kurve — nur
Um zu einer Termdarstellung der Geschwindigkeit$fiasmal auf exakter Grundlage.

funktion zu kommen, ist es notwendig, die Differen-
tialgleichung zu l6sen. Zu einer Ubersichtlicheren
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e i celretr apn Moo« & [TE funktion pei Luftre_ibung: Qie anfangs IinksgekrUmm—
J 2 el i il te Funktion geht in eine lineare Gber (wenn namlich
R die Geschwindigkeit konstant wird).

o - — T

B e NI |
RN

Der Fallweg und die wirkende Beschleu-
nigung als Funktion der Zeit [P AT AITD FiE

Nun ist der Weg frei, um Fallweg (durch IntegrationPie Bgschleupigungs_funktion erhalten Wir_schlieB_Iich
und Beschleunigung (durch Differentiation) zu bedls Dlﬁerentlalquotlenten der Geschwindigkeits-
stimmen. funktion.

Die Integration der gefundenen Geschwindigkeits-
funktion liefert uns die Zeit-Weg-Funktion, fur die
s(0)=0 ist.

oy

e

b g-ul|du
nle2 B9ty ] Fgt-1mem

) HMAIN EAD AUTO FUNC 11 | |

T R T Y B oy T e |t=0
5 =

E Wieder fuihren wir die Rucksubstitution unter Ver-
_ _ . wendung vorv,,4 durch und erhalten:
Das Zusammenfassen des Zahlers zu einer Logarith- a(t) = -9 ()
musfunktion erméglicht eine etwas tibersichtlichere (cosh(-2t))2
und ,,schonere” Darstellung des Terms der gesuchten o , Vend
Funktion: Auch hier ergibt sich mit unseren konkreten Daten
1 2/B5t, 1 wieder der erwartete Verlauf der Beschleunigung.
s(t) = =-In(e=+). Diese sinkt vom Wert der Erdbeschleunigung ziem-
b pevhst lich rasch auf Null.

via i - :
IJ a “%-tanhub_'g-u)J
nle2 B9ty ] Fgt-1mem

e
z.0lb gt
=}

b

[l EAD AUTO FUNC 1'% | | Hi KAl ALUTO FUHC

Nach Rucksubstitution und unter neuerlicher VelEndbeschleuniguray,, und Endgeschwindigkett,
wendung vorv,,4 erhalten wir: lassen sich naturlich auch analytisch ermitteln.
2
Yend | (cosh 8- 1)) (4)
g end
Die graphische Darstellung unseres konkreten Bei-
spiels fiuhrt auf den typischen Verlauf der Weg-

s(t) =
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Die Fallzeit als Funktion der Fallhdhe

Die Bestimmung der Umkehrfunktion zur Zeit-Weg-
Funktion flhrt zunachst nicht zum gewlnschten
Ergebnis.

ln(-:nshl(jlb_-g-t)) -z, t.]

u solue[

EAD AUTO FUNC 11 | |
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[1] G.HeppergerDer freie Fall unter Einwirkung
die Ursache fur dieses scheinbar unvollstandige des LuftwiderstandesVissenschaftliche Nach-
richten, September 1991, BMUK, Wien.

Aufldsen liegt in der Zweideutigkeit des arccosh(x)
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Hier missen wir ein Stlick weit selbst mithelfen:
Entscheiden wir uns fiir den oberen Ast der arccosh-
-Funktion — negative Zeiten machen in unserem
Modellzusammenhang wenig Sinn — dann gilt (far
x >1) : arccostfx) = In(x+y/x?-1).

Damit erhalten wir aus

cosh(/bgt) = e°s
Jbgt = In(ePs+/e?s-1)
und schlieBlich

t(s) = —L_-In(e"S+/e?s 1)

/g

9
vV 2

(9 = =2 In(e " +
9

YR AR A NN S S Nac_h Rucksubstitution ergibt sich schlieRlich die
® lim |[b>@ and a>@ @ Beziehung:

Fallzeit mit

Luftwiderstan

+

Fallzeit aohhe

Luftwiderstand
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Vergleichen wir noch im konkreten Fall die Graphen
der Fallzeitfunktionen fiir Fallwege von 0 &id0Om.




