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Differenzengleichungen grafisch mit dem Tl 92 16sen
Themenbereich
Differenzengleichungen grafisch l[6sen
Inhalte Ziele
* Ldsen von Differenzengleichungen 1. » Einfache Differenzengleichungen sollen im
Ordnung Sequence-Mode eingegeben werden
+ Losen von Systemen von konnen.
Differenzengleichungen » Bei der Tabellendarstellung ist auf eine
« Differenzengleichungen 2. Ordnung gunstige Konfiguration zu achten.
- Als Lésungsverfahren werden die Tabellg® Die WEB-Darstellung soll als probates
und die grafische Methode gewahlt. Mittel zur Veranschaulichung eingesstzt
werden.

* Der Schiler soll erkennen, dafR |pei
minimalen Anderungen von Parametern [aus
einem stabilen System ein chaotisghes
werden kann.

Ausgehend vom Mathematiklehrbuch der 7. Klasse (Reichel) werden einige Beispiele mit Hilfe
der Tabelle oder durch grafische Darstellung gelost. Dieser Losungsweg ist fur die| Schule

insofern brauchbar bzw gunstig, weil einerseits komplizierte Lésungsverfahren im Unterricht

nicht besprochen werden kdénnen, andererseits sind aber Differenzengleichungen
geeignet, um reale Strukturen und Zusammenhénge in mathematische Formen zu Ubef

durchaus
setzen.
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DYNAMISCHE SYSTEME
DIFFERENZENGLEICHUNGEN GRAPHISCH MIT DEM Tl 92 LOSEN:

Dynamische Systeme und ihr mathematisches Modell - soweit sie in der AHS behandelt werden
Differenzengleichungen und Systeme von Differenzengleichungen eignen sich ob ihrer Anschaulichkeit sel
fr einen anwendungsorientierten Mathematikunterricht, wie er im Lehrplan der Oberstufe gefordert wird.

Differenzengleichungen werden meist rekursiv aufgestellt, das "Losen" der Gleichung bezieht sich som
auf die explizite Darstellung des n-ten Folgegliedes, soweit dies moglich ist.

Da man aber mathematisch gesehen, auch bei Beschrankung auf ein bis zwei Variable, sehr rasch auf ¢
komplexe Darstellungen stosst, liegt es auf der Hand zu versuchen, die Gleichungen graphisch zu l6s
und aus dieser graphischen Losung Rickschlisse auf das mdgliche Langzeitverhalten des Systems, sc
etwaiger Grenzwerte oder Gleichgewichtszustande zu ziehen. Bei Systemen von Differenzengleichung
benotigt man tberdies fur die rechnerische Durchfihrung die Matrizenmultiplikation, die "handisch" ja nur
sehr mihsam durchfiihrbar ist.

Wie bei allen graphischen Darstellungen zeigt der Tl 92 hier seine Starken. Nach Eingabe der Gleichung
den Y-Editor kbnnen bereits beliebig viele Werte aus der Wertetabelle abgelesen werden und e
Langzeitverhalten des Systems bereits abgelesen werden. Die rechenaufwendige schrittweise Berechn
der ersten n Werte entfallt daher und es kann das Augenmerk auf mogliche Fragestellungen geler
werden.

Ein weiterer Vorteil bei Verwendung des Tl 92 besteht darin, dass den Schilern sehr einfach gezei
werden kann, dass ein vorerst stabiles System durch nur geringfiigige Anderungen der Grundbedingung
in ein chaotisches System ausarten kann.

Alle hier in diesem Skriptum angefihrten Beispiele beziehen sich auf das Buch : Reichel u.a., Lehrbuch d
Mathematik 7 und wurden von mir im heurigen Schuljahr mit einer 7. Klasse durchgenommen.

1) Differenzengleichungen 1. Ordnung

Im Buch: allgemeine Fornka.1 = ax, + b; X,

TI 92: Fur die Darstellung am Tl 92 ist d&raph-Mode auf Sequenceumzustellen: <MODE>-Graph-
Sequence-<ENTER>.

AnschlieBend ist Y-Editor aufzurufen: dieser erscheint im Sequence-Mode verandert: die Funktionel
werden mit ul, u2, u3,......ebeichnet, zusatzlich muf aber noch der Startwert eingegeben werden: uil ist
z. Bsp der Startwert zu ul, ui2 zu u2 usw. .

Ubung 1) Geben sie die Differenzengleichungy 0,5% + 5; % = 0 in den Y-Editor ein !

Losung: ul = 0,5.ul(n-1) + 5; uil = 0,9 ; d.h. ul entspricht dem weshalb x in der Gleichung mit
ul(n-1) eingegeben werden mul3. Achtung: kein Multiplikationszeichen zwischen ul und (n-1) !

AnschlieRend sollte mite ]-ThISet die Tabelle konfiguriert werden; dabei ist darauf zu achten, daf3 tbiStart

mit O beginnt undAtbl (=Schrittweite) gleich 1 ist, da sonst die Numerierung nicht richtig durchgeftihrt
wird.

Ubung 2) Fiihren sie die Tabellenkonfiguration durch !
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Nun kann die Tabelle bereits i#] -TABLE aufgerufen werden:

= S O O

=0.

=
E

FAD AUTO SEQ

Aus der Tabelle kann der Werteverlauf der Differenzengleichung entnommen werden, die miihsame schrittweis
Berechnung entfallt ! Weiters kann aus dem Werteverlauf ein mdglicher Grenzwert - hier liegt er bei 10 - bereit:

entnommen werden und in den Kontext des Systems tibernommen werden.

Um einen Uberblick Giber das Langzeitverhalten des Systems zu bekommen wird nun der Werteverlauf des Syste
graphisch dargestellt. Davon sind besonders zwei Arten interessant: dgs -(nwd das (X1 ) -
Koordinatensystem. Beide Arten kdnnen mit dem Tl 92 dargestellt werden ! Dazu wahlt man im Y-Editor mit F7 die

Option Axes und wahlt TIME fir das (p)xund WEB flr das (X.+1 ) - Koordinatensystem.

Ubung 4 Bevor nun endgiltig die graphische Darstellung aufgerufen werden kann muR ein
entsprechender Ausschnitt aus dem Koordinatensystem ##VINDOW eingestellt werden: die
entsprechenden Optionen flr das obige Beispiel sind:

| Bemerkungen: |

1 FEv
- E Z00M ]

nmin
nmax=10,
plotzstrt=1,
plqt5teg=1.
¥Mmin=-,
=max=10,
¥scl=1.
ymin=-, 2
ymax=11.
yscl=.3

Jul, (L.} RAD AUTO SEQ

Ubung 5. Nach diesen Vorbereitungen kann pii- GRAPH die Graphik aufgerufen werden:

1 Fev | F% & FEw | FR™ [F7
- E Zoon|Trace [ReGraph|Math (Oraw| -

HMAlN FAD AUTO SEQ

1 Fev | F= ] FEw | F&¥ |7
- E Zoom|Trace [ReGraph|Math [Draw|«

—
L//-""'

HMAIN RAD AUTO SEQ

nmin sollte 0 sein

Tabelle entnehmen)

sehen, gleiches gilt fur ymin.

xscl sollte 1 sein

nmax sollte auf einen geeigneten Wert eingestellt werden (aus de

plotstart undplotstep sollten den Wert 1 haben
xmin: ich wahlexmin immer etwas kleiner als 0, um die x-Achse Z

xmax sollte den gleichen Wert wie nmax haben

ysclmuB individuell an die Werte angepasst werden

Grafik mit TIME, entspricht (n - Koordinatensystem

=

Grafik mit WEB, entspricht dem {xx..1) -Koordinatensystem
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Wie bei jeder graphischen Darstellung mit dem Tl 92 kdnnen mit F3 - Trace die genauen Koordinaten de
einzelnen Punkte auch im Grafikbildschirm abgelesen werden.

Um die Abhangigkeit des Kurvenverlaufes von den Koeffizienten zu zeigen, ist es mdglich, die Schile
anhand verschiedener Beispiele experimentieren zu lassen: entweder gibt man die Gleichungen vor und |
sie von den Schilern graphisch auswerten oder umgekehrt.

Ubungen 6 - 9: Stellen sie die angegebenen Gleichungen im)(Kpordinatensystem dar::

Xne1=1,25%+0,5; %=1

75
A E Fia w1 Tr*an:e EeEraph Mat.h (0 aw|-

FEr

FE*

7

X

n+1

|’f1 ‘[rav‘[ Fz ‘[ F4 ‘[rs-r‘[rsv]‘f? ‘[ ]
- E Zoom|Trace [ReGraph|Mat.h(0Faw |- P’ﬁ

2
_—§Xn+16; X, =0

MAIN

FHD AFFROY SER

Xpe1 = % +10 ;% =2,5

Fzr

FEr

Far

F¥
v {— Zoon|Trace ReEr‘aph Math|Draw|

i

MAIN

FRD RFFROY FER

Xn+1

=X,+2 X,=0

1 ™y_Fer FE*

» |2 Tr*a-:e ReEr*aph Flath Dt~z |+

¥4

MAIN FRO AFFROR SEQ MAIN EAD AFFRON SEQ

Die genauen Abhangigkeiten finden sie im Buch der 7. Klasse, S. 212 f.

Differenzengleichungen 1.0rdnung , deren Koeffizienten a und b nicht konstant sind sondern ebenfalls vc
n abhangen (Allgemeine Formy.x= ax + b, bzw. x%.; = ax, + b ) lassen sich nur durch komplizierte
Losungsformeln in eine explizite Form bringen. Hier bietet sich der tabellarische bzw. graphische
Ldsungsweg um so mehr an.

Ubung 10 (Bsp. 829 im Buch) :

Eine Krankheit verbreitet sich wie folgt: die Anzahl der neu infizierten Individuen sinkt - von 100
beginnend jedes Jahr um 5 %, 25% der zu Beginn infizierten Personen sterben vor Jahresende des
Jahres; dieser Prozentsatz sinkt in den darauffolgenden Jahren jeweils um 1%. Wie entwickeln sich ¢
Krankenzahlen, wenn zu Beginn 5000 Personen erkrankt waren ? Wird die Anzahl der Kranken eine
bestimmten Wert nicht unter/tberschreiten ? Wieviele Kranke wird es in 20 Jahren geben ? (Hinweise a
die Schwachen des Modells, wie z. Bsp. Nichtbertcksichtigung des medizinischen Fortschritts u.s.w
sollten gegeben werden)
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Die entsprechende Gleichung zur Beschreibung des Modells lautet:

X.., =(0,75+ QOIn)x_ + 100010 95 x_ =

Die Tabelle:

A rarars
P2
—
on

[0 B L b [0

:Il ] (2.8 [ I8 P o P

AN EAD AFFROY SEQ

=

Das heil3t, nachdem die Anzahl der Kranken 11 Jahre lang sinkt, steigt sie ab dem 12. Jahr wieder rela
rasch an. Ohne Rechner hatte man sich wahrscheinlich - wie im Buch vorgeschlagen - mit den Werten a
den ersten 10 Jahren begnigt und hatte daraus den Schiul3 ziehen kdnnen, daf3 die Anzahl der Kran
stetig sinken wirde bzw., sich bei einem konstanten Wert um die 4000 einpendelt! So aber erhalten wi

diese uUberraschende Ergebnis .

Ubung 11:

Einen Ausflug in Chaotische kann man unternehmen, wenn man die linearen Differenzengleichungen ku
verlasst und z.B. anhand der Gleichung . =

5000

Die Grafik: (n=30)

T _fer

Far

7
w e [Zir Tr*at:e ReEr‘aph Hath Oraw|r

KAl AFFROR

| FIAIN

SEQ

Verlauf bei nur geringfuigiger Ab&nderung des Anfangsgliedes darstellen laf3t:

=1In

X, =15 n=50

1E Er:uz-:u'm Tr*aceTEeEr*aphTHFas’r:h D;E;NT? 55? T_]

MHIM FAD AFFROA SER

=1In |x,;x,=1,6,n=50

Fz*r FEr
""III = |Z0om|T r*an:e|F:eGr*aph|r’Iath I

Far

F/1 |

ulill. FAD AFFROR

SER

X, =15bzw. X = 1,6 den (chaotischen)
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2) Systeme von Differenzengleichungen

Wenn in einem Proze3 zwei oder mehrere Grof3en mit- oder gegeneinander wirken wird al
mathematisches Modell oft ein System von Differenzengleichungen herangezogen. Bei Beschrankung a
zwel Variable lassen sich mit dem TI 92 ebenfalls schone Ergebnisse erzielen. Grundséatzlich geht es h
wieder darum, das Langzeitverhalten des Systems zu beobachten und etwaige Gleichgewichtszustande
erkennen.

Allgemein wird ein solches System wie folgt beschrieben

Xn1 =@n + D ;) Xo

Ynt1 = Cn t d-yn; Yo

oder in Matrizenschreibwei%”*lﬁ_ L& b@ﬁjﬁ Die Vektoren heil3en die Zustandsvektoren, die Matrix
n+1 n

die Ubergangsmatrix A.

=08X,+02y, ; X, =0

Ubung 12Geben Sie das folgende System in den Rechner élr’i

Eingabe in den Tl 92:

o i FEv Fr
v{— Zaam Edlt ¥ F|11 Style|Axes.

«FLOTE
< U= E-uh - 10+ L2 uldch - 1)

.
< yll=2-u3n - 10+ .8 uldin - 1)

L2 =02X,+08Y,; Y,

Grafische Darstellung:

Fer | _F2 FEwv | FET
- E Zoon|Trace EEEr*aph Math|0raw|r

7

MAIN EAD AFFROY ER

HAIN RHD AFFROY EET

Das heil3t, das System pendelt sich bei einem Gleichgewichtszustand von jeweils x 2,5 ein ! (was auch aus

der Tabelle entnommen werden kann !)

Solche Systeme lassen sich aber mit dem TI 92 rechnerisch I6sen: man erhélt den n-ten Zustandsvektor wie fc
2, = A"[2,, d.h. durch n-faches Potenzieren der Ubergangsmatrix und anschlieBendes Multiplizieren mit dem O

ten Zustandsvektor.

Dazu gibt man die Matrix A mit Hilfe des Matrixeditors (<KAPPS>, 6, New, Type:Matrix, Variable: z. Bsp. Al ,

Row dimesion: 2, Col dimension: 2) ein. AnschlieRend geniigt es im HOME-Bildséii'meinzugeben und mit
dem O-ten Zustandsvektor .(als einspaltiger Vektor mit eckigen Klammern eingegeben, die Zahlen werden durch ein

; getrennt). zu multiplizieren

Ubung 13 Berechnen Sie z, fiir das obige System !
Losung: <APPS>, 6 , New, Matrix, Al,2 ,2; anschlieRend Eingabe von 0,8 0,2

Im HOME- Bildschirm: Eingabe voi1° [0 ; 5, Enter. Ergebnls@ 415

0,8 0,2 : Enter;
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Ubung 14 (839 im Buch, carabus mathematicus)
Stellen sie das System von Differenzengleichungen:

3 4
Xopn ==Xy ¥ 2V,

il 5 mit den Anfangswerten (1) % 100, y = 60, bzw. (2) x= 100, y = 0 graphisch dar .
11— X n
Yna 16
Losung: (1) (2)

1Ty Few | F= FET P O A i TR T
v f—|Foon|Trace RE"3""E"F'|"' P"Iat.h Dt~z |+ ‘;5’ via ZFnznm Trf;c,e REE‘frliaph Mrast,h D;anlv? |

AN T I’IF‘F‘RE TEQ HMAlW EAD AFFEON SEQ

3) Differenzengleichungen 2. Ordnung mit einer Variablen

Wenn der Zustand eines Systems nicht nur vom vorigen, sondern auch vom vor-vorigen Zustand abhar
so erhalt man als mathematisches Modell des Systems eine Differenzengleichung 2. Ordnung.

Allgemeine FOrmxn:2 = a.%s1 + 0.% . Xo; X1 ;

Eines der berihmtesten Beispiele dazu (und historisch gesehen das erste Modell fir ei
Populationswachtum) fiihrt zur s.g. FIBONACCI-Folge. (vg. Bsp. 853 im Buch)

Die Gleichung dazu lautet s = X1+ % ; %=1, %=1
Die beiden Startwerte werden dabei als Liste mit geschwungenen Klammern eingegeben:

= = e TR PO T ]
..1E ZF.;.E.DN Edlt Fi |:|11 5{;19 HKE‘E— v f—|Setup V5] i Hade T F -::;-=Tm-i P Al E bni
<FLOTE, h 15 S rgeonis
v’ u%g ulﬁin ~ li +uldcn =20 _1 . erhalt man in der
ui . . L
e 2. 2 Tabelle (beliebig
= 22 viele) Werte der
A 1g PR FIBONACCI-
wiid= 7. |2l Folge .
nilb=4{1..1.2 n=0. ..
HAIH hAD_AFFEOR TEE AN FAD AFTROR TR Ubung 15: (BSp
846 im Buch)

Ermitteln Sie mit Hilfe der Tabelle die Losungen %, X4, ...% der Differenzengleichung
Xnez+ 2.%41-15.% =0;%=0,% =-6

Achtung: als erster Startwert mul3 in die geschwungene Klammer -6 eingegeben werden !
LOsung: =0, x=-6, % =12, %x=-114 ....... ¥x=-60000 .



