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Wachstummodelle als Bausteine
fur systemdynamisches Modellieren

Themenbereich

Analysis
Inhalte Ziele
* Lineares Wachstum e Diskrete und kontinuierliche mathematische
+ Exponentielles Wachstum Modelle fiir grundlegende Wachstums-

erscheinungen angeben konnen.
» Folgen und Funktionen zur Modellierung
einsetzen kdnnen.
» Fur die einzelnen Modelle verschiedene Qar-
stellungsformen angeben kénnen.
» Die Schrittweite bei diskreter Modellierung
verkleiner kdnnen bzw. frei wahlen kénnef.
* Prinzipielle Unterschiede zwischen diskreTer
und kontinuierlicher Modellierung erkennen.

« Begrenztes Wachstum

* Logistisches Wachstum

» Hyperbolisches Wachstum

» Ldsen von Rekursionsgleichungen
« Ldsen von Differentialgleichungen

Adressaten:

Fur die grundlegenden Wachstumsformen, wie sie von der 10. bis zur 12. Jahrgangsstufen|be-
handelt werden kénnen, werden gegenlberstellend die entsprechenden mathematischen Nlodellie-
rungen angegeben. Die folgenden Seiten eignen sich so einerseits zum Einsatz bei der Enfwicklung
dieser Modelle als auch fir ein vergleichendes Behandeln im Rahmen der Wiederholung vn der
Matura. Nattrlich kann das Skriptum damit auch eine Unterstiitzung fir eine Vertiefung den Be-
handlung von Wachstumsvorgéngen bieten (z.B. durch die Betrachtung der Variation der Schritt-
weite bei den diskreten Vorgéngen).

Einige Grundbegriffe

Der Trager des Wachstumsvorganges soll hier grundsatzlisbstisndoezeichnet werden. Dieser kann

die Bevolkerung einer Stadt, eines Landes, eines Kontinentes oder auch die Erdbevolkerung sein. Der
Begriff Bestankann aber auch die GroR3e einer Tierpopulation, die Anzahl der Seerosen in einem Teich,
ein im Laborversuch zu untersuchendes Praparat (Hefepilzkultur, chemische Substanzen) oder eine
wirtschaftliche Gro3e (Sozialprodukt, Lohn, Guthaben) bedeuten.

Der Wachstumsprozel? findet im Laufe der Zeit statt. Fir eine diskrete Modellierung ist es notwendig,
die Zeit in einzelne Intervallat (die gleich groR3 sein sollen) zu teilen:
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Oft ist es guinstiger, einfach die Nummer des Zeitpunktes zu verwenden. Fir den Bestand zum Zeitpunkt
t = nAt (=1t,) schreibt man dann,yDer Index n und t hangen dann Uber die Gleichung

t = nAt bzw. n-= Ait zusammen.

Bei der Behandlung der Wachstumsmodelle mul sorgfaltig auf eine préazise Sprache geachtet werden und
klar zwischen folgenden Begriffen unterschieden werden:

Bestand(auch: Bevolkerung, PopulationsgroRe, Menge, Zustand, Anzahl)
Y, (nach dem n.Zeitschriftt, also zur Zeitt = At = t.)

Absoluter Zuwachs (auch: absolutes Wachstum, absolute Anderungsrate)
Ayn = Y1~ Ya

Zuwachsgeschwindigkeit= Zuwachs in der Zeitt, auch: mittlere Anderungsrate)
Ayn _ yn+]_7yn _ ytn+At7ytn

At At At

Zuwachsrate (= absolutes Wachstum pro Zeitdauer und Populationsgrof3e = Zuwachsgeschwindigkeit
pro Bestand = Pro-Kopf-Zuwachsgeschwindigkeit, auch: prozentuelle mittlere Anderungsrate, relative
Anderungsrate, auf den Zeitrauthbezogene relative Anderungsrate)

Ayn _ yn+1_yn

Aty,  Aty,

Hinweis: WennAt = 1Zeiteinheit(ZE) gesetzt wird, so ist die Zuwachsgeschwindigkeit = absoluter
Zuwachs (bzw. mittlere Anderungsrate = absolute Anderungsrate)

Wachstumsrate (auch: Wachstumsfaktor)
yn+l
Yn
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Lineares (additives) Wachstum

. Verbale Beschreibung:
Wachstum um gleiche Betrage b in gleichen Zeitabstanden.
oder
Ein Wachstum, bei dem die Anderungsrate konstant ist, re#@res Wachstum
oder
neuer Bestand = alter Bestand + Zuwachs und:
der Zuwachs ist konstant

. FluRdiagramm:

&
Bestand

Iuwvachsz

. Gleichungsdarstellung
o) Diskretes Modell

Y1 Y, = Kyg €R mittlere Anderungsrate = Iterationsforme] y, . =y, +Kgq

y; = k+y,
Y, = k+y1 = k+(k+yo) = 2k+y0

) Kontinuierliches Modell

dy Kiont ER momentane Anderungsrate
dt

[dy = [kdt

y = kit+c und wegen y = k.0+c

y(t) = kt+y,

. Verwandte Begriffe: ,Linearitat”, ,arithmetische Folgen*

. Typische Beispiele: einfache Verzinsubgs Auftreten des linearen Wachstums ist in der Natur
eher selten; vielmehr wird es haufig ,normativ* durch den Menschen festgelegt.
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Beispiel 1:Auf einer Insel leben 100 Kaninchen, pro Monat kommen 10 Kaninchen hinzu.

Beispiel 2:Frau Huber telephoniert seit Anfang November nur meBuimersparzeit (von 20h-6h) und
fuhrt Uberdies nur mehr Gesprache in der Regionalzone 1 (bis 50km). Sie hat die Wahl zwischen dem

Minimumtarif: Grundentgelt pro Monat ATS 170,40 und Verbindungsentgelt ATS 0,42 pro Minute
Standardtarif: Grundentgelt pro Monat ATS 194,40 und Verbindungsentgelt ATS 0,40 pro Minute
Wie lange darf Frau Huber hdchstens telephonieren, um mit dem Minimumstarif besser auszusteigen?

Beispiel 3:Die Kosten flr eine Dienstleistung betragen anfanglich ATS 2800,-/Monat. Man hat Grund
anzunehmen, dal} sich die Kosten monatlich um ca. 2% (Steigerungsrate) der Anfangskosten erhdhen
werden.

Beispiel 4: Eine Person hat die Wahl zwischen zwei Moglichkeiten, eine Maschine auszuleihen:
Variante 1: Fixgebuhr: ATS 1700,- + Gebuhr fur jede angefangene Stunde: ATS 140,-
Variante 2: Fixgebuhr: ATS 2200,- + Gebuhr fur jede angefangene Stunde: ATS 115,-
Ab welcher Stundenzahl wird Variante 2 glinstiger?

Arbeite mit zwei Modellen (kontinuierlich-Funktionen und diskret-Folgen)

Wie lauten beide Funktionen? Wie lauten die beiden Folgendefinitionen?

Warum ist das diskrete Modell hier besser angebracht?

Beispiel 5:Ein Objekt mit dem Anschaffungswert ATS 146000,- hat eine jahrliche Abschreibungsrate
von 5%. Erstelle das Funktions- und das Folgenmodell fiir die lineare Abschreibung.

Wie lauten die letzten 5 Zeilen der Abschreibungstabelle?

Exponentielles (unbegrenztes) Wachstum

. Verbale Beschreibung
Wachstum um den gleichen Faktor in der gleichen Zeiteinheit.
oder
Ein Wachstum, bei dem die Anderungsrate proportional zum Bestand istXpeilentielles Wachstum
oder
neuer Bestand = alter Bestand + Zuwachs und:
der Zuwachs ist proportional zum jeweils letzten Bestand

. Fludiagramm:

e

Bestand

Zuwachs

wachstumsfaktior
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. Gleichungsdarstellung
o) Diskretes Modell

Yo Y, = Ky, kek,, eR = lterationsforme] y . =y .(1+K)

= Vo (1K) = Yy = 1+k = 1+
Y, = Yo-(1+K) = y,.q (q=1+ +1oo)

Y, =Y.:.Q = (yoq)q = yo'q2

Yo = yO'(l+ 1go)n = yo'(l+k)n = yo-qn - yO.eInq.n

) Kontinuierliches Modell

Y oky ok

dt kont eR
Iny = k.t+c
eIny — ek.t+c

y = e“Le® und wegen y - e°®

y(t) = y,.e*!

Die hier entwickelte Iteration beliebig kann beliebig ,fein* sein, d.h.. durch entsprechende Wahl von
At lassen sich pro Zeiteinheit beliebig viele Iterationsschritte unterbringen. Dazu ist es aber zuerst
notwendig, die vom gewahlten Zeitintervatlabhéngige Zuwachsratg ku kennen. Dies erreichen wir

mit folgendem Ansatz:

t
Yo-(1+k, A4 =y et (gilt strenggenommen nur fur unendlich kleiite! )

1
(1+k, A = ek

1+k, At = ekat

k.At
e -1
k. =
At At

. Verwandte Begriffe: ,freies Wachstum®, ,geometrische Folgen*

. Typische Beispiele: Zinseszinsen, physikalische Beispiele wie Radioaktivitat, Druckzu(ab)nahme,
Absorption, Entladevorgénge etc., einfache Bevoélkerungsmodelle
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Beispiel 6:Auf einer Insel leben 100 Kaninchen, pro Monat kommen 10 Prozent der Kaninchen des
Vormonats hinzu.

Beispiel 7:In einer gentigend groRen Nahrnligy befinden sich anfangs 100 Bakterien, die sich so schnell
teilen, daf3 sich ihre Anzahl in jeweils 20 Minuten verdoppelt. Simuliere die zeitliche Entwicklung der
Bakterienanzahl. Nach welcher Zeit wird eine kritische Zahl von 1 000 000 Bakterien tberschritten?

Beispiel 8:Im Beispiel ,Kaninchen mit exponentiellem Wachstum*wird nun neben der Zunahme durch
Geburten auch die Abnahme durch Todesfélle betrachtet. Diese sejgrtwnal zur Anzahl der
existierenden Individuen.

Welche grundsétzlich verschiedenen Entwicklungen sind moglich? Gib die zugehdrigen Zeitkurven aus.

Beispiel 9:(Bevolkerungsmodell 1). In einem einfachen Bevélkerungsmodell wird angenommen, daf3

G S
neben der Geburtenratg, = E” = g auchdie Sterbeste E” =S konstant sei (wabeiZahl

n n
der Geburten beim Ubergang von n zu n+1 d.h.. vom Zeitpunktt# At angibt und Sentsprechend
die Zahl der Sterbefélle, Bsei der Bestand zum ZeitpunkKt t

Daalso G=g.B, (d.h.. die Geburtenzahl ist proportional zur Bevalkeyszahl) und S s.B, (Sterbefalle
proportional zur Bevolkerungszahl) ergibt sich somit

Bn+1_Bn:Gn_S1 = Bn+1:Bn+g'Bn_S'Bl = Bn+1:(1+9'5)-|3 :W'Bn

Losung:B, = By.w"

Beispiel 10:Die Bevdlkerung einer Stadt mit wachstender Industrie hatte im 1950 eine Einwohnerzahl
von etwa 45 000. Beschreibe und verfolge die Bevolkerungsentwicklung bei einer annéhernd konstanten
Zuwachsrate von jahrlich 2,5%.

a) Wann wird die 100 000 - Einwohnerzahl Giberschritten sein?
b)  Wieviele Jahre dauert es bis sich die Einwohnerzahl verdoppelt haben wird?
c)  Wie grof ist die Bevolkerungszahl im Jahr 20007?

Beispiel 11: Der Umfang einer Zellkultur wird zu zwei Zeitpunkten gemessen:

Uhrzeit Zeitpunkt t = GrofRe in mm2
10 Uhr 30 0 2400
13uhrls | min 3260

a) Wie lautet die Wachstumsfunktion in beiden Darstellungsarten?
b)  Wachstumskoeffizient, Wachstumsrate?

c)  Welchen Wert haben Wachstumsrate und Wachstuffiglerg, wenn sie sich auf eineuSte
beziehen?
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Beispiel 12:Eine radioaktive Substanz zerféllt nach der Zerfallsgleichung
m (t):mo-e*'t. dabei bedeuten yulie Ausgangsmasse
t die Zeit in Minuten und
/. die ,Zerfallsrate*
Momentan stellt man 57g Substanz fest. Vor 30 Minuten waren es noch 86,2g.
a) Berechne die Zerfallskonstarite
b)  Berechne die Halbweszeit T (in Minuten). Welche Bedeutung hat diese Gréf3e? (Ein Satz genugt).

c) Stelle die Zerfallsfunktion graphisch dar. Beantworte die folgenden Fragen zuerst an Hand des
Graphen und anschlieRend rechnerisch.

e) Wieviel Substanz war es vor 1 % Stunden?
f) Wann werden bereits 53g der Substanz zerfallen sein?

Beispiel 13:Der Uberlebensanteil u von technischen Bauelementen nach t Stunden Einsatzzeit wird
beschrieben durch die Funktion

u(t) = 100e T u(t) in Prozent
Dabei bedeutet T die durchschnittliche Lebensdauer in Stunden. Fiir gewisse Transistoren gilt der Wert
T =10000 Stn. Beantworte die Fragen a)-c) zuerst graphisch dann rechnerisch!
a) Wie grol3 ist der Prozentanteil, der 12 000 Stunden Uberlebt?
b)  Welche Einsatzzeit wird von 90% der Transistoren Uberdauert?

c) Voneineranderen Sorte tiberdauern ca. 70% 500@d8n. Welche durchschnittliche Lebensdauer
T haben diese Bauteile?

d) Man mochte gerne, dald mehr als 80% minde&@d@ Stnden tberleben. Welche durchschnitt-
liche Lebensdauer T mul3 angestrebt werden?

Beispiel 14:Ein Wald hatte 1986 einen Bestand von 48 000 m3. Im Verlauf von 15 Jahren war kein Holz
gefallt worden, so daR3 sich der Bestand seit 1971 um 60% vermehren konnte.

a) Stelle fur den Waldbestand das Wachstumsgesetz auf, ypeneetielles Wachstum angenommen
werden kann.

b)  Wie grol3 war der Bestand 1976 und wie grof3 wird er 1998 sein?
¢)  Wann wird sich der Holzbestand von 1961 verdoppelt haben?

Beispiel 15:Ein Laserstrahl verliert mit zunehmender Eindringtiefe x (in mm) in ein Medium exponentiell
an Intensitdt. Nach 1,65 mm ist bei einem bestimmten Stoff die Ausgangsintgasitéitié Halfte
gesunken.
a) Dricke die Intensitat | in Abh&ngigkeit von der Eindringtiefe x aus! Njaf gegeben an. Gib
beide Formen der Intensitatsgleichung an!
b)  Nachdem Durchgang durch dieses Medium hat der Strahl 85% seiner Intensitat verloren. Wie dick
war die Schicht?
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Beschréanktes (begrenztes) Wachstum

. Verbale Beschreibung

Wachstum um einen festen Anteil deffBrenz zwischen einéVachstumsgrenze und dem aktuellen
Bestand (Wachstum proportional zum ,Freiraum®, zur ,Restkapazitat”).

oder
Ein Wachstum, bei dem die Anderungsrate proportional zum Freiraum ishésiRtzanktes Wachstum
oder
neuer Bestand = alter Bestand + Zuwachs und:
der Zuwachs ist proportional zum jeweils letzten Freiraum.

. FluRdiagramm

]
Zuwachs

Begtand

Wachstumsztaktor C

Freiraum Wiachstunzgrenze

. Gleichungsdarstellung
a) Diskretes Modell

Y1 Yn = K(GY) K=Kk €R = lterationsformel vy, , = y,+k.(Gy,)

G=Sattigungsgrenze

<
-
|

= Yo rk(G-y,) = Yo KY,+K.G = y,.(1-k)+k.G = a.y,+b (a=1-k b=kG)
y, = ay,+b = a.(a.y+b)+b = ay,+ab+b
y, = ay,+b = a.(&l.y,+ab+b)+b = a’y,+a’b+ab+b

b b
)+
l-a 1-a

Losung der Differenzengleichung,,,yay,+b

Nach einer Riicksubstitution ergibt sich:

O < R < T NS
Yo = G 0 T g - R0 G1 G - Gy GLL K
Y, = Gt(y,~G).e"dhn Y, = Gt(yy-G).(1-k)"
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B) Kontinuierliches Modell

N -Gy k

dt kont SR
Yt
G-y
dy _
fG—_y = fk.dt
-In|G-y| = k.t+c

|ny‘ _ e—kt—c _ e—kt.e—c
wegen eXe >0 und Gy(0) = e C1
G-y = (G-y(0).e™

y(t) = Gi(y,-G).e™

Die Beziehung zwischen der diskreten und kontinuierlichen Zuwachsrate folgt dann etwa aus
Yo = Yo = (G-y,).(1-e™4)

Betrachtet man auft bezogene Wachstumsgeschwindigkeit
yn+]_ 1_e -kat

— yn
— = (Gy). , So folgt
o Gy, g
1_ekat .
Y1 = Yat(G-Y,). A At =y +(G-y).Kk,.At , daraus ist k ablesbar:
1-e
K. =
At At

. Verwandte Begriffe: Sattigung

. Typische Beispiele: In der Biologie bei Abbauvorgangen, bei der Nutzung von regenerierbaren
Vorraten (z.B. Waldnutzung, Fischerei), bei der Ausbreitung von Krankheiten oder von Information,
bei physikalischen oder chemischen Prozessen (z.B. Erwarmung, Abkuhlung, Aufladevorgéngen
etc), in der Finanzmathematik bei der Tilgungsgleichung.

Beispiel 16:In einer genligend groRen Nahrldsung befinden sich anfangs 100 Bakterien, die sich so
schnell teilen, dal3 sich ihre Anzahl in jeweils 20 Minuten verdoppelt.

Simuliere die zeitliche Entwicklung der Bakterienanzahl. Nach welcher Zeit wird eine kritische Zahl von
1.000.000 Bakterien tberschritten?
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Beispiel 17:(3.Bohm, TI192-Skriptum: Wachstums- und Zerfallsprozesse)

Ein Okosystem vertragt maximal 2000 Exemplare einer Tiergattung. Der jahrliche Zuwachs it ein fester

Prozentanteil p der jeweils noch bestehenden Freiraumes ( = 2000 - Bestand). Zoologen setzen 200

Individuen frei.

a) Beschreibe anhand einer Tabelle die Entwicklung fir die ersten 10 Jahre. Versuche eine Prognose.
(Arbeite mit p = 5%).

b)  Wie lautet ein geeignetes Folgenmodell?

c) Bilde das Folgenmodell fiir 2,5%, 5% und 10% und stelle die Graphen in einem gemeinsamen
Fenster dar.

Jahr n | Freiraum am Anfang | Zuwachs wéhrend des| Bestand am Ende
des Jahres Jahres des Jahres

0 200

1 1800 90 290

2 1710 85.5 375.5

3

4

5

6

7

8

9 922.3

Beispiel 18:(J.Bohm, TI192-Skriptum: Wachstums- und Zerfallsprozesse)

Ein neues Produkt wird am Markt eingefiihrt. Man rechnet zu Beginn mit einer Nachfrage von annahernd

3000 Stk./Monat, wobei man aber annimmt, dal3 die Nachfrage mit der Zeit sinken wird. Langerfristig

wird eine monatliche Absatzmenge von ca. 1200 Stk. erwartet. Die nachgefragte Mengansitiiktm

um einen festen Prozentsatz der jeweiligen Differenz aus der monatlichen Absatzmenge und der

Untergrenze von 1200 Stk.

a) Beschreibe den monatlichen Absatz mit dem Folgenmodell fiir unterschiedliche Prozentsatze (p
= 2,5%, 5% bzw.10%).

b)  Warum spricht man hier von einer ,gebremsten“ Abnahme?

c) Wie lauten die expliziten Absatzfunktionen fir die vorliegenden Prozentsatze.

d) Durch geeignete Mallnahmen soll der Absatzriickgang so weit gebremst werden, dal3 nach Ablauf
von 5 Jahren noch immer ca. 1800 Stk./Monat verkauft werden kénnen. Welcher Prozentsatz p ist
anzustreben? (Experimentiere mit geeigneten Werten bzw. l6se die entsprechende Gleichung mit
dem Funktionsmodell!)

e) Erstelleflr p=7,5% Tabelle und Graph fir diematliche Absatzmenge sowie flir den monatlichen
Absatzriickgang.
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Beispiel 19:Newtonsches Abkuihlungsgesetz (J.Bohm, TI92-Skriptum: Wachstums- und Zezéstszjro

Ein Korper der Temperatur T paldt sich an die Temperajweiner Umgebung seiner Umgebung mit
einer Geschwindigkeit an — Abkiihlung oder Erwarmung —, die proportional ist zur Differenz seiner und
der Temperatur seiner Umgebung.

a) Erlautere das Modell: ~ T(n) =T(n-1) -« T(n-1) - §)
b)  Wie lautet die zugehorige ,,Abklhlungsfunktion“ ?

c) Ein Koérper mit der Temperatur von 60°C wird der Raumtemperatur von 20°C ausgesetzt. Wird
die Zeitin Sekunden gemessen, dann hat die Proportionalitdtskonstante in diesem speziellen Fall
den Wert 4,6.18
Wie lautet die Abkiihlungsgleichung? Welchen Wert hat die ,,Abkuhlungskonstante“? Zu welchem
Zeitpunkt hat sich der Kérper auf 30°C abgekiihlt? Welche Temperatur hat der Kérper nach 10
Minuten?

d) Die GuBmasse einer Schiffsschraube kihlt sich in ihrer Form in 28 Tagen von 1000°C auf 100°C
ab. Die AuRentemperatur ist gleichbleibend 10°C. Bestimme die Abkihlungskonstante c. Eine
Weiterbearbeitung des Rohlings ist erst bei 50°C mdglich. Wann kann das frihestens sein?

e) Eine auf 2°C gekihlte Getrankeflasche wird aus dem Gefrierfach genommen, um bei einer
Raumtemperatur von 22°C genossen zu werden. Nach 6 Minuten hat das Getrank eine Temperatur
von 8°C. Wann sollte es getrunken werden, wenn 15°C seewm@ack am besten zur Geltung
bringen?

Beispiel 20:An einem Gymnasium einer Kleinstadt soll unter Mitwirkung der ortlichen Feuerwehr ein
streng geheimgehaltener Probealarm durchgefiihrt werden. Durch gute Beziehungen zur Feuerwehr
erfahren zwei Schiler dieser Schule den Termin. Ab diesem Zeitpunkt erfahren pro Tag 15% der Leute,
die den Termin noch nicht kennen, ebenfalls davon. Die Schule umfafdt insgesamt 800 Schiiler, Lehrer
und sonstige Bedienstete.

a) Stelle die Informationsausbreitung graphisch dar.
b)  Wie viele Leute wissen nach einer Woche vom Termin?
¢) Wann sind 90% der Schule informiert?

d)  Ermittle die mittlere und die mittlere prozentuelle Anderungsrate zwischen dem elften und dem
finfzehnten Tag und beschreibe die Bedeutung dieser Werte mit Worten.

Beispiel 21:Jahresringe (R.Taschner, Mathematik 2)

Das Alter einer Fichte (der in Mitteleuropa verbreitetsten Baumart) wilderungsweise dadurch
bestimmt, daR man den Durchmesser d des Stammes in 1,3 Meter Hohe mil3t: Bexe:ic%nen den
Reziprokwert des in Metern gemessenen Durchmessers und t das Alter der Fichte in Jahren, folgt ziemlich
genau das empirische Abnahmegeseift) = 1+20e Y20

a) Wie grofl3 sind Fichtenstammdurchmesser von Baumen, die 10, 50 oder 80 Jahre alt sind?
b)  Wie alt ist eine Fichte, deren Stamm einen Durchmesser von 50 Zentimeter hat?

Beispiel 22: (J.B6hm, T192-Skriptum: Wachstums- und Zerfallsprozesse) Ein Stromkreis besteht aus
einem Ohmschen Widerstand R und einen Kondensator mit der Kapazitat C. Zum Zeitpunkt 0s wird eine
konstante Gleichspannung &lngeschaltet. Dem Kondensator wird Ladung zugefiihrt, wobei die Ladung

Q von 0 auf den Maximalwert,Q = C - U, ansteigt. Die Ladung Q(t) zum Zeitpunkt t a3t sich durch
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gebremstes Wachstum mit der Wachstumskonstaﬁtég beschreiben (c ist dabei auf die Zeiteinheit
s bezogen).

a) Wie lautet die Gleichung, die die Ladungsmenge Q(t) des Kondensators beschreibt?

b) Berechne fir C = 1000 uF und R = 5QQlie Zeit t in der die Kondensatorladung auf ihre halbe
Maximalladung angestiegen ist. Wovon hapgta?

c) Erstelle eine Tabelle und den Graphen mit der Ladungsmenge, dem Zuwachs/s und der freien
Kapazitat des Kondensators. Bestimme die zugehoérige Wachstumsrate k.

Beispiel 23:(nach R. Taschner, Mathematik 2) Kondensator bei Gleichspannung: Sind ein ohmscher
Widerstand R und eindfidensator mit Epazitdt C in Serie geschaltet, bewirkt das Anlegen einer
konstanten Gleichspannung &h den Kondensatorplatten einen Spannungsabfall U(t), der von der Zeit

t nach der Formeb (t) = Uy (1-e R¢) abhangt.

a) Wie viele Sekunden nach dem Einschalten erreicht die Spannung bei & grithG = 2uF 95%
seines Endwertes?

b) Wie groB3 ist bei einem Widerstand von R=20fie Kapazitat des Kondensators, wenn die
Spannung U nach 10 Sekunden 95% des angelegten Spannungsyerteght hat?

Logistisches Wachstum

. Verbale Beschreibung

Wachstum um einen festen Anteil deiffBrenz zwischen eindVachstumsgrenze und dem aktuellen
Bestand (Wachstum proportional zum ,Freiraum®, zur ,Restkapazitat”).

oder

Ein Wachstum, bei dem die Anderungsrate proportional zum Bestand und zum Freiraum ist, heif3t
logistisches Wachstum

oder
neuer Bestand = alter Bestand + Zuwachs und:
der Zuwachs ist proportional zum jeweiligen Bestand und zum jeweils letzten Freiraum.

. Fludiagramm

| |

Eeftand

Duwwachs

Wachstumstaktor C

Freiraum Wachstumsgrenze

. Gleichungsdarstellung
a) Diskretes Modell ( G. ... Sattigungsgrenze )

Yoe1 Yn = KY(G-y)  k=kyg, R — Iterationsforme] y, ., = y,+ky,.(G-y,)
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B) Kontinuierliches Modell

d
?i’ - ky.(G-y) Ko ER
[ ! dy - [ikdt
Gy-y
[d 1 111 1
L 1y(Cjify) Gy GGy
= (Zdy+= [——dy = [kdt
ny Y GJ G-y y f

In|—Y_| - Gkt+Gc
G

-y
y _ @Ckt:Ge
-y
y = Geth+Gc7yeth+Gc
Geth+GC
y =
1+eth+Gc
G.eGC 0
[ da y(0) = 1.0 y(0)+y(0).€%¢ = G.e% = e®° = —Gy(y()O)
. _
y(t) - y(0).G.e°"
(G-y(0))+y(0).e%
v - —— YO

~ y(0)+(G-y(0)).e °K

Auch beim logistischen Wachstum |af3t sich natirlich wieder die Beziehung zwischen der diskreten und
der kontinuierlichen Zuwachsrate herstellen:

K,.y.(G-y).At ¥

yn+ 'yn' _yn " =

) Yy +(G-y,).e

Gyn,yf,yn.(G,yn).e’
Y, +(G-y,).e

(G-y,)-(1-e™%)

Y, (G-y,).e

1iekaAt

1
t'yn.(liekaAt)_'_G.ekaAt At
1

kGAt

KyY,-(G-y,).At =

KyY,(G-y,).At =

k

X
1
2|

®

At

1 Yn? ekGat_q

t G ekaAt
Yn* kGA
1-g GA

A
A

K. =

At
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Bemerkung: Im Vergleich zu den vorher behandelten diskreten Zuwachsraten ist hier die Zuwachsrate
beim logistischen Wachstum vom aktuellen Wert vpnd/h. vom aktuellen Bestand abhéngig!

. Verwandte Begriffe: Sigma-Kurve, Deterministisches Chaos, Feigenbaumszenario

. Typische Beispiele: Langenwachstum in der Biologie, Wachstum von Populationen in einem
abgeschlossenen Biotop, Entwicklung von Populationen bei gegenseitiger Behinderung (Dichte-
streR3).

Beispiel 24:Die Baren sind los! (B.Waits in einer Ubersetzung von J.Béhm)

1950 gab es im Jellystone Natalpark — ein ,@schlossenes Okosystem — 10 Grizzlybaren. Man weil,
daf3 der Park Raum fir ca. 100 Béren bietet. Der jahrliche Zuwachs ist etwa proportional zur jeweiligen
Barenpopulation, aber auch zur jeweils freibleibenden Restkapazitat.

Biologen nennen uns einen Proportionalitatsfaktor wah001
Wie viele Baren gibt es nach diesem Modell im Jahr 1980?
Wann kann man 99 Grizzlys erwarten?

Suche eine Erklarung fir diesen Wachstumsverlauf!

Beispiel 25:(nach G.Ossimitz: Materialien zur Systemdynamik, zitiert nach J.B6hm, T192-Skriptum:
Wachstums- und Zerfallsprozesse) ) Verbreitung eines Produkts

Wir nehmen an, daf3 sich ein Produkt auf einem Markt mit einer begrenzten Marktkapazitat ausbreitet
wie eine ansteckende Krankheit. Jeder potentielle Kaufer erwirbt das Produkt nur einmal.

Als Kapazitat werden 1500 Einheiten angenommen und man startet mit eineruvgrtedn 20
Werbeexemplaren. Als Wachstumsrate/Monat (=k) schatzt man den Wert 0,0005. Das Wachstum der
Verbreitung entspricht dem monatlichen Absatz.

a) Erstelle das diskrete Modell fur die Verbreitung des Produkts mit den zugehdérigen Absatzmengen.
b)  Stelle die Verbreitung und die Absatzmengen in einer geeigneten Form graphisch dar.

c) Wann wird die halbe Marktkapazitét erreicht sein?

d) Wann wird das Absatzmaximum erreicht?

e)  Wann wird die 1000 Einheitengrenze tbersprungen?

f) Andern sich die Ergebnisse c) bis e) wesentlich, wenn man mit 50 Werbeexemplaren beginnen
wirde?
g) Wie lautet die entsprechende logistische Wachstumsfunktion?

Beispiel 26:Steueraufkommen (J.B6hm, T192-Skriptum: Wachstums- und Zerfallsprozesse)
Die Steuereinnahmen S (in Mill. ATS) eines Wirtschaftszweiges wachsen nach der Formel:

6

s(t) =
1+4-e @

Nach t=3 Jahren betragen die Einnahmen bereits 2,7 Millionen ATS.

a) Berechne die Wachstumskonstante c¢ (auf drei Dezimalstellen genau).

b)  Mit welchen Einnahmen wurde tberhaupt begonnen.

c) Erzeuge den Funktionsgraphen in einem geeigneten Mal3stab und skizziere den Graphen.

d) Zu welchem Zeitpunkt steigt das Steueraufkommen am raschesten? Markiere den Zeitpunkt am
Graphen.

e)  Wie hoch ist Deiner Meinung nach die obere Grenze der Steuereinnahmen? Begriinde!
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Hyperbolisches (explosives) Wachstum

. Verbale Beschreibung
Wachstum ist proportional zum Quadrat des Bestandes
oder

Ein Wachstum, bei dem die Anderungsrate proportional zum Quadrat des Bestandes lstpaiif
lisches Wachstum

oder
neuer Bestand = alter Bestand + Zuwachs und:
der Zuwachs ist proportional zum Quadrat des Bestandes

. Gleichungsdarstellung

Yo = Yo rky?

. Verwandte Begriffe: Bevolkerungsexplosion, Wissensexplosion, Publikationsflut

. Typische Beispiele: Populationsentwicklung (wenn die einzelnen Individuen sich nicht—wie beim
logistischen Wachstum behindern, sondern helfen, kommt es zu einer Verstarkung des Wachstums).



