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Rechnen mit Vektoren,
analytische Geometrie

Themenbereich

Vektorrechnung, analytische Geometrie

Inhalte Ziele
» Eingabe von Vektoren » Erlernen des Tl-Handlings im Zusammenhang
« Rechnen mit Vektoren mit Vektoren und Rechenoperationen mit
, 5 Vektoren.
* Normalvektoren im R ) .
) » Erforschung des als Black Box eingefiihrten
* Vektorielles Produkt vektoriellen Produkts.
* Flacheninhalt eines Parallelogramms « Anwendung des vektoriellen Produkts zur
» Kreis und Gerade Berechnung der Flache eines

Parallelogramms.

» Bearbeitung von Aufgaben der analytischen
Geometrie mit dem TI-92.

Ausfuhrliche Schritt-flr-Schritt-Dokumentation von Aufgaben der analytischen Geometrie.
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Vektoren

Vektoren werden beim TI-92 mit eckigen Klammern eingegeben, wobei die einzelnen Komponenten
durch Strichpunkte getrennt werden missen.

i i 1 Few Fzw Fyr FE Fa
Mit diesen Yektoren kann dann gerechnet werden. [i a1 cibraloaTe ot her Pranojc1car: a-z. |
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Zur Vereinfachung legen wir uns fir das praktische e sebralcETe ot her [PramIolc1ear a-=..

Rechnen die beiden folgenden Vektoren an:
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Befehle fir das Rechnen mit Vektoren:

Grundrechenarten

Skalare Multiplikation dotp(vl,v2)
Vektorielle Multiplikation crossP(v1,v2)
Betrag eines Vektors norm(v)
Einheitsvektor unitV(v)

Fur das Rechnen mit Vektoren wurden von mir die folgenden Variablen und Funktionen mit
den Schiilern erarbeitet und im Folder VEKTOR abgespeichert. Sie sind gelockt und kénnen
somit weder versehentlich Gberschrieben noch geléscht werden.

Xy [X;y]

Xyz [X:y;z]

cosa(vl,v2) Cosinus-Alpha-Formel, Erg.: cos(a)
enf(ep,nv) Ebene in Normalvektorform (R3)
epf(ep,vl,v2,parl,par2) Ebene in Parameterfor

gnf(ep,nv) Gerade in Normalvektorform (RZ)
gpf2(ep,v,par) Gerade in Parameterform i
gpf3(ep,v,par) Gerade in Parameterform i

nv2(v) Normalvektor auf v i

Die Funktion nv2(v) laRt sich auf die folgende Art definieren:

Wir definieren den Vektor v und wenden darauf die
Funktion rowSwap an; dadurch wird die erste mit der
zweiten Zeile vertauscht.

Auf dieses Ergebnis lassen wir die Funktion mRow(z,v,n)
wirken. Dabei wird die n-te Zeile des Vektors v mit der
Zahl z multipliziert.

Dieses Ergebnis wird als nv2(v) abgespeichert. Damit
steht diese Funktion zur Verfiigung und kann jederzeit
aufgerufen und angewendet werden.

Etwa auf den Vektor a.

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

[ux] [ux]
| | -+

Ly uy

B popSwapiy, 1, 20 [UH]

L

uy ]

B pRow -1, FowSwapiyw, 1,21, 22 [ .

mBow¢ "1, rowSwaptu . 1,23 .23

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

YEETOR DES AUTO FUMC /30

B pRow -1, rowSwapiv, 1,23, 22
— ]

B pRow -1, rowSwapiv, 1, 20, 21 F nw2iu)

Dok

%) [
] -3
P2 a) [:g

nv2tal

YEETOR DES AUTO FUMC B/30
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Beispiel:
Gesucht ist die Gleichung der Geraden durch den Punkt P1(4/-5) mit dem Richtungsvektor (3/4).

v e |PramI0f: ] Die Vektoren werden angelegt.
_[4 ]+ ) [4 ] Die Gerade als g; speichern.
-5]7F -5
[o]ov H
M= 3+ 4]
By =pl+i-ul +al [':I=4'A—5_
xy=pl+hxyl-+gl
YEKTOR DEG AUTO FUMC 2/ 2
[,hﬂ[m sebralcatc|other Pramiolciear sz || Wi sucheln die Gleichung der Geraden durch P 5 (5/1)
TS pLT ARl [u=4.»-5] mitdem Richtungsvektor (2/-1).
H H
L] + p2 . .
1 1l Die Gerade als g, abspeichern.
z 2
'[ -1] s [1]
A S g [x=2-u+5
g4="p+l |

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ Fi T FE ]’ 3 i i
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=.. Gesucht ist der SChnlttpunkt'

By =pZ+ Pl gl

4=+l

B=Fa-2p-1] Mit dieser Technik kann auf die einzelnen Zeilen
mal-az [m=4-a+u—s ] zugegriffen werden.
B=3-a-Zp-1
l5nlue[[u= 4omtp-6 ][1, 1],A]
—2u+l
A3
solyeans (101,11, 4>
YEKTOR DEG AUTO FUMC B30
[ iiﬂlm sebralcolc|other pramiolciear 5z | Die Koordinaten des Schnittpunktes werden berechnet
Uo=F=Fp=6 0 T 1T und abgespeichert.
B
=
=

B=3-a-2-pu-1 -
.EDIUE[[D=4'}\+M—5 ][2,1],u]|>~——3b

p=14-11
w=083-111
u g7 =14-11
92w [L_:= - 311
g2 lp=14-11
YEETOR DEG AUTO FUMC 10/Z0

1 Fzw Fzw Fyw F& Fa 1 1 i i
F P L L O SN L L Das letzte Ergebnis ist die Gleichung der

_[9341 ]+5 [83/11 Winkelsymmetralen.
- 311 - 311
g =+ s [unitUiul) + unitU0uz)

><=A-[2.—S’E+3/5]+83/11

u=h-[-TE+ 4;5] - 311
xy=s+i*¥Cunitviuldtunituiud>>
YEETOR

DES AUTO FUMC 12/30
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Beispiel:

Zeige, dal die beiden Geraden g1: (X,y,z) = (0,1,-5) + Al(2,-2,3) und g2: (X,y,2) = (1,3,-2) + ul(1,-2,1)
einen Schnittpunkt besitzen und bestimme die Gleichung der Ebene ¢, die von den beiden Geraden

aufgespannt wird.

viﬂ ngFéEr*a I:Fagi'i: D{ﬁver* F'r*ngmIIII l:le-ar'ﬁE a—Z..
[z ] [z ]
1 17
s :
-2 -2]
1 17
1 1 ]
[1;-2;11+a2 I
WEETOR DEG AUTD FUME G730

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

[1] [1]
W=2 A 1
B gpt3ipl, al, sl [u='2-h+1
z=3a-5 |
w=p+1 1
" apf3(p2, a2, 1) [u='2-u+3
z=p-—-2 ]
WEETDR DEG AUTD FUME G730

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

|_z=|.1—2
w=2 A x=p+1
'[u= -2-ad+ 1]—[g= -2-u+3]
z=3a-5 z=p-2
O=2-5-p-1
O=-2-424+2-p-2
O=3-3-pn-—3
W ][ [x=p+11[y="2%p+31[==p—211

YEETOR DES AUTO FUHC 8,30

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

a=2-a-p-1
BO=-2-a+2-p-2(1,1 O=2-a-p-1

O=3-a2-p-3

a=Z2-a-p-1
Ba=-2-at+2pn-2|2.1

Q=3-a-p-3

0=-2-a+2-p—=

W —2XA+2%p—21[0=3%A—p—31102,1]

YEETOR DES AUTO FUMC 1130

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

a=2-a-p-1
BO=-2-a+2p-2|2,1

O=3-a2-p-3

=Zoa+2op-2

a=2-5-p-1
Ba=-2-a+2n-23,1 B=3-a-p-3

A=3-4-p—23

Zuerst werden die Einstiegspunkte und die RV
eingegeben und gespeichert.

Die Geradengleichungen anlegen.

Die Geradengleichungen werden subtrahiert, dieses
Gleichungssystem in Form einer Matrix bleibt tber.

Durch Zerlegung in die einzelnen Zeilen erhélt man drei
Gleichungen.
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|’F1 ]’ 54 T rgv]’ Fi T FE ]’ FE ] i i 0
b E Algebra|Calc[0ther PranI0|Clear a-=.. Das GleIChungSSyStem wird geIOSt'

meoluetB =2 a-p-1,n A=t

msolue(@=-2-a+2u-2,u|a=23L

Zur Probe setzt man in die dritte Gleichung ein.

w=3

wrl =3 a=2

Z
BE=3a-p-3F|a=2 and p=3 Lrue

=

O=3*d—p—-31Ah=2 and a=3

YEETOR DES AUTO FUMC 18:/30

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ] i i
- E AlgebralCalc|0bher |Pranl0|Clear a-z=.. SChmttpunkt als Sl SpeIChem'

e
mpZ+p-aZ|p=3+sl [ -z]| Ebenengleichung in Parameterform.
1

mOellar A, n Dare
=2 -a+p

gz =pl +%-al +p-a2 [g='2-:«—2-u+1
z=3-atp-35

wyz=pl+i*al+uxa
YEETOR DEG AUTO FUMC 19/20

1 Few Fzw Fyr FE Fa i i i i
o i oot [t e [Tl Lo == | Jetzt soll die Ebenengleichung in parameterfreier For

R=Z- A+ dargestellt werden.
l[ :|[1,1:|->911 =2 At

y=-2-xa-2-p+1
[2, 1}-}912

Z=3'3+p-—-35
[x=2-h+u

y="Z2-a-2-p+1

w2 Xptl [ =z=3%h+p-51102,11+g12]

y=-2-Aa-2Z-p+1
WEETOR TEG AUTO FUME Z1/30

z=3-aAa+p-23
|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ ruvT FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..
l\‘g='2->\—2-u+1 2,1]+glz
z=3-a+p-5

y= "Z2-x—-2-p+1

w=Z2-atp
mly=-2-a-2-p+1|[3.1]+4gl3

z=3-aAa+p-23

z=3F-a+tp—-35
w—2¥p+1][z=3%h+p—51103.1]1+g913

YEETOR DES AUTO FUMC 2230

1 Few Fzw Fyr FE Fa i i 0
o i oot [t e [Tl Lo == || Zeilenweise trennen und das System I6sen.

= & T I
l\‘u='2->.—2-|.l.+1 3.1]+4gl3
=z=3-a2+p-5

Das ist die Ebenengleichung.

z=3-aAa+p-3
mZ-gll +4gl2 2mty=2-n+1
mglz+2-9l3 y+Z2-z=4-5-19
B 2wty =2-a+11-(u+2Z-z=4-2-9)
4-w+y—2-z=11
2XC2 N+ =2 ¥_+1 3 (u+Bxz=4%a—9)

YEETOR DES AUTO FUMC &30
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Zusatz zu diesem Beispiel:
Berechne den Schnittpunkt der Ebene € mit der Geraden gs: (X,y,z) = (2,-1,1) + t[(5,1,-2)

[,hﬂ[m rralct |t her Prantoclesr &z | J€T2E wird die Geradengleichung aufgestellt.
d4-w+y-2-z=11
2 27
i} ;
1 1]
5 5 7
-2 il
YEETOR DES AUTO FUMC &7 30
viﬂ ngFéEr*a I:Fagi'i: D{ﬁver* F'r*ngmIIII l:le-ar'ﬁE A—ZF...
(1] (1]
5 5 7
-2 2]
H=5b 42 ]
muyr =pi+t-a3 + a3 [u=t—1
z=-2-1+1]
YEETOR DES AUTO FUMC /30
viE ngFéEr*a I:Fagi'i: D{ﬁver* F'r*ngmIEl l:le-ar'ﬁE a-z.. Koordinaten des Schnlttpunktes.
gz =p3+t-a3 4=t -1
z=-2-t+1]
moolueld-m+y-2-z=11,L)|x=5-++2 amp
t =625
1655
BEI+t-al |t =625 [-19/25
13725
pl+t*adlt=6-25]
YEETOR DES AUTO FUMC =030

Als Ubung bestimme den Winkel zwischen den beiden ersten Geraden.
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Beispiel:

Die Gerade g ist durch den Punkt P(3/5) und durch den Richtungsvektor (4,-1) gegeben.
Gib die Gleichung der Geraden in Normalvektorform an

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

“[s]- H
5] M
]

1
B uZEial +n [ -1
-4
B g, 1 “x—d-y= -2F
anf {p,.n2
WEKTOR TEG AUTD FUME 4750

rfim]’ Fev Tr;v]’ ruvT FE ]’ F& ]
~ f—|Alacbra|Calc|Obther [PramI0|Clear a-z.
Bxd=pl+a-al [x=4-}\+3]
y=-u4+ 35
w=d-h+ 3
u 1,1]+4all =d-5+3F
Iniovsy BIEAL x
=g -4+ 3
L] Z2,1|+4gl2 = -x+5
ey R .
mgll +4-gl2 w+d-y=2F

g11+4%g]2
VEETOR DEG AUTD FUNC 15770

Zuerst speichern wir die gegebenen Vektoren.
Normalvektor der Geraden berechnen.

Geradengleichung ermitteln.

Ein anderer Weg: wir setzen die Gerade mit der
Parameterform an und berechnen daraus die
parameterfreie Form.

Liefert das gleiche Ergebnis! Gott sei Dank
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Das vektorielle Produkt - Ein anderer Zugang

Gegeben sind die beiden Vektoren al = (3/-2/5) und a2 = (2/1/-1).

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

3 3]
m -Z(=+al -2
o 3

2 2]
-1 -1
[2;1;-1]+a2 I
WEETOR DEG AUTD FUME 2730
viﬂ ngFéEr*a I:Fagi'i: D{ﬁver* F'r*ngmIIII l:le-ar'ﬁE a—Z..
[-1] [-1]
= dotPal , a2 -1
-3
mcprossPral , a2) + o [13
T
®dotPlal . cl 0]
ot Plaz, cl o]
WEKTOR DEG AUTD FUME G730

In den Rechner eingeben und abspeichern.

Zuerst bilden wir mit dotP(al,a2) das skalare Produkt.

Dann bilden wir crossP(al,a2); das Ergebnis istein
Vektor. Diesen Vektor als c speichern.

c steht normal auf al.
c steht normal auf a2.

Wie wird das vektorielle Produkt berechnet?

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

®dotPlazZ, c) 0]
ax ax

] |:al=|:| +a ad
az LaZ]
b [

. |:bl=|:| +h by
bz Lbz]

[hx;byi;hz]+h

WEKTOR DEG AUTD FUME _B/30

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

-lng+h lbu
bz bz
[au-bz —az-by ]

-ax- bz + az-bx
ax-by - ag-bx |

mcrossPla, bl +n

®dotPla, n) o]
 dotPih, n) o]
dotp<h,.n>

YEETOR DES AUTO FUMC 1130

Diese beiden Vektoren anlegen.

Bildung des Kreuzprodukts - damit haben wir die Formel
erhalten.

Beweis der Rechtwinkligkeit.
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Eigenschaften des vektoriellen Produkts

viﬂ B

[bz]

fiera F'r*ngmIIII e o

[bz]
ad-bz - az-by 1
-ax- bz + az-bx

mcrossPla, bl +n

ax - by - ag-bx
-

mcrossPlh, &)

crossPCh,al
YEETOR DEG AUTO

FUNC 716

Wir definieren einen neuen Vektor c.

alb=-b0Oa

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

e |Pram o)
[y
:
CZ]

[au-cz—az-cu+bu-cz—bz-cu 1

tax-cztazr-cx—bx-cz+bzocox
ax-od — ad-ox +beog - by-cx

ay-cz—az-cd+by-cz-bz-cy ]
['ax-c,z+az-c,><—b><-c,z+bz-c,><
ax-cd —ayg-cx +beoy - by-cx
B crossPla, o) + crossPib, o)
ay-cz—az-cd+by-cz-bz-cy ]
tax-cztazr-cx—bx-cz+bzocox
ax-od — ad-ox +beog - by-cx

crossPCath,.c?

YEETOR DES AUTO FUMC E/16

crossPCa, cr+tcrossPeh. 2
YEETOR DEG AUTO FUMC 16720

Es wurde gezeigt: (a+b) O ¢ =alc + blc

(Verteilungsgesetz)

rfim]’ Fev T 5 ]’ G T FE ]’ F& ]
= f—|Alacbra|Calc|Other Pranl0|Clear -z
| | [ =4=

ay-bz-x—az-by-x
max-bz-a+az-be-i
ax- by -a—ag-bx-a |

B orozsPla-a, b

® - crossPia, b

crossPCh*a. by

sar sz |
[ag-bz — az-by)-a
® o -crossPoa, by “[ax-bz —az-bx)-a
[ax-by—au-bxl-a |
ay-bz-x—az-by-ix
max-bz-a+az-be-i
ax-by-x —ag-bx-a |

B orozsPla, a-b)

crossPCa, hxhy

YEETOR DES AUTO FUMC z/16

YEETOR DES AUTO FUMC 18:/30

Es wurde gezeigt: (A\@) O b =Alladb)=a O (AD)

Ubung: Untersuche, ob das vektorielle Produkt assoziativ ist
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Flacheninhalt des Parallelogramms

Gegeben ist ein Parallelogramm, das von den beiden Vektoren a und b aufgespannt wird.

Far den Flacheninhalt gilt: A=+ a2 [b? - (a (b)2 .

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

2%
ad
az]

b
by
bz

YEETOR DES AUTO FUMC 2/%0

by
b=z
-JdutP(a ; ar-dotPib, by - (dotPia, b)jz * Ll

Jaxz-[buz + bzz] -2 ax-(au-bu+ az-bz)- bk
B pormlcrossPia, b + L2

Jaxz-[buz + bzz] - 2 ax-(ag by + az-bz) kP

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..
b

normtcrossPCa, b+t

YEETOR DES AUTO FUMC 4430

Wir arbeiten im Folder Vektor, die beiden Vektoren a
und b wurden bereits angelegt.

Wir lassen A aus obiger Formel berechnen und

speichern als t1.

Ebenso | a O b |; speichern als t2
und vergleichen die Ergebnisse.

Achtung! Der Rechner rechnet sehr lange!

Die ersten Teile sind identisch. Zur genaueren Untersuchung subtrahieren wir vom ersten Ausdruck

den zweiten.

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PramI0|Clear a-=..

1] -1z 0]
12112

axz-[buz + bzz] - Z-ax-[au- by + az-bz] bxk
w43% 120

axz-[bgz + bzz] - Z-ax-[ay by +az-bz] bxk
LI Dl ey o]

t12-t22

YEETOR DES AUTO FUMC B30

t1-t2 ergibt O
Rechenzeit etwa 1.40 Min!

Als Versuch wurde zuersttl ° berechnet und als t12
abgespeichert, anschlieRend t2° und als t22 gespeichert.
Diese Berechnungen brauchen auch sehr lange.

Die Summe t12 - t22 wird sofort berechnet, die gesamte
Rechenzeit nimmt aber nicht ab.

Meine Folgerung: groRe Wurzeln moglichst vermeiden

Fur den Flacheninhalt des Parallelogramms haben wir somit erhalten:

A=|aOb|
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Beispiel:

Wir behandeln ein Beispiel i R’. Gesucht ist die Gleichung der Ebene, die durch die beiden
Vektoren (2,-1,5) und (3,4,-2) aufgespannt wird und die den Punkt (2,-5,3) enthalt.

lpraminfiens oo || Die Vektoren wurden angelegt.

[3;45-2]+u2

VEKTOF DEG AUTD FUNC 1/ =
E T i i FE . HH
L ] R TR TN g |Pram IO e g

s )
'[;]”1 L'l_

[3 1] [31]

[3;4; 21v2

WEETDR TEG AUTO FUME 3¢ &

|‘F1 T Fev T 5 T G T FE T F& .

- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=.. Normalvektor,

LI ) 4 .

- -z| Gleichung der Ebene.

-18]

B cprossPiul , wd) + R 19
11 |

® dotPxyz , iy = dotPUpl ;)
-18-x+19-y+11-z= -98

dotptxve. . n2=dotpipl.n?
DEG AUTO

YEETOR FUMC E/30

Liegen die Punkte P, (3/-1/5) und P3 (3/0/-4) in der Ebene?

viﬂ ngFéEr*a I:Fagi'i: D{ﬁver* F'r*ngmIIII l:le-ar'ﬁE a—Z.. viﬂ ngFéEr*a I:Fagi'i: D{ﬁver* F'r*ngmIIII l:le-ar'ﬁE a—Z..
Sl18 - x+ 19-y+11-2= 98 Il'1J+p2 [-1
3 3 5 5
i [
5 5 n [g } +p3 [m
3 3] -4 =]
'[E' }Hﬁ [E' = dotPOR2 . 1) = dotPopl, m) falze
-4 ~4 B ot PLES ., h) = dotPOpl . nd Lue
[3;0; 4]1+p3
WEKTOR DEG AUTD FUME 7730 WEKTOR DEG AUTD FUME 8750
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Gesucht ist die Gleichung der auf die Ebene normalen Geraden g, die durch den Punkt P verlauft.

Schnittpunkt Sz von gz mit der xy-Ebene.

Berechne den Flacheninhalt des Dreiecks P1P3S3!

viﬂ ngFéEr*a I:Fagi'i: D{ﬁver* F'r*ngmIIII l:le-ar'ﬁE a—Z..
=18 m+ 3]
By =pI+ a0+ a3 |:l=|=19->~
z=11-%-4 |
Booluell =11 -5 -4, ) A=d4-11
w= - 39-117
Bg3|a=4-11 [u=?6/11
z=0 ]
g3l A=4-11
WEKTDR [EG AUTD FUME 12750

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

WTTEFIL [ F =5 BT
lE' J [EI |
Y-

11

]2 -crossPlsE - pl, p3 - P12 -%
212

11 |

WEKTOR DEG AUTD FUME 14/30
|’F1 ]’ Fev T 5 ]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

|-_ 218
11 ]
3T
11
— 'i?13EI 1EI-J121418
-218
11

W 3761110 -230-1110 2181111 >

YEETOR DES AUTO FUMC 1530

Gleichung der Geraden;
xy-Ebene;

Schnittpunkt als Sz abspeichern.

Kreuzprodukt als ersten Schritt zum Flacheninhalt.

Absolutbetrag davon = Flacheninhalt.
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Bestimme die Gleichung der Geraden g, so, daf3 P, auf der Geraden liegt und diese normal auf die

Ebene steht.
Schnittpunkt S; mit der Ebene.

Zeige, dal3 S tatséchlich in der Ebene liegt und berechne das Volumen der Pyramide P 1P3S3S;,

wobei S, die Spitze darstellt

2= "18- 4+ 3]

Bz =pZ+a-n gl uy=19-2-1
z=11-4+5 |
m-18-x+ 19 g+ 11-z= =95 |x= -18-4+ 3 arp
SEE-x - 18 = -93

soluslS0E - 5 - 18 = -98, 1) A= -%
solue(B06xh—18="98, 4>
YEETOR DEG AUTO FUMC 1B/20

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

soluslS0E - 5 - 18 = -98, 1) A=
1929 1
1o
-4 1163
"a2|x=ggy Y=g
_ 1575
=353 |
wallwy="1163-4031[==1575-40311]
YEETOR DEG AUTO FUMC 20/z0

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

R =Ti=]
=403
1929 1929 1
403 403
-1163 1163
e 303
1575 1575
303 403 |
LO3I[-1163-403101575,403]]1 2
YEKTOR DEG AUTO FUMC 0/20

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clear a-=..

lﬂ J l I57s
43 403
B dotP{sZ, n) = dotPipl . n) tirue
B A5 -dotPisZ2 —pl, crossPis3 - pl, p3 - plh
. i
33
- | -1732 1732
33 33

abhs(-1732-,33>

YEETOR DES AUTO FUMC 23/30

Gleichung der Geraden;

Mit der Ebene schneiden.

A berechnen und in die Gerade einsetzen.

S, speichern.

S; liegt tatsachlich auf der Ebene.
Volumen der Pyramide;

Absolutbetrag davon.
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Unter welchem Winkel schneidet die Gerade durch die Punkte S, und Sz die Ebene?

rfim]’ Fev T rgv]’ G T FE ]’ F& ]
= f—|Alacbra|Calc|Obther [PramI0|Clear a-z.
T == 1 p

dotPih, 55 - 522
nakmiR) - narmnlsE — 520

1617 [FARaEEy
N I el

1612 -J44E|422?]
u GDE*[W 39,8145

9+ 39, 514457903591 123.814

B Cos(o) =

39 814457205

DES AUTO FUMC 2a/30

Beispiel:

cos(a) - Formel oder Funktion verwenden ;
Umkehrfunktion;

+90°.

Die Punkte A(1/-3/3), B(0/3/1) und C(5/-7/-4) sind Eckpunkte eines Parallelogramms. Berechne:

a) Die Koordinaten des 4. Eckpunktes D.

b) Den Flacheninhalt des Parallelogramms.

c) Die Gleichung der Ebene ¢, die von A, B und C aufgespannt wird.
d) Die Koordinaten des Mittelpunkts des Parallelogramms.

e) Liegtder Punkt P(3/-2/5) auf der Ebene €?

f)  Die Gleichung der Geraden g, die durch die Punkte M und P geht.

g) Den Schnittwinkel von g mit €.

h) Welche Punkte auf g haben von P den Abstand r = 8 ] 157 ?

Durch geschicktes Anlegen und Abspeichern der Variablen ist dieses Beispiel mit dem Tl -92 sehr
schnell zu I6sen. Hier ergibt sich eine gro3e Zeitersparnis gegeniiber der handischen Variante.
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Beispiel:

Gesucht ist die Gleichung jenes Kreises, der durch die Punkte P(7/2) und Q(3/4) geht und der den

Radius r=5 E{/_Z hat.

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

[2]r H
)

3] 3
4 4
n5-[Zsp 5-[Z

47
p-g%py [?_
YEETOR DEG AUTO FUMC 4/20

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

TE—q %

ERERLE] |__2_
P+ 5
"z ch [3]
B gnfih, Pyl + = dow—-2-g=14
Boolueld-x—-2-g=14,u4) y=2zZ-x-T

W kS 1
[ ] =2 uw=7 %

[u]lu * " [2-x-?_
[x5;9]1w=2%x—7+m
WEKTOR DEG AUTD FUME _B/30

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

| ormlp — M) = 5-[><2—1EI-><+26]=5-E

l5nlue[ 5-[><2— 1EI-><+26-]=5-E,><]
®=8 or x=2

mp|x=8

k
|'2

g l=7
JCo X2 10%x+2620=5%TC2 )

YEETOR DES AUTO FUMC 12/30

Wir geben zuerst alle bekannten Variablen ein.

Es wird die Streckensymmetrale in Normalvektorfor
ermittelt und als s abgespeichert.

Da der Mittelpunkt auf s liegt, kann er mit einer
Variablen angesetzt werden.

Der Abstand zu P betragt r, diese Gleichung wird gelost
und wir erhalten zwei Ergebnisse fir die x -Koordinate
des Mittelpunktes.

Beide Werte werden in m eingesetzt.
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Kreis und Gerade

Beispiel:

Berechne die Schnittpunkte des Kreises k [(%,-%); 5 E{/_Z] mit der Geraden x = (5,2) + t[(1,3).

1 Fzw Fzw Fyw F& Fa 1 i i
F e a i s |eeTe ot hrer [Pram I 0l Lear a_z___] Zuerst geben wir die gegebenen Werte ein.

[5/2 ] [5/2 ]

n e

-1-2 -1-2

- EZE - EZE

(St 3]s 5452
2z 3 3t + 2]

[5;2]1+t*[15;3]1+

VEETOF DEG AITD FUNL 3730

1 Few Fzw Fyr FE Fa I i i i i i
o i oot [t e [Tl Lo == || Setzt man die Gerade in die Kreisgleichung ein, so
L]

== ==zl erhdlt man eine quadratische Gleichung in der
m(x-5:2)% +{u+1-2)° =rZ|x=al1,1] and®| Variablent. Diese wird gel6st und liefert die Werte
18-+2 +20-4 + 252 = 2572 0 oder -2.
meoluel10-+2 4 204 + 252 = 252, 1]

b=8or =2 |y die Gerade eingesetzt erhalt man die Schnittpunkte.

5
mglt=a

3| [2_
ol t=0
YEETOR DEG AUTO FUMC B/20

Wir wollen versuchen, die Sachverhalte grafisch darzustellen.

1 Few Fzw Fyr FE Fa i
o s [o T [0t e [P T0|o1ears sz | 2UErSt werden die gegebenen Punkte und Vektoren

T-127T [-1.z]| eingetragen.
- SIZE - SIZE

[2]r H

2
1 17
- [3] i [3_
[L11C311+a]
YEETOR DES AUTOD FUMC E/Z0

e T [T [t e |prenTolo1ears sz | Di€ Kreisgleichung (im Hinblick auf den Befehl Zeros)
[z] 7 [zl anlegen.

LI 5/2)2 +[u+ 1/2)2 -r2s g
Z
*

—5-x+'=|2+'=|—6

lzerui[xz—ﬁ-x+uz+u—5,u]

JH4-%2-28.%-25]-1 [ {422 - 2m)
2 2

zeros {x"2-D¥xty 2ru—G )

YEETOR

DES AUTO FUMC B/30
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rfim]’ Fev T r3v]’ Fir T FE ]’ FE ]
= f—|Alacbra|Calc|Obther [PramI0|Clear a-z.
T = =

_{J'[‘t-xz—ED-x—ZS]—l {[T4 =220,
2

2
Date
_{J-[4-x2—zm-x—2s]—1 [ {4.%2 - za)
2 2
Date
W X2 —20% k=250 +1 223 [ 2] w2 ()
WEKTOR DEG AUTD FUME B30
|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..
Dare
.{J'[4-><2—2El-x—25]—1 {[Ta <2 2a,
2 2
Date
B ghfip . 20 a0 I-x-—u=13
Beoluel3-x—u=13,4) gy=3-x-13
W E-— 13+ g3 Date
Fxx—13293 (KD
WEKTIR DEG AUTD FUME 11750

5
- {— Znnm Tr*ac,e ReEPaph Math Olt~a |+

=
7&

YEETOR DES AUTO FUNC

Fav |F7
- {— Znnm Tr*ac,e ReEPaph Math Olt~a |+

Die erste Losung wird als y1(x) abgespeichert, die zweite
Loésung als ya(x).

Die Gerade in Normalvektorform anlegen, nach y l6sen
und als ys(x) speichern.

Die Grafik wurde mit ZoomStd ermittelt.

Die Verzerrungen lassen sich beheben, wenn man au
ZoomSqr umschaltet.

5
- {— Znnm Tr*ac,e ReEPaph Math Olt~a |+

—
7

4
RY

YEETOR DES AUTO FUNC

DATA FLACED |M HOME SCREEM HISTORY

Der ,obere* Schnittpunkt wurde ermitteltund mit €H in den Home-Screen Ubernommen.
Dort berechnen wir die Tangente und lassen Sie als Funktion y4(x) ebenfalls zeichnen.

FB Fer
- {— Fllgebr*a Eali: Dther‘ F'r*ngIII Clear‘ a— z - {— Znnm Tr*ac,e ReEPaph Math Olt~a |+
L Iar

LI 13->'=|3(><) Elcme
LY | [5. Z2.]

5. 5.
[ ] =1

2] 2]
Bgnfit.t—m) 2.9 x+2.5y=17F.5
BegluelZ2.5 -2+ 2.5 9=17.5,4) 9= -=+7T.
B -+ oo gdix] Date

L 18P
WEKTOFR DEGS HUTD FUNL 16750 WEETOR DEG AUTD FUNL

Eine weitaus bessere Moglichkeit der geometrischen Darstellung bietet der Geometrie-Modul.
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Beispiel:

Gegeben sind der Kreis k [(1/-2); 5] und die Gerade g: 4x + 3y = 31.
Gesucht sind jene Tangenten an k, die zu g parallel sind.

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

4w+ Eu=c 4w+ Iu=c

—3. —_
maoluveld - x+ 3 d=0,x) K=%
_3. -
l(x—1)2+(u+2)2—25|x=¥
25-y% [ 3-c
1e B

2
(= (=
+11/2]'”+ﬁ'?‘2'3'

W1 3024 (25 325 | k=" (F¥y—c 4

YEETOR DES AUTO FUMC /30

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

{4-]'[c2+4-c—621]+3-c—44
5

_lq",]'[(b

_{4. fc?+ac-621)+3.c-44 _[4_mh
75

4-]cZ+d-c-g21]+3c-a4 _ -[a,.]ﬁh

23
L2+ %6212 0—F%c+445 253 [2]
YEETOR

DES AUTO FUMC E/30

rfim]’ Fev T P T Fir T FE T FE ]
= f—|Alacbra|Calc|Obther [PramI0|Clear a-z.
L= [ T I

md T 1t T T T
JL 23

¥
4-]{c?+a-c-g21]+3c-a4 _ {a-[15

25

4.m+3'c’_44 =i’

m=zgl ue[ ==

c =23 or o= "2F

W e 2+4¥c—621 33— F¥%c+443 .25, c )

YEETOR DES AUTO FUMC B/30

Fur die Tangenten setzt man ant: 4x + 3y = ¢, wobei ¢
zu berechnen ist. Die Gerade t wird in k eingesetzt und
die erhaltene Gleichung nach y gel6st.

Fir das Losen verwenden wir die Funktion Zeros, weil
dadurch leichter auf die Lésungen zugegriffen werden
kann.

Da es sich bei t um eine Tangente handelt, miissen
beide Loésungen gleich sein. Sie werden somit
gleichgesetzt, die entstandene Gleichung wird nach c
gelost.

Man erhélt fiir c die beiden Werte ¢ = 23 oder ¢ = -27.

Die gleiche Technik kann verwendet werden, um Tangenten an einen Kreis zu legen, die normal au

eine gegebene Gerade stehen.
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Beispiel:

Gegeben ist der Kreis k [(-2/3); 4/ 10] und der Punkt P(2/5).

Gesucht sind die Tangenten von P an k.

*L:: F'r*ngmIIII i 5.:5-4:55‘:E gl ]

= [ 18
l|:><+2)2+('=|—3:|2—r*2+ ket

w4 d ot —feu+ 3

mzerosikr. i |u=k-x+5-2-k
-[J-E-[S-kz—8-k—3]—2-[k2— k—1]] )

|2J.1
zeros thr, w3 | y=k¥x+5-2%xk

YEETOR DES AUTO FUHNC &/ =

N =+ 1
_[J_2.[3-k2—8-k—3]_2'[k2_ k_l]] =£’
K2+ 1
[_[1'2'[3-kz—El'k—3]_2'[k2_k_ ¥
mzolue 2
k= +1

k=3 ar k= -1-3

P PRLF LY il i R TAY ' L B 3

YEETOR DES AUTO FUMC E/30

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

{[ZGrE s k-3-2[k2-k- N

K2+ 1
k=3 ar k= -1-3
y=3-x-1

L EDIUE[

my=kox+5-2 k|k=3

Y= 4+ 173

my=kx+5-2-k|k=-1-3 =

YEETOR

DES AUTO FUHC /30

Beispiel:

Fur t setzen wir ant: y=k +d. Setzt man P ein, so
ergibt sichy = k + 5-2k.

Die Gerade wird in den Kreis eingesetzt und die
Gleichung nach x mit Zeros geltst.

Die beiden Ergebnisse werden gleichgesetzt und die
Gleichung nach k geldst.

Die Losungen werden in

eingesetzt.

die Geradengleichung

Ermittle die Schnittpunkte der Ellipse 3x% + 4y2 =108 mit der Geraden 3x + 2y = 18.

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F& ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

n3x?+a-y?=104ell  Foxf+4-yl=108
BE-w+Z2-y=18+g Irw+2-y=18

_2. _9
B zoluelg, ®) x=#

_2. _g
l501ue(ell,u)|x=#

gy=9-2 o y=0

solveCell , wdlx="2%Cy—323
YEETOR

DES AUTO FUMC 4430

_2. _9
B zolue(g, ®) x=#

-2-{u-3
l501ue(ell,u)|x=#

gy=19-2 or 4y=0
=3
=6

msoluelg, x| 9=9-2

msolue(g,x)|u=0

solveCy, x| w=0
YEETOR DEG AUTO

FUMC B/30
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Beispiel:

Der Punkt P(13/y>0) liegt auf der Hyperbel 16x° - 9y2 = 2304. Man bestimme
a) Die Lange der Leitstrahlen vom Punkt P.
b) Die GroRe des Winkels, den die beiden Leitstrahlen miteinander einschlieRen.

16-x2 —2.y2 = 2304

L] & +*a 12
L] i;m +b 15
B eolusihup . i | x =13

solvecChyp vilx=13

VEETDF, TEG AUTO FURC 4714

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clear a-=..
=

IHSKSJ TE 20,3)

N 20
F 2@

o)1 (o]

(o] o]

[L-f1[O11>Ff2

YEETOR DEG AUTO FUMC 1B/20

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ G T FE ]’ F&
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clear a-=..

[ ]77F [a ]
 pormlp — 13 293
B ormlpE — £2) 1;%1
Bcosalp - f1,p - 22 %g;g
. -;.:54[ -219%29] 124. 975

cosi¢-1672-2929)
VEETOR

DES AUTO FUMC 2230

Hyperbel anlegen;
Parameter anlegen;

Die y-Koordinate von P bestimmen.

Punkt P anlegen;

Brennpunkte anlegen.

Lange der Leitstrahlen;

Winkel zwischen ihnen.
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Beispiel:
Die Gerade durch die Punkte A(-10/42) und B(5/-3) schneidet die Parabel y2 = 18x.
a) In welchem Verhaltnis wird die Strecke AB durch den zwischen A und B liegenden Schnittpunkt

geteilt?
b) Wie lautet die Gleichung der durch den Brennpunkt der Parabel gehenden zu AB normalen
Sehne?
viﬂ ngFéEr*a I:Fagi'i: D{ﬁver* F'r*ngmIIII l:le-ar'ﬁE A—ZF... Die Daten elngeben'
_[-m]_}a [-m]
42 42
5 5

[ 4]
ll=|2=1El-><+par* It=|2=1El->c:
O E
YEKTOR DEG AUTO FUMC 430
[,hﬂ[m S irralcatc ot her Pranolc1ear: a—z. || Die Gerade wird in Normalvektorform dargestellt.
LEEY:] El
" anfia. nuzih - an “43-x - 13-w= 180 Dje Schnittpunkte mit der Parabel bestimmen.
menluel-45 - - 15-g= -120, =)

L fu-12)

LA
moluelpar, )| x = @

g=6 o 4= 12

solvelpar, v lx="C(y—125-3
YEKTOR DEG AUTO FUMC 730

|’F1 ]’ Fev Tr;v]’ Fi T FE ]’ 3 ] i - i i
- E Alaebra|Calc|0ther |PranI0|Clear a-z.. Die x-Koordinaten der SChnlttpunkte'
T =

¥=8 or 9="12 pbasist der Punkt zwischen A und B.

-x=@|g={s -123 w= (2 2}

.[2]_}5 [2] Das gesuchte Verhdltnis lautet 1:4. Der Rechner liefert
& &l uns automatisch das rationale Ergebnis.

- normllh — =) L4

normL s — &0

normth—s ) normis—a.’

YEETOR DES AUTO FUMC 1030

|’F1 ]’ FEv Tr;v]’ i T FE ]’ FE& ]
- E AlaehkralCalc|0bher [PramI0|Clear a-z. Brennpunkt der Parabel.

s

[9/2] Gleichung der auf AB normalen Sehne.

o
" anf(f, b - &) 15-x-45-u =132 pig opj - 5
4 : 4==%"| Die obige Gleichung wurde gekdrzt.
15-x—45-u=%
L] = ® = 3-y=9-s2

YEETOR DES AUTO FUMC 15/30




