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Themenbereich

Zinseszinsrechnung und Ratenrlickzahlung

Inhalte Zide

- Geschlossene Zinseszinsformel - Vidschichtige Verwendung der méglichen
Iterativer Zugang zu diesem Thema Darstellungsformen durch den T1-92
Zinseszinsen unter Berlicksichtigung der |- Festigung iterativer Losungsmodelle
KESt
Ratenriickzahlungsmodell

Anmerkung: Diese Sequenz ist in einer 4. Klasse Realgymnasium durchgefiihrt worden. Diese
Klasse hat bereits in der dritten Klasse den TI-92 durchgangig den algebratauglichen
Taschenrechner im Rahmen des Forschungsprojektes eingesetzt. Vor  dieser
Unterrichtssequenz wurde das HERON-Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung von
Wurzeln  durchgefuhrt. Dadurch war das Model der Iteration bekannt (siehe
Unterrichtmaterialien 4. Klasse)




Zinseszingrechnung - mehrere Modélle
geschlossene Formel oder
|teration (Zyklische M aschine)?

In der 2. Klasse werden die Formeln zur Berechnung von Prozentanteil, Grundwert und
Prozentsatz hergeleitet. In der 3. Klasse werden diese Begriffe vertieft. Es werden speziell die
Formeln fir folgende Fragestellungen erarbeitet und gefestigt:

(1) Vermehre (vermindere) einen Betrag G um p % und berechne den Betrag um den vermehrt
(vermindert) wird

-c P
A—G.100

(2) Vermehre (vermindere) einen Betrag G um p % und berechne den Betrag, den Du nach der
Vermehrung (Verminderung) erhdtst

- P
A—G.(1+1OO)

Diese Begriffe werden nun mit den Begriffen des Bankwesens am Belspid der Zinseszinsrechnung
in Verbindung gebracht.

Zinsenrechnung Prozentrechnung
(Anfangs)Kapitd K Grundwert G
Zinssaz p Prozentsatz p
Zinen Z Prozentanteil A

Die Zinseszinsforme wird hergdleitet und als Anfangskapitd die Varidbe K, verwendet.
_ _pyn
Kn=KO0.(1+ 100)

In der vierten Klasse werden diese Begriffe vertieft und erweitert:

Arbeitsblatt - Berechnung von Zinseszinsen

Beigpid:

Ein Kapital von 1000 chilling wird mit einem Zinssatz von 5% p.a. auf die Bank gelegt und
nach 10 Jahren abgehoben.

a) Wieviel Geld hat man nach 10 Jahren zur Verfligung?

b) Kénnte ich das Kapital von 1000 Sgleich um 5* 10% =50% vermehren um das Endkapital zu
erhalten?



¢) UmWievid Prozent wurde das Anfangskapital vermehrt, um das Endkapital zu erhalten?
d) Nach wieviel Jahren wird dieses Kapital verdoppelt (vervierfacht) sein?

a) Mit dem MIT-Operator kdnnen in die Formel konkrete Zahlen eingesetzt werden:
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Antwort zu @) :

Weiters konnen die Fragen b) und ¢) beantwortet werden.
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Antwort zu b) :

Antwort zu c) :

Nun wird die Frage d) beantwortet:
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Dargdlungin einer Tabelle und graphische Dar stellung:
Mit dem TI-92 lassen sich die Kapitalstdnde auch leicht graphisch darstellen
a) Mit dem Y= Editor im Modus FUNCTION erhdten wir eine dur chgezogene Kurve
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b) Mit dem Y= EDITOR und SEQUENCE-Modus erhaten wir nur Punkte:
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Zyklische Maschine

Die Zinseszinsberechnung entspricht dem Modell einer Iteration:

Der Kapitalsatnd des néchsten Jahres &/ sich aus dem Kapital desvorherigen Jahres
berechnen

Kna = Kai * (1 + 705)
oder
Kn = Koo * (1 + 1‘8—0)

Kn+l = Kn *(1 + 1%0)
oder durch dievom T1.92 gewlinschte Formel
u2n) = u2(n-1) * (1 + =)
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Definieren von Funktionen
Eswerden die Forme algemein und die konkreten Werte des Anfangskapitals und des Zinssatzes
definiert (Abbildung 10)
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Dadurch kann man sich leicht das Kapital K(10) berechnen und man erhdlt ca. 1628,89 Schilling.



Berechnungen mit KESt und ohne KESt:

Von den Sparzinsen wird eine Kapita ertragssteuer (KESL.) in der Hohe von 25 % vom Geldinstitut
einbehalten und an das Finanzamt abgefUhrt.

Dadurch tritt ein neuer Begriff auf: Effektiver Zinssatz, kurz pes !

Dieser effektive Zinssatz gibt an, wie vide Prozent man wirklich bekommt und damit kann man die
effektiven Zinsen berechnen, aso die Zinsen, die man wirklich erhdlt.

Peit =P *0.75

Dadurch verandert sich die Formd zur Berechnung des Guthabens nach einem Jahr in

_ peff,n
Kn—KO(1+1OO)
oder

_ p*0.75n
Kn=KO(1+ 100

Ein Vergleich der Entwicklung der Kapitalstande mit und ohne KESt zeigt, dal? dadurch das
Guthaben der Sparer betréchtlich veréndert wird (5% Zinsen heif in Wirklichkeit 3,75%)

Auch die Iterationsformd andert sich dadurch nur indem man p durch den effektiven Zinssatz
ersetzt.

Beispid:
1685 verkauften die Indianer die Insel Manhatten fir 24 Dollar an die Weissen. Wievid Gdd
ware das heute, wenn sie das Geld zu 6% Zinsen auf die Bank gelegt hatten?

Durch die Formel 24*1,06*" erhalten wir 1.99962E9 also ca. 1999620000 Dollar. Wenn wir die
Eingellung FIX 12 verwenden erhalten wir 1999618147, 75 Dollar. Auch in der Tabelle &% sich
der Betrag ablesen (Abbildung 10). In der Graphik (Abbildung 12 - oberer Graph) erlebt man, dal3
am Beginn sich nicht viel verandert, jedoch wird dieses exponentielle Wachstum nach vidlen Jahren
sehr deutlich sichtbar.

Be diesem Beispid kdnnte man auch noch die KES fiktiv berticksichtigen und die Auswirkung der
Kest auf den Guthabenstand untersuchen. Fir die Schiiler ist der Unterschied einpragsam und
Uberraschend (sehe Abbildung 13)! Die Rechenzeit und die Zeit fir den Aufbau der Graphik ist
jedoch schon betréchtlich!. In der Graphik verschwindet der Betrag ohne KESt gegentiber dem
Betrag ohne KESt (Sehe Abbildung 15)
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Kredite - Ratenrtickzahlung - Schuldentilgung
Beispiel (Auszug auseinem Vortrag von H.Heugl (Klagenfurt 1998))

Ein Schuldentilgungsproblem:

Jemand nimmt sich einen Kredit von S 100.000,- bei einem Zinssatz von 9% und zahlt
jahrlich am Ende des Jahres eine Rate von S 15.000,-. Nach wieviel Jahren ist die Schuld
Qgetilgt?

Im traditionellen Unterricht kdnnen solche Aufgaben frihestens in der 10. Schulstufe
bearbeitet werden, da man geometrische Reihen und das Rechnen mit Logarithmen bendtigt.
Durch den Computer stehen neue Modelle zur Verfigung, namlich rekursive Modelle. Damit
werden solche Probleme bereitsin der 7. Schulstufe behandelt.

Der erste Schritt ist das Finden der Wortformel:
» Das Kapital wird verzinst und die Rate wird abgezogen*
oder in die Sprache der Mathematik Ubersetzt:
Kheuw = Kat* (1+p/100) - R

Durch die aktive Téatigkeit des Speicherns und wieder Abrufens werden die zwei wichtigen
Schritte des iterativen Prozesses bewusst: Das Ausfilhren der Funktion und das Ruckkoppeln
(Abb. 16). Durch Diskussion der Wertetabelle werden die Eigenschaften exponentieller
Wachstumsprozesse viel klarer als durch das Rechnen mit Logarithmen. Man erkennt die
Problematik der Schuldentilgung: Am Anfang wird der gréfte Teil der Raten fur die Tilgung
der Zinsen verwendet (Abb. 17). Die experimentelle Losung erfolgt durch Wiederholung der
Tétigkeit bis zum ersten negativen Wert. Der mitlaufende Zahler gibt auch die Anzahl der
Jahre wieder (Abb. 18)
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Nach der Problematisierung dieser Modelle in einer White Box Phase kann das Simulieren
dem CAS as Black Box durch Nutzen des Sequence Maode Uberlassen werden.

Dieses Beispid 1&% sich durch folgendes Beispid erweitern:

Beispiel

Jemand nimmt sich einen Kredit von S 300.000,- bei einem Zinssatz von 8% und zahlt
jahrlich am Ende des Jahres eine Rate von a) S 24.000,- b) S40.000 und c) S 15.000. Nach
wieviel Jahren ist die Schuld getilgt?
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Die Diskussion in der Klasse sollte einerseits die Bedeutung der Rate im Bezug zu den Zinsen
erarbeiten, andererseits ist eine schnelle Verdnderung und Simulation neuer Daten
ermoglichen. Man konnte auch in Partnerarbeit die Schiler dazu anhalten, dal3 einer die
"Bank" gpielt und der andere den Kreditnehmer. Der Kreditnehmer hat bestimmte
Vorstellungen Uber die Hohe des Kredites und Uber sein Rickzahlungsvermtgen. Der
"Kreditvergeber" kann sofort die dazugehdrigen Fragen beantworten. Weiters lassen sich auch
sehr schnell die Verdnderungen der Kreditzinsen smulieren und Auswirkung auf den
Zeitpunkt der Schuldenfreiheit bestimmen.



Beispiel:

Jemand nimmt sich einen Kredit von S 300.000,- bei einem Zinssatz von a) 6%, b)8%, c)
10% und zahlt jahrlich am Ende des Jahres eine Rate von S 40.000. Nach wieviel Jahren ist
die Schuld getilgt?
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Auch die Fragen nach der gleichbleibenden Rickzahlungsrate, wenn der Zeitpunkt des
ausgezahlten Kredites bekannt ist [&3 sich experimentell 16sen.

Beispiel:
Jemand nimmit sich einen Kredit von S 100.000,- bei einem Zinssatz von 9% und will den
Kredit nach 10 Jahren ausbezahlt haben! Welche jahrliche Rate muf3 dann zurtickgezahlt
werden?

Dieses Experimentieren erfordert aber auch immer einen Test, wobel dieser durch einen
anderen Zugang mit dem TI-92 erfolgen sollte. Durch diese Vorgangsweise lassen sich Fehler
beim ModelIbilden oder Testen ausfindig machen und thematisieren.
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