BspNr: G0010

Themenbereich

Finanzmathematik - Rentenrechnung

Ziele vorhandene Ausarbeitungen

Arbeiten mit geom. Reihen TI-83/92 (G0010a) DERIVE (G0010b — nur Teile)
Anwendung von geeigneten Funktionen

numerische und iterative M ethoden anwenden

Analoge Aufgabenstellungen — Ubungsbeispiele G0011, G0012, G0013, G0014, GO015 (Anhang)

L ehrplanbezug (Osterreich): 6. bis 8. Klasse

Quédle: Josef Béhm

Finanzmathematik (1)

Angabe:
Ein Unternehmen nimmt einen Kredit iber 30 000 € auf, der mit j, = 10,5% verzinst wird. Nach zwei Jahren werden
5000 € zugleich mit der ersten von insgesamt 14 vierteljahrlich zahlbaren Raten zuriickgezahit.

Fragen:

a) Wiehoch sind diese Raten?

b) Wie viele Vollraten mussten geleistet werden, konnte jede Rate um 500 € erhéht werden, und wie grof3 wére die
Restzahlung (Schlussrate), wenn diese mit der letzten Vollrate falig sein sollte?

¢) Erzeuge eine Tabellg, in der die jewells offene Restschuld am Ende eines jeden Quartals — nach Bezahlung der
jeweiligen Rate — ausgewiesen wird. Stelle die Entwicklung der Restschuld grafisch dar. Lésst sich die Antwort
fur b) ablesen?

d) Ein weiterer Kredit in der Hohe von 10 000 € ist mit j, = 8% verzinst und ist nach insgesamt
8 Jahren mit Zins und Zinseszinsen zuriickzuzahlen. Der Kreditnehmer konnte 2 Jahre vor Félligkeit bezahlen und
bekame einen Diskont von d = 3% eingerdumt. Welcher effektiven Verzinsung entspricht das nun? Erklare den
Unterschied zwischen tatséchlicher und effektiver Verzinsung.

e) Das Unternehmen verpflichtet sich, einem genau 43-jdhrigen Mitarbeiter, bzw. dessen Nachkommen fir eine

wertvolle Erfindung eine ewige Rente von monatlich 100 € ab dessen 60. Geburtstag zu zahlen. Wie viel muss ab
nun jahrlich zuriickgelegt werden, dass das Kapital fur diese ewige Rente rechtzeitig angespart ist? (Die letzte
Ansparrate soll gleichzeitig mit der ersten Auszahlung der Rente féllig sein. Es kann angenommen werden, dass
die Bank fur die Abwicklung dieses Vorhabens eine jahrliche Verzinsung von i = 3,5% auf Dauer garantiert.)
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BspNr: G0010a

Ausarbeitung (System: TI-92)

ad a)
Der Kredit ist 2 Jahre (= 4 Zinsperioden) aufzuzinsen, dann werden 5000 € abgezogen. Dies ist der Barwert einer
14 mal zahlbaren vorschiissigen Rente unbekannter Hohe. Thr Wert kann auf verschiedene Weisen ermittelt werden:

al) durch Auflésen der entsprechenden Gleichung (Uber die geometrische Reihe):

L %-14
30000- 1* — 5000 = x-=——
1—vZ

mit Aufzinsungsfaktor r = 1,0525, bzw.
mit dem Abzinsungsfaktor v = 1/1,0525 = r™.

a2)  durch Einsatz eines geeigneten Funktionenapparats (siehe Anhang):

a3) durch Einsatz des TI-FINANCE-Werkzeugs: man geht mit dem Cursor in die Zeile PMT und driickt die
(F2]-Taste. Beachte das umgekehrte Vorzeichen.

Die monatliche Zahlung betrégt 2669,32 €

Fiw F2
ToolsTCompuLeT

H=14.00

1%=10, 50
B PU=30000+1 . B525~4-5008
w1 —p 20414 PIT= -266%. 32
S FU=0. 0

= colve| 300084 = SE00 +

1- ;= seca.zp| |Meolvel30008-r4 = 5000 + buruix, 14,4, r, b| | FEYZ4.00
p——v = z ® = 2668.32 | BNT:END
e AP0 24400 5 wed 010542\ o 73,4 3,25 >0 r=1.0625
FINAMWZ RAD AFFROR FUWC 140
FRIN ERD AFFROY SEQ
zu al) Zu a?) zu aj)

ad b)
Fir die Rente wird der Betrag 3169,32 € einsetzt und die Unbekannte x ersetzt die bisherige Anzahl der Zahlungen,
namlich 14. Damit ergeben sich 11 volle Zahlungen.

T FE™ F3w | FaT FE FE™ 1 Faw Faw [~ Fuw F§ FE™ Fir F2
'E AlgchbralCalc|0ther Pr‘ngDTClean Upﬁ | 'E AlgchbralCalc|0ther Pr‘ngDTClean Upﬁ Tools[Compute
ER1l. 43]
w1 —p 2414 I:=10, 50
sl SBBBB'P4=EBBB+#’ PU=31813.72
1-r PMT=-316%.32
* = 2669.32 |w soluel 30000 % = SO0 + burvix, 14, 4., | | EUEELER
fq g 2edon =2669.32| | phvez.
i, tem32(1-r ] o[ 1 2105 = . CRY=2.80
1-p 274 : Z | |wzolvel30000 % = 5000 + burvC3169.32, x, p| | FT0 ¢ END EEENE]
®=11.43F 2 =11.43F
Eolve (3O0000*r"4=5000+316% .32%. | Mooy s CIye o ai 0 Ui NN I Py o
FINANZ EHD APFROA SEQ2/30 EHD APFROA SEQ2/30 Muraber of Favment Feriods

Fir die Frage nach der ,, Schlussrate* muss immer die gleiche Strategie angewendet werden:

Berechnung der Schlussrate (Restzahlung):

Offener Kredit — Barwert der vollen Zahlungen =
T, ist zur gewlinschten Félligkeit zu verzinsen.

Wert der Schlussrate T, zum Bezugspunkt.

Hier ist der Wert T, bis zum Beginn des 11. Quartals (= nach 10/4 = 2,5 Jahren = 5 Zinsperioden) aufzuzinsen.

|’F1 T Fev Trzv]’ ruv]’ FE T FET T]
- E Algebta|Calc |Other [PramlI0|Clean Up

w 3p0a -+ - SE0m - burul3169.32, 11,4, 1, b

- - - - Fiw Fz

i n1 aebralcale |0t her PramIolc ean Upﬁ [TﬂﬂlsTCDNPutET
- . e e =
® = 2669, 32 Tx=10, 50
® olvel 300084 = 5000 + buru(3169.32, %, b| | Efoi8iiave,
%=11.43 [BFU=-1373 83
= 30000 r4 - 5000 - buru(3169.32, 11,4, r, b| | FESZ2-ED
1036.59| | FHT:END EEENE
* 1936. 985963678 -(1.8525)° 1339.19
ans €1 »%1 .052545
FIMAMZ FAb AFFROH SEQ 430 Hurbelr of Favmgnt Feriods
Die Schlussrate betragt 1339,19 €.
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1036. 29
" 1036, BE596367E [ 1. 0525) 7 1339. 19
" fu -1373. 59
el -1339. 19
[1.8525)
Fuxle 1. 05254¢1-23

FINAWCE RRD AFFROY SER G630
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e = conpute| Das Bild links oben zeigt die Durchfiihrung mit der Barwertfunktion, wahrend die
Tf.ilf.;:.;' — beiden Abbildungen daneben eine rasche Beantwortung mit TI-FINANCE
darstellen. FV ist die noch offene Restzahlung als allerletzte Rente, das ist aber
genau ein Viertdjahr spéter as gewlinscht. Daher ist dieser Betrag eine halbe
Zinsperiode abzuzinsen. Wenn man in den, vom Rechner automatisch angelegten
Folder FINANCE wechselt, kann sofort mit der Systemvariablen FV
weitergerechnet werden. Noch rascher geht es, wenn man in TI -FINANCE bleibt
und die Tabelle nach PV auflést, wie Links gezeigt.

FU—'13?3 29
PpY=4.00

CpY'=2. e
PMT:=END [SIS(ERIH]

Frasent walus

adc)

Die einfachste Methode wére es, im Home Screen Jahr fir Jahr durchzurechnen und die Daten fir den Plot in den
Data/Matrix-Editor zu Ubertragen. Hier ist die Durchfihrung bereits , hab-automatisiert* und hat viel mit einer
rekursiven Vorgangsweise zu tun:

1 Fz Fz Fu FE FE’ 1 Fz F FY FE FE’ 1 B
vEngE‘EI"a Cafc Dt.h:':-r‘ FrgrI0 l::lr:-ar'nv U vaﬂlgevbr*a Calvc. Dth;r* FramI0 l::lr:-ar'nv U vE -E‘Pr‘ngDT i
1@ 3EE00] 4+ zeile [B.00 ZFEGEEHE, @E]) W[zeile[l,1]+1 zeile[l,2]-r]*+=zeile lzeile[l1,1]+1 =zeile[l,2] r-3169.32]p
w1, o525 s 1.03] [F.00 35853.52] [16.00 ?37Z.88]
; ; . ; w[zeile[1,1]+1 =zeile[l,2]'r-S169.32]1p|w[zeile[1,1]+1 zeile[l,2] r-3169.32]p
Rleeilell, 11 zedlell, gl vl s 2ol e w5 ’ [2.00 226edd,4m) ’ [i7.00 4394.62]
W[zeile[1,1]+1 zeile[1,2]-r]+zeile #[zeile[1,1]+1 =zeile[l,2]-r-3169.32]p|w[zeile[l,1]1+1 zeile[l, 2:|r~ 316 32])
[2.08 3157, BB]-[ ile[1,1]1+1 ile[1 [?_] . 3212291?323]:-[ ile[1,11+1 le[1., 2] 3169, 32]
Zelle Zelle "= Zelle zeile =
"[zeile[l. 1141 zeile[l.Z]-r]+zeile ’ f10.00 23737.45] ’ [15.00  -1795.43]
e[i,1]+1,23113[1,2]*r]+231le| zeilell 21*¥p»—316%.32]1%zeile |. .zeilell 21%r—316%.321+zeile

FINl'!NZ Rl AFFROR SEQ BTN FINl'!NZ RAD AFFROY FEQ 1z/E0 FIMANZ EHD AFFREOY FEG EMEL

Die Restschulden lassen sich rekursiv in einer Tabelleim SEQUENCE-Mode definieren:

1 Fz B B
] - E Setuplisl e
N 4
TR
PO V- - . .
ulin-1y-r 77 - 8169.32,n=8 ) b 4.0000 [13105.6
ulin - 13-+ - 3169.32,el=e S.0000 [10275.9
u1% QA B, DOOD | 7are. ooz
sz 7. o000 4394, 625
3= g, Oong
wiz= S, 0000 | -1795, 45 [
wlfnr=. 223169 32))I1~ 1.0525 wlCn»=1337. 1879041477
FIMAKZ FAD EXACT FIMAKZ FAD EXACT SER

Etwas umstandlicher kénnen die Betrége auch etappenweiseim Data/Matri x-Editor direkt erstellt werden:

F1 T FE T FE T & T FE T rsvT 7 ] 1 T T
'EPIDL Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat -E Poaabu et He sl
OATA OATA

cl o] cd = [=t (=
1 o. 00 I000H. QS . GE 28644. 40| |1 2.00 28644 . 463, 00 26217 37| |9 S863. 53
2 1.00 20777. 43 2 o. 00 2I727. 46| |6 3105.61
3 2.00 21575, OO 3 1.00 2117302 |7 275,91
4 3.00 22393, 24 4 2.00 8552.38| |= 37288
=] 4. 00 2I23Z. 69 =] 3.00 S863.83 |9 4394, 62
g 5. 00 24033, 29 g 4. 00 31605.61 1@ 1339.1%9
7 &, 00 24977 . 40 7 5. 00 02r5.91 11 ~1795. 43
c2=30000%r~cl cb=.9.32%p"j,3.0.k-1>,k,1,11) |cb=keqgCc4l[]1]xr k- 2(3169 JF2x%p~.
FINRNZ RAD AFFRON SEQ FINRNZ RAD AFFROS SEN FINANZ RO AFFROS

Und natirrlich ist eine Tabellenkalkulation das ideale Werkzeug dafir, daher sei auch die Durchfiihrung mit
Ce11Sheet angeboten. Die Grafik kann aus jeder Applikation heraus erzeugt werden.

i - - - L4
o SEat Rerl:aalc, 1E ZFDZDN Trf-;c,e- Regr‘aph I"Irasth D:*an v?
[u] E F F1

14 13. [15863.83

15 14. 13105, 61

15 15. 1027F5.91

i7 16.| 7FEFZ.88

15 17.] 439462

19 15.

el 19, |-1795.43
Bi9: =Bi8*r—316%.32 -xc i 18, 0900 —————yci 1339, 1587
FINANZ FiRD AFFROR SER FINANZ FiR D AFFROR FUNC
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ad d)
Der Kredit ware ordungsgemal mit 100 000" r*® € zuriickzuzahlen. Fiir zwei Jahre wird ein Diskont von 3% von diesem
- fiktiven — Endwert abgezogen, daher sind 100 000 - 1,02 - 0,97° € zu bezahlen. Welcher effektiven Verzinsung i
entspricht das fur die 6 Jahre Laufzeit?

100 000 1,02"° 0,97° = 100 000 " (1 +i)°

&
lgnlue[(l SRR T [1 + 1,3,3] . i]
i=10.02 or i = -210.02

l5nlue[bw[ew(1,8, 1.92,4),2,%, 1]=E.wp

i=10.02 or i=-210.02
L0972, 10=euwll 6, 1+i 100,153 .33

FINAMZ ERD AFFROR SEQBAZ0

bw() und ew() sind vorbereitete finanzmathematische
Funktionen fur Barwert- und Endwertberechnung.

Da die Amerikaner eine antizipative Verzinsung (Diskont) nicht kennen, ist bei TI-FINANCE die Eingabe eines
Diskonts nicht vorgesehen. Man kann aber trotzdem dieses Werkzeug niitzen, nur muss man den Diskont d = 3% in den
entsprechenden Zinsful3 i umwandeln:

:i, daher:
d

Esgilt die Aquivalenz: Aufzinsungsfaktor r =1+ i

Fir 1w
Tools Enmpute Tunlslﬂumputel

i
|TDD l= Cnmpute

F'I'1T BEEIN

CpY'=1. a0
PHT =[S BEGIM

N=5. QEEa M=2. BEEE H=6. BON
[X=5. Q0o I1%=3. 8928 ERES 10, 0165
Fll=1. aEEn 1.7F32 Pli=1, B00G
F'HT EI EIEIEIEI PHT=0. EIEIEIEI PHMT=0. QEEe
HF Fll=-1.8245 Fl=-1.77Z2
F'F"'r' 1 EIEIEIEI FpY=1. EEEE FpY=1.0003
CpY= 4 CpY=1.000a

PHT:[=80] BEGIH

Futurs valus

Fresent valug

Intsrsk Fake

In der zweiten Tabelle ist fur I% einzutragen (1/@.97-1)*10@ — nach der Aquivalenzformel von oben. Beachte
auch die Anderungen fiir N= und CpY=. In der dritten Tabelle wird fur FV= ganz einfach -PV (ibernommen, N= auf 6
gesetzt.

Die effektive Verzinsung steigt auf 10,02%, weil der fir Zahlung vor Félligkeit gewahrte Diskont deutlich niedriger ist,
als die vereinbarte Verzinsung. Die Bank ist i.a. — bel sicheren Schuldnern — nicht daran interessiert, vorzeitige
Kreditriickzahlungen entgegenzunehmen, da sie ja an den Zinsen verdient. Flr vorzeitige Schuldtilgungen muss man
daher oft , Strafzinsen” zahlen.

ad e)

Bel genauer Auszdhlung ergibt sich, dass der Betrieb insgesamt 18 mal die Riicklage machen muss. Wenn als
Bezugspunkt der 60. Geburtstag gilt, dann muss der Endwert aller (nachschiissigen) jéhrlichen Zahlungen dem Barwert
der ewigen Rente quivalent sein.

s i=10.02 or i= -210.02
B solvelewrnix=, 18,1, 1.035, 17 = burw 100 ,p

= =1425,8261
w1 d=huwroe 100, o 12 _1_ 035,13 x3

FINANZ FAD AFFROR SER 9030

Die Ruicklagen missen 1425,83 € betragen.

Der Barwert einer ewigen Rente ist die Summe einer unendlichen geometrischen Reihe und die entsprechenden
Barwertformeln fir vor- und nachschiissig konnen leicht abgeleitet werden. Beim CAS kann man das Symbol o
verwenden. Im TI-FINANCE-Werkzeug geht das nicht, da muss man mit einer sehr grofen Anzahl von Jahren
»tricksen®.
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BspNr: G0010b

Ausarbeitung (System: DERIVE)

Ich mdchte nicht versdumen, einen Teil der Aufgabe auch mit DERIVE durchzufiuhren. Die ITERATES-Prozedur
erscheint sehr gut geeignet, rekursive Algorithmen in der Schule einzufihren.

ad c)
#1: Precision -= Exact

#2: Motation := Decimal
1.2
#3: tabellel == ITERATES l.ll__1 + 1, u_2-1.8525 , v_. [@B, 366068681, 7

12 ]
- 5888 - 316%9.32

f4: zeileB == [8, 17488781 - J421 -1 .8525
1,2
#5: tabelle2 == ITERATES||v_ + 1, w_ -1.6525 - 3169.32|. v_. =eileB, 12
1 2

6 : tabhelle == APPEND{tabhellel, tahellel)}

#?:
a 3aoaa 36880 o
Restschuld - - -
1 38777.426 11 21173.614 ot e
2 31575 12 18552.376 .
28000
3 32393.244 13 15863.827 '
24000 .
4 33232.687 14 13185 . 686 .
2pane S S
5  34893.886 15 1P275.987 i
16808 - S ©o.
[ 34977 .483 16 7372.88 .
12000
? 35883.815 17 4394 .6224 - +
span
8  28644.395 18 1339.1857 )
9 26217.372 19 -1795_4302 e S o T
18 23727.455 20 -5811.2774 i 2 3 4 5 6 7 8 9 18 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Diese Vorgangsweise lasst auch die Erstellung von Tilgungsplanen — mit Veranderungen der Konditionen wahrend der
Laufzeit — zu. FUr das Versténdnis erscheint mir das besser zu sein, als die Verwendung von ,, Black-Box"-Programmen
- siehe auch Aufgabe Finanzmathematik (3)
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