BspNr: E0313

Themenbereich

Gebrochen rational e Funktionen

Zide vorhandene Ausarbeitungen

e  Interpretation von Graphen T1-92 (E03134), Tl-Interactive (E0313b)

e  Verstandnis der Asymptotik von Funktionen

Analoge Aufgabenstellungen — Ubungsbeispiele

L ehrplanbezug (Osterreich): 5./6. Klasse

Quelle: Markus Binder (nach einer Anregung von Dr. Thomas Himmelbauer)

Stauprobleme

Angabe und Fragen
Es soll das Verhalten einer Fahrzeugkolonne auf einer einspurigen Fahrbahn untersucht werden. Die Fahrzeuge sollen
mit einer konstanten, gleich grof3en Geschwindigkeit unterwegs sein und einen gleichbleibenden Abstand halten.

Fahr zeugdur chsatz:

Die folgenden Fragen sollen beantwortet werden:

1) Wieviele Fahrzeuge passieren pro Stunde einen bestimmten Punkt auf der Fahrbahn?

2) Hangt der Fahrzeugdurchsatz davon ab, wie die Lenker Abstand halten?

3) Gibt es eine optimale Fahrgeschwindigkeit, bei der eine groftmagliche Fahrzeuganzahl pro Sekunde die Fahrbahn
passiert?

Modell 1: Konstanter Fahr zeugabstand
Bel einem konstanten Fahrzeugabstand d und einer Fahrzeuglénge L passieren pro Stunde

1000v
dkonst (V)= L+d

Fahrzeuge einen Kontrollpunkt an der Fahrbahn. Die Geschwindigkeit ist in km/h gegeben.

Modell 2: Abstand gemafi3 Reaktionsweg
Halten die Lenker einen Abstand zum Vorderfahrzeug ein, der dem Reaktionsweg bei der aktuellen Geschwindigkeit
entspricht, so passieren pro Stunde
1000v
%
3,6
Fahrzeuge den Kontrollpunkt. Die Reaktionszeit der Fahrer ist mit einer Sekunde veranschlagt.

dReaktion (V)=
L+

Modell 3: Abstand gemaf3 Anhalteweg
Das Einhalten nicht nur des Reaktionswegs, sondern sogar des Anhaltewegs als Abstand zum Vorderfahrzeug ergibt
eine Anzahl von

1000v
v (vi36)
36 2a

Fahrzeugen pro Stunde. Hier ist adie Verzégerung (Ublicherweise 8 m/s? bei guten Bremsen an allen Fahrzeugen), L ist
wiederum die Fahrzeuglange.

Aanhaite (V) =

L+

Vergleich der Modelle
Nimm typische Werte fir die Fahrzeugldnge L (wie lang ist ein PKW?), einen konstanten Abstand d sowie die
Verzdgerung a und beantworte die Fragen 1) bis 3).
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4) WelchesModell ist bei grofen Geschwindigkeiten besser, welches bel kleinen?

5) Woas sagen die Maodelle bel sehr grofien Geschwindigkeiten (v — o0) voraus?

6) Wie werden sich Fahrzeuglenker eher verhaten: Einhalten eines konstanten Abstands, eines
reaktionswegabhangigen Abstands oder eines anhaltewegabhéngigen Abstands?

Stau bel Totalsperre
Unter der Annahme einer Totalsperre der einen benutzten Fahrspur lésst sich ermitteln, wie schnell sich ein Stau
aufbaut, wie schnell er sich auflést oder wie viele Fahrzeuge im Stau stecken.

Stauldnge bei einer bestimmten Geschwindigkeit
Abstand gemal’ Reaktionsweg
Bei einer Staulange L, gibt esin diesem Stau

n= LSau

L + dSau
Fahrzeuge. Hier ist L die Fahrzeuglange und d, der Abstand der Fahrzeuge bei Stillstand.
Andererseitsist die Anzahl der Fahrzeuge innerhalb der Staulange auch aus

n= V'tSau + LSau

L+v-tg
berechenbar. Es ist v die Geschwindigkeit in m/s, t, die Zeit in Sekunden, die die Stral3e gesperrt ist, und t, die
Reaktionszeit der Fahrer beim Bremsen in Sekunden. Hierin steckt die Annahme, dass ein Fahrzeug, das zum Zeitpunkt

der Sperre noch (v - t.,) Meter entfernt ist, das letzte Ende des Staus innerhalb von t,_, gerade noch erreicht.
Daruberhinaus halten die Fahrzeuge einen Abstand gemél3 Reaktionsweg ein.

7) Berechne, wie lang ein Stau nach einer bestimmten Zeit wird, wenn die Fahrbahn komplett gesperrt ist und alle
Fahrzeuge eine konstante Geschwindigkeit hatten.

8) Wie héngt die Staulénge bei einer konstanten Stauzeit (z.B. von einer Stunde) von der Geschwindigkeit der
Fahrzeuge ab? Verwende eine Stunde Stauzeit, eine Fahrzeuglédnge L von einem Meter, einen Parkabstand
d,., = 1 m sowie eine Reaktionszeit beim Bremsent, = 1s.

9) Wiesieht die Staulange fir grof3e Fahrgeschwindigkeiten aus? Was passiert, wenn v — oo geht?

Abstand gemaf3 Anhalteweg

Nimmt man an, dass die Fahrzeuge einen Abstand gemal3 Anhalteweg einhalten, so éndert sich die Abhéngigkeit der
Stauldnge von den anderen Grofen etwas. Es kommt auf3erdem noch eine Abhéangigkeit von der Verzdgerung der
Fahrzeuge hinzu.

. . L
Wie vorhin ist n=—3Sa
L+d51au

n—= V'tSau + LSau
L+v-t +£
R 2a

Allerdingsist jetzt:

10) Berechne die Staulénge in Abhéngigkeit von der Staudauer und den anderen Grof3en.

11) Vergleiche die Staulédnge bel konkreten Werten (Aufg. 8, zusdtzlich a = 8m/s?) mit der Staulénge des
Reaktionsweg-Abstandsmodells.

12) Was sagt dieses Modell fir grof3e Geschwindigkeiten voraus?

Aufbau eines Staus
Abstand gemal’ Reaktionsweg
. Lo . L
Die Aufbaugeschwindigkeit eines Staus berechnet sich aus Staulénge durch Staudauer: v ., (V) = ?L(V)
Stau

13) Berechne die Aufbaugeschwindigkeit.
14) Was passiert bei grofRen Geschwindigkeiten? Von welchen Grolzen héngt es ab, wie schnell sich ein Stau aufbaut?

Abstand gemél3 Anhalteweg
15) Berechne die Aufbaugeschwindigkeit.
16) Was passiert hier bei grof3en Geschwindigkeiten?

Vergleiche grafisch die Aufbaugeschwindigkeit der beiden Modelle, abhangig von der Geschwindigkeit. Verwende die
konkreten Werte aus dem vorigen Abschnitt.
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BspNr: E0313a+ E0313b

Ausarbeitung (System: TI-92 und Tl-Interactive)

Fahr zeugdur chsatz
ad 1) Die Anzahl der passierenden Fahrzeuge pro Stunde ergibt fir L=4m,d =10 mund a =8 m/s%

FE 1 Fzr Fz-r Fiw FE Far
Fait |Prgm I0fLH vﬂ Algebra|Calc|Other Pranl0|Clean Up
T+ T
I.E g
1000 mdkonstivd |1 =4 and d=10 and a =5+ dlip
L —uu + dreakt{u) Dote Done
l+=—+ mdreaktind |1 =4 and d=10 and a =5+ d2(p
1088 v Do
- 7 *danhalt(n) Dene " darhaltiu) |[1=4 and d=10 and a=32+ 4
LA
" = [lohe
W03+ A3 6232 B rdanhal tCud L 211=4 and d=10 and a=83d3<ud
ZTRU FAD AUTO FUMC 3/ = =TAL READ AUTO FUHC B/30

ad 2) Der Fahrzeugdurchsatz | asst sich fur diese Werte grafisch darstellen:
1| Fzr

T e T o S
|~r{— ch:-m Edlt (A1 Stule EREER T ] e |2 Tr*av;e Regr‘aph Math|Draw|r fp

Flaot 1: konstanter

“yl=d1i:) Ab=tand

S

Y S= w0
=H

Reaktionswegab.

Anhaltewsgabstand

ud = _
TRl EAD AUTO FLUMEC =TAl ERD AUTO FUHC

ad 3) Die optimalen Fahrgeschwindigkeiten:

Bel konstantem Abstand sowie bei Abstand gemaR Reaktionsweg passieren umso mehr Fahrzeuge, je héher die
Geschwindigkeit ist.

Bel Abstand geméR Anhalteweg ergibt das Modell eine optimale Geschwindigkeit von ca. 20 km/h:

T _Fev FEw | FE™

¥ f—|Zoom Tr‘ace Regr*aph Math|Oraw| -

kanstanter
Ab=t.and

Reaktionsweaab.

Mine Anhaltewsegabstand
| 28 ?99998 i 1800,
STHU RAD AUTO FUNC
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Tl-Interactive kann diese Grafen ebenfalls erstellen und das Maximum berechnen:

1000.v L 5000
T+d - dkOﬂSt<V> konstanter Abstand
L4500
(0]
1000 £ %
. — dreakt<v> ® L3500 Reaktionsweg als Abstand
L+ Y g
36 N L3000
8 12500
1000.v =
— danhalt(v) 3 [2%9
[ v S L1d6o/ (288,
N
L+ i + 3'6} U.c(? a Anhalteweg als Abstand
3.6 2-.a 00 9
1 1 1

| | | |
20 40 60 80 100 120 140
Geschwindigkeit in km/h

ad 4) Bei kleinen Geschwindigkeiten ist der konstante Abstand ungiinstig; allerdings sind die Fahrzeugabstande nicht
sehr realistisch (bei sehr kleinem v missten die Fahrzeuge regelrecht aneinander kleben). Der grofite Fahrzeugdurchsatz
ergibt sich, wenn die Fahrer einen Abstand gemal3 Reaktionsweg einhalten.

ad 5) Bei sehr grof3en Geschwindigkeiten passiert —wie auch in den Grafen zu sehen — folgendes:

W@Wﬂﬂ Bel konstantem Abstand erreicht man einen beliebig hohen
--j;hgllfiﬁﬁg ilé: ”;.ET? Fh=r‘4g| m:r?dcldej Tu:uuf g Fahrzeugdurchsatz, bei einem Abstand gemél? Reaktionsweg
Dare ndhert sich der Durchsatz asymptotisch einem Wert von 3600
" Uljgj diiv] N Fahrzeugen pro Stunde, und bei einem Abstand gemaR
" lim d2u 200, Anhalteweg , erschlagt” der guadratische Term aI_Ie gnde_ren; der
Y Fahrzeugdurchsatz geht mit wachsender Geschwindigkeit gegen
m lim d3000 @. Null.
L o

limit{d3Cvl v o

SThU RAD AUTO FUNC 8./20

ad 6)
Wenn man sich an die ,Zwei-Sekunden-Abstand“-Regel aus der Fahrschule hélt, dann ergibt das bei ener
Geschwindigkeit von 100 km/h einen Abstand von

km 100

d=v-t= 100—]-(23):[—-2Jm:z56m.
h 36

Einen konstanten Abstand von 10 Metern bei dieser Geschwindigkeit einzuhalten ist aso indiskutabel.
Der Abstand gmemal? Reaktionsweg ist hingegen:

:L:@mz%m,
36 36

also die Hélfte des Zwei-Sekunden-A bstandes.

Bel einem Abstand gemal3 Anhalteweg ergibt sich eine Lange von

2 2
v/3,6 100/3,6
dzi+( ) :( ) m= 76m.
3,6 2a 16
In der Redlitét halten Autofahrer bei 100 km/h wohl eher einen — zu geringen — Abstand von 28 Metern als einen von 76
Metern ein. Die Wahrheit spidlt sich also wahrscheinlich zwischen ,, Abstand nach Reaktionsweg* und ,, Abstand nach

Anhalteweg" ab.
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Stau bei Totalsperre - Stauldnge bei einer bestimmten Geschwindigkeit

Abstand gemal’ Reaktionsweg

ad 7) Wir verwenden die beiden Formeln, um L, explizit zu erhalten:

|’F1 ]’ Fev Tr3v]’ruvT 3 ]’ 5 T]
- E Algebral|Calc|0ther|PrgmI0jClean Up

lstay _ tstau-w+ lstau sal
T+dstau ~ trb-w+l g
lstay _ tstau-w+ lstau
1+dstau trb-w+1

®=oluvelgl, 1stau)
[1+dstau)-tatau-w

—_ (9
letau= trbouw - dstau O T1 + dztan
solvedigl, lstaul
ZTAU KAD AUTO FUMC Z/Z0

ad 8) Um die Formel leichter interpretieren zu kdnnen, verwenden wir die angegebenen konkreten Werte.

e

e |Pram 10 i ia m

"= trb-w—dstau o T+ dztau) - *

1+ dstau) tstau-w
" ( tihb - —:Id5tau * 11w Dane

12008 - v
" 120w T
12¢u>

TRl EAD AUTO FUMC 2/ &

Geplottet sieht die Anhangigkeit der Staulénge von der Geschwindigkeit folgendermal3en aus:

1| Few | F= & FEw | FR™ [F7
¥ f=|Zoon |Trace [Regraph|Math|Draw|-

1 f=min=0.
max=30.
wscl=5.
umin=0.
umax=JI0000,

gy=cl=10000.
wres=1.

ot 15,
ci19285,.714

USE £+14 OF TYFE + [EXCI=CANCEL

Bel einer Geschwindigkeit von 15 m/s (= 54 km/h) betrégt
die Staulange innerhalb einer Stunde bereits fast 20 km. Im
folgenden andert sich bei wachsender Geschwindigkeit die

Staulange nicht mehr entscheidend.

Der Stau wird also mindestens 18 Kilometer lang.

ad 9) Lasst man v beliebig grof3 werden, so ergibt sich:

|’F1 ]’ Fev Tr3v]’ruvT 3 ]’ 5 T]
- E Algebral|Calc|0ther|PrgmI0jClean Up

[1+dstau) tstau-v

" liew tirb-w - dstau
. [1+dstau] tstau
® lim 11wy
e trb
limit{lidud v wd
STAL EAD_ALTD FUNEC_ 2720

ACDCA-Beispielsammlung 2002

m 110wy |dstau=1 ank

Dot
. 1200 lEtUEI?EIl-u
m15-3.6

54
m lim 120w 18EIEIE1
L

EAD AUTO FUNC 2720

Die Staulange ist also (erwartungsgemald) proportional zur
Stauzeit sowie zum endgultigen Fahrzeugabstand im Stau.
Darliberhinaus spielt die Reaktionszeit der Fahrer eine
Rolle: Je geringer diese, desto lénger der Stau nach einer
bestimmten Zeit.
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Abstand geman Anhalteweg
ad 10) Durch Gleichsetzen der beiden Formeln erhédlt man:

|‘F1 ]’ Fow Tr3v]' o T 33 ]’ TE T ] |’F1 T Fiv Trzv]’ o T FE T TE™ T ]
vﬂ Algebral|Calc|0ther|PrgmI0jClean Up vﬂ AlgebralCalc|other|Pragmld|Clean Up
I ¥dstau U.é
1+uv-trb+ = 3
l=tau wotstau + lstay letau _ 2-a(tstau v+ lstau)
T+dstan - Lz ol Ldstau = 245 5 trbu+2a-1
l+u-trb+ =3 ®zoluelgl, lstau)
lestay _ 2-a [tstau-u+ lstaul lstay = g. a1l +dstau] tstau v o —p
T4dstaw 2 o o 4rbu+2.5-1 VwE+Z-a-trbow - 2-a-dstau [1
soluefgl _lstaur soluvefgl lstau
TR RAD_AUTD FURL 1730 STRU KAD_AUTD FURC 2730

ad 11) Im Vergleich zum Vormodell ergibt sich:

17 Fzw Fzw Fyr (33 Far
ngehr‘a Calc|0ther|PrgmI0jClean Up .
L] =N FE L= 3 d =10 -

2-a-[1l +dstau) tstau-wv + 130w Done

u2+2-a-tr*b-u—2-a-d5t.au

u 13(u)| l1=4 and tstau=3600 and dstau =p

Dare
" 1400 2ZBBEIEIEI--VI
us+ 160 - 156
14Cul
STAL FAD AUTO FUNE G730

Plotten wir nun 12(v) und 14(v) zum Vergleich mit den gleichen Window-Werten wie zuvor:
| S F A N P Das Anhalteweg-Modell ergibt eine wesentlich kleinere

- f—[Zaom|Trace [Regraph Math|Or | - . A o9 i .
emin=hl, Stauldnge — dies ist verstandlich, da die Fahrzeuge einen

max=20. grofReren Abstand einhalten und somit in einer Stunde
Emégggmm weniger Fahrzeuge zum Stau beitragen.

u=c1=10000.
wres=1.

Bel kleinen Geschwindigkeiten sind die Stauldngen grof3,
da die Absténde zwischen den Fahrzeugen gering sind und
damit viele Fahrzeuge innerhalb einer Stunde in den Stau
— hineinkommen.

EAD AUTO

An dieser Stelle wiederum die Darstellung von TI
Interactive:

(15., 19285.7)

288000-v

> — u()
v +16v-16

Abstand gemal Reaktionsweg

15000

10000 (15., 9621.38)

Staulange nach einer Stunde

- 5000 Abstand gemaR Anhalteweg

|
5 10 15 20 25 30
Geschwindigkeit in m/s
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ad 12) Bei grofRen Geschwindigkeiten erhalten wir:

|’F1 ]’ Fev Tr3v]’ruvT 3 ]’ 5 T]
- E Algebral|Calc|0ther|PrgmI0jClean Up

- il TR ToTTe

w4+ P a-trbou-2 2 detay
13wl =4 and tstau=3600 and dstau=p

Dok
" 1400 EZSSDDD-U
us+16-u-16
® lim 13w o
11
limit<13<vd v, n)
ZTAU KAD AUTO FUMC B/Z0

Aufbau von Staus
Abstand gemal? Reaktionsweg

ad 13) Durch Dividieren erhaten wir:

rf:l T Fev TrszruvT F§ T 5 T]
- a Algebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up

[1+dstau) tatau-v

11w trb-w - dstay

B omecs
LRVETR o guy] %
EAD AUTO FUMC /20

Dies klingt plausibel, da die Fahrzeuge bel einer unendlich
groen Geschwindigkeit auch einen unendlich grof3en
Sicherheitsabstand zum V orderfahrzeug einhalten miissten.

ad 14) Die Aufbaugeschwindigkeit hangt bel grof3en Geschwindigkeiten von der Fahrzeuglange, dem Stauabstand der

Fahrzeuge sowie der Reaktionszeit der Fahrer ab.

|- i=i1gebralosic other [Praniofclean ue| |
" Lt trb-w - dstau

L] t]:EIE:E,I + uaufiiu Dare
L] -.,-1->i~: Lauf il %

Abstand gemal} Anhalteweg

Je kirzer die Reaktionszeit, desto schneller baut sich der
Stau auf. Auch dies klingt plausibel, da eine kirzere
Reaktionszeit mehr Fahrzeuge bedingt, womit in der
selben Zeit ein langerer Stau entsteht.

ad 15) Die Aufbaugeschwindigkeit 18sst sich genauso wie in Nr. 13) berechnen:

|’F1 ]’ Fev Tr3v]’ruvT 3 ]’ 5 T]
- E Algebral|Calc|0ther|PrgmI0jClean Up

L] égﬁ:a + gt 20w Dok
Z2-a (1l +dst :
LRNE-TE el AR 5 =KL stau) v
us+Z-a-trb-ouw-2-3-dstau
vauf2{u)
STAU FAD_ALTO FUNEC_ 2720
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ad 16) Untersuchung der Aufbaugeschwindigkeit:

rfi ]’ Fev Tr3v]’ruvT 3 ]’ 5 T ]

- E Algebral|Calc|0ther|PrgmI0jClean Up

L] égﬁ:a + a2V Dare

2 a1l +dst :

LREE-TEE ol R = =k stau) v
us+Z-a-trb-w-2-3-dstau

B lim wauf2iw o

L3
STAL EAD_ALTD FUNE_ 3730

Bei grofRen Geschwindigkeiten geht die
Aufbaugeschwindigkeit gegen Null. Hierfur ist der Grund
der gleiche wie in Nr. 14): Es gibt keine Fahrzeuge mehr,
die zum Stau betragen konnten, da der Abstand zwischen
den Fahrzeugen unendlich grol3 sein miisste.

Wir verwenden wiederumL =4m,d__ =1m,t,,=1h,t,=1sunda=8 m/s%.

|f1 ]’ Fev Tr3vTruvT FE ]’ 5 T]
- E Algebra|Calc|0ther|PrgmI0jClean Up

[1+dstaul v
trb-w - dstauy
2oal+dstay)-w

LESETR gy ]

LSRRl R

wE+Z-a-trbou -2 2 detay
muaufivi|1l=4 and dstau=1 and tstau=7p
Dot

and trb=1 and a=83vauficul

EAD AUTO FUMC 220

B & FEw | FR™ [F7
Trace|Fegraph|Math|Draw|-

wmin=0.
max=20.
wscl=5.
umin=0.
umax=20,
g=c1=5.
wres=1.

1 Fev
- E Edalaly]

EAD AUTO

FUMC

TI Interactive kann auch diese beiden Grafen zeichnen:

Abstand gemaf} Reaktionsweg

Stauaufbaugeschwindigkeit in m/s

Abstand gemal Anhalteweg

(15., 5.35714)

(15., 2.67261)

Geschwindigkeit in m/s
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I‘Fi T Fev Trzv]’ Fu T FE T FE™ ]’ ]
va Algebra|Calc|other|Prgmld|Clean Up
T
Dahe
®uauf2ivi|1=4 and dstau=1 and tstau=p
Dahe
LRSETRL s Ry 3
w=-1
B oygufdiu ZSL
Vet 16w - 16
vauf4Cu>
|=TAu RAD AOTO FUNC G/=0
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