BspNr: D0610

Themenbereich

Dynamische Prozesse — Differentialgleichungen

Zide vorhandene Ausarbeitungen

e  Eine Differentialgleichung aufstellen kénnen TI1-92+ (D0610a), DERIVE (D0610b), Mathematica

i . . . . (D0610c)
e Eine einfache Differentialgleichung durch Trennen

der Variablen |6sen kdnnen

e Eine einfache Differentialgleichung mit dem CAS
[6sen kdnnen

e  Ergebnisse interpretieren kénnen

Analoge Aufgabenstellungen — Ubungsbeispiele D0610 — D0620

L ehrplanbezug (Osterreich): 7.—8.Klasse

Queélle: Dr. Alfred Eidler, Sonja Reitner, Glnter Schadl

Geschoss in einen Sandwall

Eingangsvor aussetzungen
e Kenntnisse Uber Differentialrechnung und Integralrechnung
e CAS: sicherer Gebrauch der Grundfunktionen

Angabe:
Wird ein Geschoss in enen Sandwall geschossen, dann ist seine Verzégerung proportional zu seiner
Eintrittsgeschwindigkeit. Der Proportionalitétsfaktor betragt ca. 1 : 147.

Fragen:
1) Wie lange dauert es, bis das Geschoss praktisch zum Stillstand kommt, wenn seine Geschwindigkeit beim
Eintritt in den Sandwall 440 m/s betragt?

2) Wietief dringt esin den Sand ein?

Literatur:
e Rideger Baumann : Analysisl, Ein Arbeitsbuch mit Derive, Klett Verlag, Dusseldorf 1998
o Fran Ayres J. : Differentialgleichungen, Schaums Outline, Mc Graw Hill Inc, London 1978

ACDCA-Beispielsammlung 2002 1/4 Projekt ,, Technologie im Mathematikunterricht




BspNr: D0610a

Ausarbeitung (System: TI-92+)

Wichtiger Hinweis zu den L ésungen:
Die Aufgaben zum Thema ,, Differentialgleichungen” kdnnen nur mit eéinem T192-Plus Rechner geldst werden!

Wir bezeichnen mit v die Geschwindigkeit t Sekunden nach dem Auftreffen auf den Sandwall.

Fur die Differentialgleichung gilt dann: 7% = 147-v

N aredt = v(t) = c.e 14"
v

0 1 i i 1 1 Fzr Fw |_ F4v™ FE FE™
Der Befehl deSol ve 16t eine Differentialgleichung [_F 0 lA1 aemralcate ot her Pramolcieon Up| |

B deSoluveiy! = -147 v, b, 00
we@lee 14TY

desolvefu'="14%v . .t u)
A0 ALTO

MAIN [ FUNC 1/20

Mit den Anfangsbedingungen t = O und v = 440 erhalt Tl aebra|Cote [t b [Pr o I0|C 1 ey Up

man @1 = 440.
Somit lautet die partikulére Lésung v(t) = 440-e 4

B deSoluveiy! = -147 v, b, 00
we@l-e 14TY

mu=@l-e 1t |t =p and v=440
440 = B1
ma40-e 147 b5 ey Done

FMAIN EAD AUTO FUMC Z/30

i i j i i 1 FE¥ FEw | Faw FE [
Diese Funktion erreicht nie den Wert 0. Wir nehmen (0 dinralcore [ rer Framrolc1emm us| |

daher willkirlich an, dass das Geschol3 zum Stillstand

kommt, wenn es die Geschwindigkeit v = 0,0001 m/s mu=el e 1[4 28 and v=a40
hat 440 = @1
maam-e 1T ey Dot
Das GeschoR kommt nach ca. 0,1 Sekunden zum multi=1.e74 448-¢ 197 % = oot
Stillstand. monlueld4ap. 2 "1 by peat)
b= . 104062
solueCd40xe (147 %t =1 _E"4,.t>
FAIM FEAD AUTO FLMC E/20
Zur Ber_echnun_g der Ei ndringtiefe integrieren wir die [i‘ﬂ[m A A T TR | ]
Geschwindigkeitsfunktion vont = 0 bist = 0,1. &30 =
Die Eindringtiefe betragt ca. 3m. maam-e 1T sty Done
muiti=1,E4 44m-¢ 1474 = ppmy
woolvelddn o T1H b oy g )
t = . 104062
.1
'Ia Wit 2.9932
JCodltd €t 0,13
AN FAD AUTO FUHC B/Z0
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BspNr: D0610b

Ausarbeitung (System: DERIVE)

Sei v die Geschwindigkeit und t die Zeit in Sekunden nach dem Auftreffen auf den Sandwall.

Fir die Differentialgleichung setzen wir an: —% = 147-v

Zur Losung von einfachen Differentialgleichungen bendtigt man die Zusatzdatei ODE1. MTH (Ordinary Differential
Equations) - mit der Funktion DSOLVE1 _GEN( p( X, y), q( X, Y), X, VY, ¢) kann man nun Gleichungen der Form

p(X, y) + q(X1 y) ) y' =0losen.

DSOLVE1l_GEN(p, g, X, Y, ¢) liefert die allgemeine Lésung einer Gleichung der Gestalt p(x, y) + q(x, y) - y'=0in
Abhangigkeit der symbolischen Konstanten c. Man beachte, dass die meisten Differentialgleichungen erster Ordnung
auf diese Gestalt gebracht werden kénnen.

DSOLVE1l_GEN lost exakte, lineare, separierbare, homogene und verallgemeinert homogene Differentialgleichungen
und Gleichungen mit einem integrierenden Faktor, der nur von x oder nur von y abhangt. In anderen Worten, man kann
mit DSOLVE1l _CEN die meisten Differentialgleichungen erster Ordnung, wie sie in Grundkursen zu
Differentialgleichungen auftreten, 16sen.

Ist eine Differentialgleichung nicht von obiger Gestalt, so gibt DSOLVE1_GEN das Wort ,inapplicable’
(= unanwendbar) aus. In diesem Falle muss man versuchen, mit fortgeschritteneren Funktionen die Gleichung zu
[6sen.

Wir haben hier eine Funktion v(t) mit v' = —147-v = 147-v + v' =0

daher setzen wir

DSOLUEL_GEN{147%y_.1.t.v.c)

Vereinfacht ergibt sich:
LH{u}+147%t =c
Aufsuchen der dazugehdrigen Exponentialgleichung.

Nach Exponenzieren erhalten wir nun
EAP{LH{u}+147=t=c}

147 -t [
a a

u- = e

Das Auflésen der Gleichung nach v unter Berticksichtigung der Randbedingungen ergibt:
147 -t c

u-e = e

147 -t
8

© - 147t

<
]
m

448 = &

also ist die Bewegungsgleichung
- 147 -t

vit) == 44@-@

Fir die Losung der Aufgabe setzen wir (willkirlich) an, dass ein Geschold dann zur Ruhe gekommen ist, wenn seine
Geschwindigkeit nur mehr 0,0001 m/s betragt.

ACDCA-Beispielsammlung 2002 3/4 Projekt ,, Technologie im Mathematikunterricht



u(t) = B.8881
SOLUE{u{t) = B.B0A1, t, Real)

LN{ 4400800 )
t=

147
t = 9.1849620874

Damit wurde die Zeit bis zum Stillstand ermittelt.
Fur den 2. Teil berechnen wir das Integral der Geschwindigkeitsfunktion Uber das Zeitintervall bis zum Stillstand
A.18486200874

.r vi{t}) dt
a

2.993176598
Die Eindringtiefe betragt somit etwa 3 m.
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