BspNr: B0013

Themenbereich

Quadratische Gleichung, Winkelfunktionen

Zide vorhandene Ausarbeitungen
e Verkntpfung von Vektorrechnung und TI-92 (B0013a), TI1-92 Plus (B0O013b)
Differentialrechung und Trigonometrie
Analoge Aufgabenstellungen — Ubungsbeispiele B0010, BO011, BO012
L ehrplanbezug (Osterreich): 6. Klasse

Quélle: Dr. Thomas Himmelbauer

Der Zug und der Reiter (Mit Winkelfunktionen)

Angabe:

Zum Zeitpunkt t = 0 befindet sich ein Giiterzug im Punkt A=(0|0) und ein Reiter im Punkt B =(100100). Die
Geschwindigkeit des Zuges sei w = 10 m/s und die Geschwindigkeit des Reiters sei v =12 m/s.

Die GroRRe der Einheit betrdgt 1m. Die Bahntrasse folgt der y-Achse.

Fragen:
1) Unter welchem Winkel a muss der Reiter geradlinige auf die Bahntrasse zureiten, um dort gleichzeitig mit dem
Zug anzukommen?

2) Bestimme die kleinste Geschwindigkeit w des Reiters, bel der es mdglich ist, gleichzeitig mit dem Zug die
Bahntrasse zu erreichen? Unter welchem Winkel aist dies mdglich?

y-Achse
B={100/100)
v =12my/s
v¥cos(a)
v¥sin(a)
Treff] kt
100
w=10m/s
x-Achse

A={0/0)
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BspNr: B0013a

Ausarbeitung (System: TI-92)

ad 1)

Zunéchst wird die Bewegungsgleichnung sz(t) des Gliterszuges eingegeben. Danach wird eine Kreisgleichung kgr mit
dem Punkt B als Mittelpunkt und variablem Radiusr = 12 't eingegeben. Die Punkte dieses Kreises sind jene Punkte,
die der Reiter nach der Zeit t erreicht haben konnte. Nun setzen wir in die Gleichung die Koordinaten (x =0,y =10-t)
jenes Punkte ein, den der Giterzug nach der Zeit t erreicht hat. Die entstehende Gleichung ist quadratisch in t. Wir 16sen
sie nach t auf und erhalten zwei mdgliche Zeiten t1 und t2, zu denen der Reiter mit dem Zug am Bahndamm
zusammentreffen kénnte.

1 Fzw Fzw Fyr (33 FB 1 Fzr Fzw Fyw FE Fa
|~r E Alaebra|lCalc|0ther|PramI0|Clear a-z.. | - E Alasbra|Calc|0ther|PramI0|Clear a-z..
" kar|x=0 u? - 200y + 20000 = 144 1.2

a

" Define s,z-:t)=t-[m] Done myZ - 200y + 20000 = 144-+2 |y =10t

2 2 2 2 100+ - 2000+ + 20000 = 1442
W — 1A + (g - 1001 =45 125 + kar ) 2

mexpklist{soluel100 % - 2000+ + 20000 =P

2_ . 2_ . = 42
=€ - 200 ><+-=|2 200y + 20000 = 144 t2 S0-([@7 -5)  -50-([47 +5)
lkgr‘|x=El g€ — 200y + 20000 = 144 -1 11
karl x=0 L 2—2000%t+20000=144%t"2, £, £t
EEEME BEG AITD FARE /90 EEENE DEG ALTO FAR_C90
1 Fzr Fzr Fur FE Fa 1 Fzr F3= Fyw FE Fa
|v E Algebral|Calc|Other|PramI0jClear a-=.. | - ﬂ AlgebralCalc|Other|PrgmId|Clear a—z..
" cxpb list(solvel 1082 - 2000+ + 20000 =P " 11 11 HEEE
{SEI-[W—S] -5@-[W+s]} S50 - [J_ 5]
11 11
S0 47 -5 -S| 47 + 5 S0-1J47 -5 -0 J47 + 5
A e P [eoll7-s) ol }Hm
5o -[[47 - 5) -5a-[[47 + 5]
11 11
anst13[1]1+t1 ans (23212
EEEME DEG AUTO FAE __ B/40 EEEME DEG AUTO FAR 740

Dann wird der Punkt B eingegeben und der Abstand zwischen dem Treffpunkt sz(t1) bzw. sz(t2) und dem Punkt B
bestimmt. Dieser Abstand ist die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks mit Winkel o.. Die Gegenkathete zu o hat
die Lange 100. Damit |8sst sich aus der Definition des Sinus der gesuchte Winkel o bestimmen. Die Lésung a2 stammt
von der negativen Zeit t2 und ist daher firr unsere Lésung nicht entscheidend.

(Tatsichlich kommen durch das Vorkommen von t° in der Kreisgleichung auch negative Losungen von t in die
Rechnung hinein. Sie kénnen folgendermalien interpretiert werden: Der Winkel a2 bestimmt jene Richtung, in der ein
Reiter zum Zeitpunkt t2 vom Zug aus wegreiten misste, um zum Zeitpunkt t = 0 am Punkt B einzutreffen).

Der gesuchte Winkel betragt also rund 81°. Der Winkel 180° - 81°, der den gleichen Sinuswert liefert, kommt nicht in
Frage, weil der Reiter aus Symmetriegriinden die gleiche Zeit benétigt, um den Bahndamm zu erreichen, der Zug aber
offensichtlicht dazu langer braucht.

1 Fzwr Fzr Fyr FE Fa 1 Fzr Fxw Fyw F& FB&

|v E AlacbralCalc|0ther |PranI0|Clear a-z=.. | - ﬂ Alaebra|lCalc|0ther|PramI0|Clear a—z.
11 ® mormCzzet 1) — b + hul W—%
186 108

. +h 00

[11313] [lEIEI] " norm(szit2) - b) + hy2 11‘1_ + 2008

coi - [F7

® roem(sz(41) - B + hut T‘l_—% lsind[%]-}ai 1. 1042047135
B rormCezi L2 — b + hu? E'E'E' ‘l_ + 2000 . sin'i[ hgg ] + a2 £. BOSPIS2RES
normtsztt22—hd+hy2 sin 1100/ hy2>+a2
EEEME DEG AUTO FARE  10/410 EEEME DES AUTO FAR  1z/40

Nun wollen wir unsere beiden Bewegungen veranschaulichen. Dazu geben wir die beiden Bewegungsgleichungen in
deny=- Edi t or desG aphi k- Mode PARAMETRI C ein.Im Ment St yl e wahlen wir die Option Pat h.
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|’F1 Trzv]’ ¥ Tru Trsv‘l’ FET T

TEZDDN Edit| « [AL1l|Style|f s T ]
LFLOTE

et 1=

“ytl=10-t

wub2=100 -t - 12-sinfal)
YytZ=1600 -t 12 cosial)

utI{td= ytE(t) 100—t*¥12%cos<ald

EEEME DEG AUTO FAF EEEME DEG AUTO FAE

Wenn wir alst max die berechnete Zeit t1 eingeben und firr t st ep einen Bruchteil dieser Zeit wdhlen, kdnnen wir in
der Graphik das gemeinsame Eintreffen am Bahndamm genau beobachten.

1 Fzwr 1 Fzw
- E =T ] - ﬂ Zonar ]
Lmin= EI. tmin=.
tras |E= t.max 5. 434 7IT6IELD
tstep— 434736581864 tstep=tl-10
wmin=-10. ®min=-10.
wmax=120. wmax=120.
wscl=1. #scl=1,
gmin=-10. umin=-10.
gmax=1201. umax=120.
yscl=1. yscl=1.
EEENE TEG ALTD FAR EEENE TEG AUTO FAR
I’F ]’ T T T T 5 TF T ] |‘F T ]’ ]’ ]’ ]’ TF ]’ ]
¥ f=—|Zoon |Trace ReEPaph Math|OFaw|~ ¥ g |Zoam|Trace ReEr‘aph Math|Oraw|~ fp
—
EEEME DEG AUTD FAE | Bz | EEEME TEG AUTO FAE

ad 2)

Zunéchst wird eine Kreisgleichung kgr mit Punkt B als Mittelpunkt und variablen Radius r = w ' t eingegeben.. Die
Punkte dieses Kreises sind jene Punkte, die der Reiter nach der Zeit t erreicht haben kénnte. Nun setzen wir in die
Gleichung die Koordinaten ( x = 0, y =10-t ) jenes Punktes ein, den der Glitterzug nach der Zeit t erreicht hat.

Die entstehende Gleichung ist quadratisch in t. Wir |8sen sie nach t auf und erhalten zwei mogliche Zeiten t1 und t2, zu
denen der Reiter mit dem Zug am Bahndamm zusammentreffen konnte.

1 Fer Fzr Fyr F& Fa Fa
|v E Algcebra|Calc|0ther|PragmI0|Clear a—z...] v{— ngebr‘a l:al:: I:Ither* F'r‘ngI:I Clear a—=z. ]
Edgr I el b Ll B™ Ry i L L Ll Bl T
2 - 200+ g - 200y + 20000 = £ 2.2 + Kb -HE—ZDD-H+ZDDDD=t2-w2|u=1El-t
%2 - 200 % + 92 - 200y + 20000 = £ 2.2 106-£2 - 2000+ + 20008 = £2. 42
" kar|x=0 u? - zoE-y + zopoE = £ 2.2 " exprlistlsolve100-+.2 - 2000 -t + 20000 =k
wyZ-zoo-y+zooeo=+2 w2 |u=10-t { 1oa- [z (wZ-50)- 18] -tea([z-[uZ- o
108-+Z - 2000 -+ + 20000 = £ 2.2 w® - 100 W - 10C
wea— 2000+ 20000=t"2 %2 . t2 . £
EEEME DEG AUTO FAR 3/ 40 EEEME DEG AUTO FAR 4740

Diese Zeiten missen aber reell sein, daher darf die Diskriminante der Wurzel hochstens Null sein. Daher darf die

Geschwindigkeit v des Reiters den Wert J50 nicht unterschreiten.
Dieser Wert ist daher die gesuchte kleinste Geschwindigkeit. Durch Einsetzen dieses Wertes fir v in den beiden
Losungen erhalten wir zwel Zeitentl = 20 und t2 = 20, die gleich sind. Es liegt eine Doppellsung vor!
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1 Fzwr Fzr Fyr FE Fa 1 Fzr Fxw Fyw F& FB&
|v E Alacbra|Calc|0ther|PramI0|Clear a-z. | - ﬂ Alacbra|Calc|O0ther|PramI0|Clear a-z.
mexprlistlsolvel TOW- L= - Z000- L + 20000 =1 [ o ] [ o
[ (2 -20) 113] 1o [ 2 L 1m0 l2-(w2-50)-10] -1e0ffz(wZ-5
{ 100-112 2"’ 2” » w? - 100 T
we - 108 w? - 186 28
_{1::"3-[ z(wZ-sa)-18) -100 2 [wd -1 _{1::"3-[ 2[wZ-sa)-10) -tea:( 2 (w?-
W - 100 we - 10E w? - 100 w - 10E
20 28
anst{13[1]1 1 w=T<{50>+t1 anst23[21 lu=T<503+t2
EEEME DEG AUTO FAE  E/40 EEEME DES AUTO FAR  B/40

Nun kann der Abstand zwischen dem Treffpunkt sz(t1) und dem Punkt B bestimmt werden. Dieser Abstand ist die
Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks mit Winkel o.. Die Gegenkathete zu o hat die Lange 100. Damit lasst sich
aus der Definition des Sinus der gesuchte Winkel o bestimmen. Diesmal ist natrlich die Lésung 135° zu wahlen, da
45° zum Punkt A fiihren wirde.

1 Fzw Fxr Fyr (3 F& 1 Fzr Fiw Fyr FE F&
|vaﬂlgehr~a Calc|0ther|PranI0|Clear a—z...l TE Alacbral|Calc|0ther|PramI0|Clear a-z..
2T
[ > ] [ > _{ 18| |2 (w2 - sa) - 1a] -11313-[]2-[u2—5_
_{ 1ee-| |z (w2 -s0)- 18] -1o0 )2 (uZ-: 7 1om T e
w? - 100 w? - 18E 20
20 " ormlszitl) — b+ h 18- [Z
. n-:ur*m(slz_l':I(Dt.lj -b1+h 1aa-JF . Sind[ lﬁﬂ]+ a1 45
'51”4‘[ h ] 43 = 150 - 45 + a1 135
sin1¢100-h> 180—-45+al
EEEME DEG AUTO FAF __ BAuH0 EEEME DES AUTO FAR __ 8/40

Auch diesma sehen wir uns die Gaphik an. Um die 45° tatséchlich zu sehen wurde der Zoom-Befehl Zoonfsqr
verwendet.

|’E1 T rsz F¥ Tru TFSvT FE~ 1 FEv
'EZDDN Edit]| « JA1l[Style|# - ] va el ]
AFLOTE tmin
st 1= tmax=21.
iziee: [5@ e R
b 2=100 -t - S0 sindal) HMIN=_ :
sgt2=100 - t-[50-cos(al) Hmas s, $33355331
#t2=l gmin=-10.
E%E; gma:sff%SEl.
utds gzcl=1.
o
®t3CtI=
EEEME TEG AUTD FAF: EEEHE TEG AUTO FAE

|’F1 Trzv]’ B T & Trsv]’rsv‘lf? T ] I‘Fi Trzv]’rs ]’ & Trsv]’rsv]‘?? ]’ ]
- E Zoon|Trace [ReGraph|Math (2w |- - E Zoom|Trace |ReGraph|Math|Draw |~

G)\

EEEME DEG AUTO FhE | ELY | EEEHE TEG AUTO FAE

ACDCA-Beispielsammlung 2002 4/6 Projekt ,, Technologie im Mathematikunterricht



BspNr: B0013b

Ausarbeitung (System: TI-92+)
Mit dem T1-92 Plus stehen noch zwei weitere Varianten zur Verfligung.
Variante 1:

ad 1)

Zu Beginn erfolgt die Eingabe des Punktes B und der Bewegungsgleichung des Zuges sz(t). Danach betrachten wir den
Unterschied zwischen dem Abstand des Zuges vom Punkt B und der vom Reiter zuriickgelegten Strecke. Diese
Wurzelgleichung wird nach der Zeit t geldst. Hier erhalten wir im Gegensatz zur Ausrechnung mit dem T1-92 nur eine
Ldsung. Aber diese Wurzelgleichung wird vom TI-92 nicht gel6st. Danach wird wieder Uber den Sinus der gesuchte

Winkel o bestimmt.

|’F1 ]’ Few Tr3vTruvT FE T FE™ T] 1 -
vEngebr‘a Calc|0ther|PragmI0|Clean Up TE :

s ot e | |

(=)

. 11313] b [n:u:u Y -erosial, 1)
108 1
sa-[[47 - 5]
" Define szet) =t .[TD] — . {—11 1]st1 2. 43479363819
. £17—b) + ki 181 . 217523659

" rormiezity — bl - 12+ + gl ”W':Eﬁ':ﬂ Ik

18- [t2 - 204 + 200 - 12-t '5”‘4‘[ Rl ] 81.10420471 33
Eﬂm: sin1¢100/hl>
MAIN DEG AUTO FAR _ 3/30 AN DEG AUTO FAE 4/ 7

ad 2)
Setzt man die Geschwindigkeit des Reiters variabel alsv in den Ansatz ein, so erhdlt man die gleichen Ldsungen, wiein
der Rechnung mit dem TI-92. Der Rest der Berechnung erfolgt in gleicher Weise.

1 Fzwr Fzr Fyr FE Far 1 Fzr Fxw Fyw F& FEr
|vﬂﬂlgehr~a Calc|[0ther|PramI0|Clean Up | vﬂ Alaebra|lCalc|0ther |PramI0|Clean Up
u Ein'il ‘h”l”J g1, 1042047135 " zeros(gl, 1]
" normiszZit) - B) - vt + gl oa [z (vZ-50)- 18] -1oa 2 (u?-y
10-Jt2 - 2@+ + 208 -t w2 - 108 w2 - 10E
u zorosigl, b
([g [ :'2 j- 10) (272 _{ 1oa [z (vZ-50)- 18] -tea([z[uZ- Y
100- 2-; - 58] - 10 100 - 2-2u -5 7 1om 2 im
Ve — 108 w2 - 10E 20,
zerostgl,.t) anst13[111v=t<50>+t1
karnind: GugstionabTe salution FHAIN DES AUTO FAR  8/%0
1 Fzw Fzw Fywr F& Far 1 Fzwr Faw Fyw FE Faw
|vaﬁlgehra Calc|0ther|PramI0|Clean Up | va Alasbra|Calc |0ther|PramI0|Clean Up
_{ 11313-[]2-[u2—5|3]— 113] -1@@-[]2-[&—5. _{1@@-[]2-[&—5@]— 113] -1|:u:|-[]2-[-\;2—5||r
we - 10e we - 18E w2 - 108 w2 - 10E
2@, za.
_{ma-[ 2-[u2—5m]—1a] -1Eu:|-[ 2. (v -1 _{mm-[ 2-[u2—5l3]—lEl] -1Eu:|-[ 2 (uZ-y
We - 100 w2 — 18E w2 - 108 W2 - 10E
2@ 2
ansC23[211v=tC50) 2 anst22[211u=tC502 2
MAIM DES AUTO FAE 1030 HMAlN DEG AUTO FAR__in/30
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Variante 2:
Fir den 1. Teil der Aufgabe gibt es auch noch eine dritte Mdglichkeit des Berechnung.

ad 1)

Es werden die beiden Bewegungsgleichungen gleich gesetzt und die Gleichung der x-Koordinate und die Gleichung
der y-Koordinate nach Zeit und Winkel aufgeldst. Sehr elegant gelangt man sofort zur richtigen Losung. Man wird
aber gewarnt, ob es eventuell nicht noch mehr Lésungen gibt.

I‘Fi T Fev Trzv]’ F'ﬂr]’ FE T FE™ T]
va Algebra|Calc|Other|PrgmlId|Clean Up

[ IT] [ 1]

Dahe

_12 3
" Define 5r~u:+,:|=b+t-[ 51”(‘3)]

-12-cosla)
mszit)==sr(t)+al

zezinca) [EI=1EIEI—12-sin(a)-t ]
= Define sr(t) =h + t-[_ =ina ] Done 18-t =100 - 12-cos(a) -t

12-cos(al mznlueigl[l, 11 amd 9102, 11, £t a2)
Wzt =arit) +al t = 5,43479363819 and a = 81, 1042047135
wetglll1,1]1 and gll2,. 11, <t ax> Letglll1,.1]1 and gll[2,.11, <t ax)
MAlW DES AUTO FAE L/ E Farnind: Morg solukions may gxisk

ad 2)
Leider 183t sich dieses Verfahren bei der Veralgemeinerung nicht anwenden.

|’F1 T Fev Tr3vTruvT FE T 5 T]
- E Algebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up
[ ITI] LIy
" Define 5r~(tj=b+t-[_”'51”(a)]
-y cosla)
Bzt ==rit)+ gl
[EI=1EIEI—51n(a)-t-u ]
18-+ =100 - cosfa)-t-w

®eolueigl[l. 1] and gl[2, 11,4t a2
Ertor: Argument mismatch

Dare

MAIN DEG AUTD FRR 520
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