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Lehrsitze aus der ebenen Geometrie Bundesseminar Amstetten 2003

1) Der Lehrsatz von Ceva

a) Mathematische Grundlagen:

Dieser Lehrsatz wurde im Jahre 1678 vom italienischen Mathematiker Giovanni

Ceva entdeckt.

Lehrsatz: Die drei Geraden 950 9p und I welche durch die Eckpunkte A, B
und C eines Dreiecks verlaufen und die gegeniiberliegende Seiten in
den Punkten Pa' Pb und Pc schneiden, besitzen genau dann einen ge-

meinsamen Schnittpunkt Sp’ wenn gilt:

b) Cabri Geometrie:

In einem beliebigen Dreieck wurden zwei Geraden ga und gb durch die Eckpunkte 4 und B gelegt.
Eine Geraden gc wurde durch den Eckpunkt C und den Schnittpunkt von ga und gb gelegt. Die
Geraden gb und ga lassen sich im Zugmodus bewegen. Die Gerade gc wird mitbewegt. Ferner
wurden der Schnittpunkt A/ von ga mit der Seite ¢, Schnittpunkt B/ von gb mit der Seite b und
Schnittpunkt B/ von gb mit der Seite b bestimmt. Dann wurden die Lingen der entsprechenden
Teilstiicke der Seiten bestimmt und das Produkt der Teilverhéltnisse berechnet.
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c) Nachweis mit dem Voyage 200:

Angabe:

Eckpunkte des Dreiecks: E4=(0]0) EB=(bx|0) EC=(cx|cy)
Teilverhéltnis der Seite c: a:b.

Teilverhiltnis der Seite a: c:d

Teilverhéltnis der Seite b: e:f

Zunichst definieren wir iiber den Programm-Editor folgende Funktion, die die allgemeine
Geradengleichung durch die beiden Punkte P/ und P2 aufstellt. Dann geben wir die Eckpunkte ein.

Fav | Fuw FE™ T Fev Faw | Fuw FE FE*
- {— Enntr‘nl I-0(War Flnd Mode ] - E Algebra|Calc|0ther PranI0|Clean Up
=Eezp(p1,p2}
fFunc
:Lgca%_}m),n I[B]-Mz-a [EI]
Fp2-plary
SLlrw 21110 -ryll,11]1+n e a
fdotPin, [[x1lg]ll)=dotPin,pl2 b b
:EndFunc [ ] +eh [ ]
o 0]
[c,x [cx’
+Bec
(%) o]
[[cx][cy]]+ec
FAIN TEG AUTO FINEC DEG ALTD FUNEC_ 3750

Dann berechnen wir die Teilungspunkte der Dreiecksseiten.

I‘Fi T Few Tr:v]’ i T FE T [ T ] |‘F T T T T T T ‘
va Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up - f— Fllgebr*a Calc Dther‘ F'r*ngIII Elean Up
LIFER Teb - eal ¥ Lec
(o] ] o
[ + ah o}
o] c] c
o oo =k +Td-(9c,—ebj+t.ea
[l ] g
o d-[bx - c.x)
5 [ & bx] c+d
meat+ ST (eb - ea) s tec a+hb ccd
L& ] c+d i
+a/(a+h)*(eh earrtec ]:l+t:./(c+d)*(ec eh)+tea
Mn DEG AUTD FUNC 4/%0 DEG AUTD FUNC E/70

Danach werden die Geraden durch die Eckpunkte und die Teilungspunkte bestimmt.

FL7m) | ] I ] |’F1 T G Trsv]’ Fyr T FE T 5
- = ngebra l:al:: I:It,he-r* Pr‘ngI:I l:lean Llpr - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean LIPT_\
=TT - cy
v:+d o e+ f ]
e = geZpitec,ec) + ac
c+d i ) “be b _ oo arkxcy
P =28 x+[a+b + b c.x]u— =16
+f mgeZpltea, *
"ec+ S lea-ec)+teb = sezpites Eaj. ga_
& foy dlb—cx) | gossax g
R c+d cx|d c+d
+e.f‘(e+f)*(ea ec)+*teb 2p(tea ea)}ga
Mﬁ DEG AUTD FUNE &/%0 BEG AUTD FURL B/ 50

Der Schnittpunkt der Geraden ga und gb wird berechnet und abgespeichert. Danach wir die Gerade
gc aufgerufen, der Schnittpunkt in ihr eingesetzt und die entstechende Gleichung unter gl
abgespeichert.

FL7m) | ] 1 ] |‘F1 T Fev Trsv]’ ruv]’ TE T 5
- = ngebra l:al:: I:It,he-r* Pr‘ngI:I l:lean Llpm - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm
J (== . R R | B .
lT.,.,;x H—ﬁ—ﬂ cle+fl+df c-le+fl+d +'h-_
[c-cx+d bxl-f [c-cx+d bx)-f
® ge2piteb, ek + gb CTle+fi+td T cole+fl+df
. Frouox | of by . cle+fl+d-f s ep cle+fl+d-f
e+rf D ]'H_ e+t e+t c- oy c-f-cu
mcolueiga and ab, {x u) cle+fi+df cle+fl+d§f |
_lerex+d-be)-f _ c-f-oy “b-bx a-bx-cy
X_C-EE'+'FJ+EI'F and w =T a "ac "‘=">“'+[a+h +bx'“‘]"="W
lue(ga and gh,. {x.w>> @
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Durch zweimalige Multiplikation wird die Gleichung nennerfrei gemacht.

I‘Fi T Fiv Tr:v]’ ruv]’ FE T FE™ ]’
va Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up

|’F1 ]’ Fev Tr:v]’ruv]’ FE ]’ FE™ T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

|_v;-(e+f“j+d-F J |_v:-(E-+-F‘)+d-+‘ ]

" go cu-x+[;b;ix+bx—cx]'u=%
mcoy-sp[l, 1]+[ :ab;i;x +b>c:—c,>c:]-5p[2, 1]1=-k
“bec-fbx-cy d-e-f-bx-c

(a+b)[cfe+fl+df] * [cfe+fl+df]"

W T * ¥ * .
|Mn|N DEG ALTD FUNL 13720

(a+bl{cle+fl+d ] * (c{e+fl+d-f]}
mgl-(a+bl+al
[a(c+d)+b-d]f bx-cy
cle+fi+df
gl o e+ fl+d-f]+al
[alc+d)+b-d]l-fbxcu=alcle+fl+dp

=a-bx-cy

HMAIN DEG AUTO FUHC 1530

Durch Umformung der Gleichung, so dass die rechte Gleichungsseite Null wird und durch Division
durch b-d-f wird der Lehrsatz von Ceva ersichtlich. Die Gleichung ist genau dann richtig, wenn

der Ausdruck <€ —1 ist.
bd-f

rfi T Fer TrsvT ruvT FE T FE™ T]
va Algebra|Calc0ther|Prgmld|Clean Up

B leftiglil—rightigl) =0+ gl
Tace-b-d-fl-bx-cu=0
gl Clarcce-bed-flbe-oy

"Bdr EdT @
al
. PPDPFF‘-EE-[ l-:u-d-'F‘]
b cy ——EIGE?Q??C’H =q
'n pFrac (gl C(hadxfi>
HMAIM DES AUTO FUHC 1B/30
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2) Der Feuerbach’sche Kreis (Neunpunktekreis)

a) Mathematische Grundlagen:

Der Halbierungspunkt der Strecke zwischen Umkreismittelpunkt und Hohenschnittpunkt ist der
Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises. Der Kreis verlduft durch die drei Seitenmitten, durch die
drei HohenfuBpunkte und halbiert jeweils die Strecke zwischen Hohenschnittpunkt und Eckpunkt.

b) Cabri Geometrie:

#% Cabii-géométre || - [Feuerbachscher Kreis1_fig]

%Qate\ Bearbeiten  DOptionen  Fenster  Hilfe ;Iilll

N EEE N

|Z=iger

c) Nachweis mit dem Voyage 200:

Angabe:
Eckpunkte des Dreiecks: 4=(0[0) B=(bx|0) C=(cx|cy)

Zunichst definieren wir iiber den Programm-Editor folgende Funktion, die die allgemeine
Geradengleichung durch die beiden Punkte P/ und P2 aufstellt. Dann geben wir die Eckpunkte des
Dreiecks ein.

Dr. Thomas Himmelbauer 11/ 5



Lehrsétze aus der ebenen Geometrie

Far | F Tow
- {— l:unt-r*ul I-0Uar Flnd Mode ]

Ee?p(pl =]
fFunc

tLocal ru.n
FpZ-plary
SLIrwlZ, 1110 -r
fdotPin, [[x1ly
fEndFunc

Wi, 1111+
]])=thF‘(n pla

HMAIN DEG AUTO FUNC
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|’F1 ]’ G Trsv]’ Fyr ]’ FE T 5
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm

[&]-- N
[o]> (o]
[c,x [c,x'

DES AUTD FUMC 5750

Zunichst berechnen wir die Vektoren der Dreieckseiten ¢ und b und die Halbierungspunkte dieser

Seiten.

- {— |FI 1 gebra I:a 1 C |Dthe-r‘ Pr‘gm 10 |I2 1 E-an Up

e 7

] [ .

| | *C

cy [
b

Bh—33+uab [ ]
o
]

BZ—3%vyac [
=k

C—a-*uac

HAIN TEG AUTO FUNC 5/50

|‘E1 T Fev Tr:v]’ G T FE T FE™ T ]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
(Rm=s]
b ]
w2 ; B mab 2
o
L)
n i, Mac 2
z £y
2 ]
.+[: >/2mac
HAIN DEG AITO FUNE 7750

Dann stellen wir die Streckensymmetralen dieser Dreiecksseiten auf und berechnen ihren

Schnittpunkt den Umkreismittelpunkt.

rfi"ij Fer T Faw T T T FE T FE™ T i
= f—|Alacbra|Calc|0ther |Prami0|Clean Up
= g

z

L] du:ut.F'[ vakb, [:]] = dotP{vab , mab) + stab

bix-w =

=t.ab _ b
gx tetab M=

HMAlN DEG AUTO FUMC 9/50

|’F1 T Fev TrsvTruvT FE T FEv T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

u thP[uac. f [:]] = dotPivac, mac) + stac

2
L =
CX'X+GH'U=T+%

B zgluelstab and stac, {x 4l
_ '[bx-cx—cxz—cuz]

LR
:x'.—zan Z oy

1ue(f‘tah and stac,{x, ul})
|

L] DEG AUTO FIJNII 1150

Wir speichern den Umkreismittelpunkt unter um ab. Dann werden die Hohen auf diese beiden Seiten

berechnet.
|’F1 T Fev Trsv]’ T T 3 T FE™ T ]
vﬂ Algebra|Cal clother|Pragmld|Clean Up
b

2
L] + UM

'[bx-cx —ex? - cuz]

2oy
e ]
z

HMAlMN DEG AUTO FUMC 12/E0

|’F1 T Fev Trsv]’ruv]’ FE T FE* T]
- E Al gebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up

. dntF‘[uab . [:” = dotPiuzb, c) + he
bix-x = bx-ox
l%-?hc. ® = CH
. dntP[uac. . [:]] = dotF(uac, b + hb
cx-xtod-d=hx-cx

-EI.C L1l w]]d=dotP{vac, bh)*+hh
MAIW

DEG AUTO FUMC 15/ 50

Der Schnittpunkt der Hohen wir berechnet und unter 4p abgespeichert. Danach wird der Mittelpunkt
des Feuerbachschen Kreises fp und sein Radius 7/ bestimmt.

I‘Fi T Fiv Tr:v]’ ruv]’ FE T FE™ ]’]
va Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up

T LaIr
Cx-x +od-d = b Cx
B soluelhc and hb, £x g3
_ _[bx-—cxl-cx
w=cx and H_E—H
CH 1
[I:bx -coxlox

cx
" {bx—-cxl-cx |+ hp
oy J

=]

HMAIN DEG AUTO FUHC 17/E0

|’F1 ]’ Fev Tr:v]’ruv]’ FE ]’ FE™ T
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

hEp + um 4
— 3 fp
E b oo — £x T 2

4oy

+ oy

B pormlmab - PR e

J[h><2 - 2-bueoon+ond + cgz]-[cxz + E':IZ]'|'F

El
1'm(ma]:l fp)onf

] DEG AUTO FUHC 19,50
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Nun folgt die Berechnung der HohenfuBpunkte. Dazu berechnen wir die Trégergeraden der

Bundesseminar Amstetten 2003

Dreiecksseiten und die noch nicht berechnete Hohe Aa.

I‘Fi T FE™ Trsv]’ i T FE T FE™
vﬂ Algebra|Cal cj0ther |Prgmld]Clean Llpm

Tk = 2 koo # c® + cu<] o + G'H‘dJ'h

El
B geZpia, bl + gab chx-g=0
gab _

u B + gah y=0

= geZpia, c) + gac cY-x®—cxH-d=10
"geZplh.cl+abc curx+lbx-cxl-u=bx-cy

Zp(h,c)+3hc

DEG AUTO FUMC 23/50

Durch Schnitt der Trigergeraden der Dreiecksseiten mit den Hohen erhalten wir die

|‘F1 ]’ G Trsv]’ruv]’ FE T 5

- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm
gab
" b=
mgeZpla, o)+ g9ac cy-x-cx-y=0
B gepib.ci+abc cu-x+lbx - cx)lou=bx-cy
-dntP[c—b,[:]]=dutP(c—b,a)+ha

[cx—bxl-x+cu u=0

+ gab y=10

c—h,.[[x1[w]1]>»=dotP{c—h.ar+ha

HMAlN DES AUTD FUMC &4/50

HohenfuBpunkte und speichern sie unter Afa, ifb und Afc ab.

I‘Fi T Fiv Tr:v]’ ruv]’ FE T FE™ ]’]
va Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up

B soluelgab and ho, {x  4Ji)
®x=cx and y=0

. [;x] 4 hfe [;x]

B soluelgac and hb, {x 932
b o2 _ beex-cy

#=—e—= athd y=————+=
':-X:2 + ':-':I2 i:-}{2 + l:-':l2

lue(gac and hb,{x, ul})

DEG AUTO FUMC 27/E0

Als erstes Uberpriiffen wir nun ob alle drei HoéhenfuBpunkte den Abstand rf (Radius des

1 Fev Fiv _ Fu™ FE [
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
|2 | |4 L=
. i:><2+c,5|2 s hb c,><2+i:'=|2
b - cx-cy b -cx oy
E.x2+c.'\=|2 c,><2+c,'=|2_
mzoluelgbc and ha, {x 432
gl
®E=— b cy = = and g=—P
b — 2 -bx-cx+ox™+cy b <

1ue(ghc and ha, {x, u3)

DEG AUTO FUHC 28,50

Feuerbachschen Kreises) vom Mittelpunkt fp des Feuerbachschen Kreises besitzen.

- {— |F| 1 gebra Ca 1 = |Elthe-r* F'r*gm I0 |I2 1 E-an Up

I
b -[bx - cxl-cy J
b — 2-bx-c,x+c,x2+c,n=|2
b - cy

o :
2

b = 2-b-cx + ox +cy
b -[bx —cxl-cd

bx2—2-bx-c,x+c,x2

+ oy

L3 —2%bxcxrex*2+oy™2211+hfa

HMAlMN DEG AUTO FUMC Z0/E0

Danach iiberpriifen wir die Seitenmitten und zum Abschluss die Halbierungspunkte zwischen dem
Hohenschnittpunkt und den Eckpunkten.

vialmgféfwa oot pramalc1emy U |
-[r'u:m Fp—%b]]z—przmj true
-[nnrm ;E]]z—r*f‘z 0] Lrue
-[r‘u:ur‘- Fp—%]]z—pr:El L

urm(fp (h+-::)/2))‘“2 rf~2=0

FUMC ZB/50

- {— Fllgebr*a Ealc, Elt,her* F'r*ngEl Elean Up

=
b [ — cxl ey

b - 2 b ox + oxs

[ orml fE - hFa):Iz | true
= horml £ - hf‘b)jz —rfi=p tiLe
= [ harml e — hFc.)jz -rfl=n tiue

Efurm(fp —hfciy*2—r»f~2=0
Al

+ C-‘:IZ.

H DEG AUTO FUHC 33/50

1 Fev FEw |_ Fu™ TE FE™
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm
P te 2
| ok - rf 0} tiue
u [nu:ur hp * 3 ]] r*1f“2 tirue
2
L [r‘u:\ hp—;b]] —rfZ=g tiue
nrm(fp (hp+]:l)./2 2302—pE2=0
HAIN HOTD FUNE 33,750
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3) Der Kreis von Apollonios

a) Mathematische Grundlagen:

Der griechische Mathematiker Apollonios von Perge (2. Jhdt. n. Chr.) entdeckte

folgende Eiganschaft. .
Die Menge aller Punkt X, fiir die gilt, dafd das Verhaltnis der Abstande zu zwei

festen Punkten A und B konstant ist, ist der Apollonische Kreis ka' Sein Mit-
telpunkt ist der Halbierungspunkt zwischen dem inneren und dem &uferen Teil-

ungspunkt und er verlauft durch diese beiden Punkte.

kg = {x| XA . konstant | ,,,// ~_
XB e - N
e ‘
/ \\ ka
/ N\,
/ N\
N\
\\
/ \
/ \\
/ \\
/ \
A Tif B Ma |
N T I Ta
\\ 4 \\
\\\\\\ N\ /
\\\ \\ /
\ N \ /
N AN /
\\ \\ \
AN h N \\ /
\
" O\ //
~ NN -
T~ N\ —
— N~

b) Cabri Geometrie:

Auf einer Geraden ist von ihrem Punkt aus eine Strecke aufgetragen. Mit Hilfe der Zirkelfunktion
ist diese Strecke noch fiinfmal auf dieser Geraden abgetragen. Um die beiden Punkte 4 und B ist
jeweils ein Kreis angelegt, dessen Radius die doppelte Streckelinge bzw. die dreifache
Streckenlénge besitzt. Die Schnittpunkte dieser Kreise sind Punkte des Kreises von Apollonios fiir
das Verhéltnis 2:3. Wenn man die Spur fiir die beiden Punkte einschaltet, kann man durch verdndern

der Streckenldnge die Ortskurve erzeugen.

1/ 8

Dr. Thomas Himmelbauer



Lehrsitze aus der ebenen Geometrie Bundesseminar Amstetten 2003

'-!-'4 Cabri-géométre 1l - [Appolonius_fig]
% Datei  Bearbeiten Optionen  Fenster  Hille = 51|5|

N A ] ] ]

o - o

|Zeiger

'-!a Cabri-géométre 1l - [Appolonius_fig]
% Datei  Bearbeiten Optionen  Fenster  Hilfe =T 5'

N A S adse] =] (]
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Mit der Cabri-Geometrie am Voyage 2000:

Am unteren Bildschirmrand wird ein Strahl und am rechten Bildschirmrand wird eine Strecke
aufgetragen. Die Lidnge der Strecke wird mit der Funktion Compass viermal auf dem Strahl
abgetragen.

I1F'1 h IE#’W"” - ]’: E___, :_'BE \IFEF{"I‘@THFEE}TFSJ ]’rsr___,, TR '
+ | |

%

_won A

RFFOL DEG AUTO FRE AFFOL DEG ALTO FAR

Die Kreise werden ausgeblendet und es werden die beiden Punkte 4 und B festgelegt.
Y O ) S S A LY S0 K0 o) Erad e
.| ) |

RFFOL DEG AUTO FRE AFFOL DEG ALTO FAR

Ein Kreis mit Mittelpunkt 4 und Radius gleich der Streckenlédnge und ein Kreis mit Mittelpunkt B und
Radius gleich der dreifachen Streckenlinge werden gezeichnet. Danach werden die Schnittpunkte der
Kreise bestimmt. Bei Verdnderung der Streckenldnge hinterlassen die Schnittpunkt der beiden Kreise
als Spur den Kreis von Apollonios.

N 2 3 T 5 P o Er FATOFFFe v

" . I " THiS PIINT
®

AFFOL DEG AUTOD FAR AFFOL DEG AUTO FAFR

c) Nachweis mit dem Voyage 200

Angabe:
Berechne Mittelpunkt und Radius des Kreises des Apollonios fiir die Punkte A4 = (ax| ay)und

= (bx| by) und das Teilverhéltnis n!
Stelle den Kreis und die Strecke AB durch eine Parameterdarstellung fiir A:(l |2) und

= (10| 7) und n = %dar.

Zunichst geben wir die Punkte 4 und B und einen variablen Punkt XP ein. Danach setzen wir das
Verhiltnis der Strecken an.

Dr. Thomas Himmelbauer I1/ 10
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|’F1 T Fev GE N TE FE™
- E AlgebralCalc DLher‘TPr*ngDTClean Upﬁ

AFFOL FAD AUTO FAE 240

Nun wird die Gleichung bruchfrei und anschlieBend durch Quadrieren wurzelfrei gemacht. Die
Gleichung erhilt die Form einer Kreisgleichung. Durch Division kann dann der Koeffizient von x~

und y” auf 1 normiert werden.

| Fllgel-:nr*a Eali: Dther‘TPr*ngDTEleah Upﬁ

Z_3.ax ><+'=|2—2 ad: '=|+a>< +a'=l
xz—2-bx-x+l=|2—2-bl=|-l=|+bx2+b'=|2
m gll-getbenomileftigll))+ gl

1% -2 s xru?-zayuraxZranl=nb
w1224 413

><2 - 2-ax-xm+ 92 -2 ag-g+ a><2 + al=|2= nz-’
1224513
AFFOL RAD AUTO FAE B 40

Jetzt lassen sich aus der Gleichung die Koordinaten des Mittelpunktes des Kreises ablesen und dann

der Radius des Kreises bestimmen.

| Fllgebr*a Ea fv: D{G;PTPPQNIDTClEEH Upﬁ

. leFt(913) - r1ght(913) + gl4
[1 —nE]-x2+[2-n2-b>< - 2-a><]->< +[1 - nz]-’

gl4 ]_}
ala
_Re

L] pr‘n:\pFr*an:[ )

. ne.y? _ u? _ 2% by-y p2oEdY
nf-1  n<-1 n< - 1 ne -1

prupFPac(gl4/(1 n*2)3¥glh

RAD AUTO FRE  BA40

|’F1 T Fev W
- E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Llpm
2

Zpn?  nlw? _

PEER=R ax _
T1 T TeZo1 RE-1 nmZ-i 2—1
2 b — 2 e —

ah gx 2y e 1l gx a3
ns—-1 ns-1

- nz-bg—ag nz-bg—ag

2—.}'\4-“:' 2—
ns =1 n=-1

HFFOL FAD AUTD PR 1090

Es folgt die Eingabe der speziellen Daten.

[k fitra [ ore [ Fer [Franolciem ug| |

|-.Jaxz—2-ax-b><+a'=|2—2-ag-bg+tb

Bl 3 ax 1
=23 ay z2
B0 b 10
7 by 7
LR 13
HFFOL FAD ALTO FAR 17 /a0

Im Parametermode wird der Kreis, die Strecke und ihre Aufteilung durch geschickte Wahl des

Bundesseminar Amstetten 2003

I’Fi T FE™ Faw - Fu™ FE FE™
- ﬂ Algebra|Calc Dther‘TF"r‘gm I EITE lean Upﬁ
[Eu] [Eu]
M 2
n =+ =]
d d

- nakmka — ®pd
narmih — xpl

w2 2—2-ag-u+ax2+a'=|2=

>c:2—2-bx-x+u2—2-bu-u+bx2+bgz

normta—xprstnormth—xpld=n+gli

AFFOL # FEAD AUTO FAE  4/40

=n+gll

—Z-ax-xt+y

17 Fer Fzwr
~§—|AlacbralCalc Dther‘TPr*ngDTEleah Up
=g g

= left{gl3) - r‘i'Elht-(EIlS:l * 914
[1 —nz]-x2+[2-n2-bx—2-a><]-x +[1 —nz]-"

-pronrac[lglqz]-}glﬁ

-n
2.2 2 R Ca-

nzx_zx _2n2bxx+22axx+_rh
nc-1 n<-1 ne -1 ne-1 r

propFrac{gl4/<1-n"232+g15

AFFOL EAD AUTO FAE  B/40

FI 1 gebr‘a Ca i'v; D{I*I!u;r*TP‘r*gm I EITI: 1 E-an Upﬁ

= leFt(913) - r*1-ght(gl$) + gl4
[1 - nz]-xz +[2-n2-b><—2-a><]->< +[1 —nz]-h‘

= propFiac ald +gls
1—r'|2
FPEEMIN ne b . r‘uz-bu2 _ ax® _ agz
-1 nf-1  ni-1 nf-1 ni-i
prupFPac(gl4/(1 n*2333glh
AL AUTO PR B4

I‘Fi T FE™ Fav 1 Fu™ FE FE™
- E AlgebrafCalc Dther‘TP'r‘ngDTElean Llpm

B[ —mx]l +[d-malT —gld +ryg

nz-[axz—2-a><-b><+a'=|2—2-ag-hu+hx2+t

2 r
(n2-1]
Y * ra
n -JaxE—Z-ax-bx+a-=|2—2-a'=|-bu+tp
n2 -1
J{rg2+1ra
HFFOC FAD AOTO FAR  1&/a0

FI 1 gebr‘a Ca 1 C Dther‘TP'r‘gm I I:ITE 1 ean Llpm

u 1El > bx

73 by ?
LI i 143
L o - 1.8
Yy 118
.ra z-[106

=]

RFFOC FAD AOTO FAR 20790

Paramters ¢ und der Windowvariablen tstep auf einmal dargestellt.
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Lehrsitze aus der ebenen Geometrie

Bundesseminar Amstetten 2003

5 W {FET]_ FBT T o
|v{—2cu:|m|Ed1t - HlllStgleT<:>=. T vﬂ Zoom
FLOTS — Lmir=m.
EEAA e + 3 oSt t,max 6. 28318530718
oyt l=my + ra-sinlty t.5t.eE—_1%
wabZzam + b (be - ax) L 21 L
watZ=ay + L -[by — ay) :»{51;.1:1_3
wxtI=am + 4t (b —ax) |t 2.4 Smar=11

1EI "y yscl=1

vutI=ag + by — au)
xtidto= mx+ra*cus(t)
AFFOL FAD AUTD AFFOL FAD AOTO FAR

Uber Zoomsqr erhilt man eine unverzerrte Darstellung.

1" |_Fer Fz FEw Far

- f—|Zoon|Trace Regr‘aph Mat.h|Oraw| -

(>/

NS

AFFOL FAD AUTO FAR

4) Die Simsonsche Gerade

a) Mathematische Grundlagen:

Fallt man von einem beliebigen Punkt P des Umkreises eines Dreiecks die Nor-
malen n_, n . und n . auf die Trégergeraden der Dreiecksseiten, so die lie-
gen die Schnittpunkte P, P . und Py . dieser Normalen mit den Tragergera-

den auf einer Geraden, der Smsonschen Geraden. Diese Gerade wurde vom

englischen Mathematiker Robert Simson (1687-1768) entdeckt.

Dr. Thomas Himmelbauer
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b) Cabri Geometrie

Das Dreieck und der Punkt am Umkreis kdnnen im Zugmodus verdndert werden.

#% Cabri-géométre |l - [Simson.fig]

%Qatai Bearbeiten  Optionen  Fenster  Hilfe =121l

D EE R

P

A a _>l;I

|Zeige|

c) Nachweis mit dem Voyage 200
Angabe: 4 = (—5| — 2) B = (6| — 1) C= (2|7)

Zunichst werden die Koordinaten der Eckpunkte bestimmt. Dann werden die Streckensymmetralen
aufgestellt.

|’F1 T Fev T Faw T T T 3 T FE™ T ] |’F1 T Fev T Fiw T Faw T FE T FE* T ]
vﬂ Algebra|Cal clother|Pragmld|Clean Up - E Al gebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up
a+th 1/2]
- - % 2]
- N 7 e [
2 2 b+c 4
. ——— < mbc
%] %] : )
= by . thP[[ :] b= a] = dotP(b - a, mab) + ztab
] b
7] N [?_ 11-3% -3 -u=4
[2;7]+c Lxaw]l b—ad=dotpi{b—a_.mabl)¥stah
MAIN TEG AUTO FONC /60 MAIN DEG ALTD FUNE_Bi i

Durch Schnitt der Streckensymmetralen wird der Umkreis um und dann sein Radius rum bestimmt.

Dr. Thomas Himmelbauer I/ 13
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a1 oot [l prono|c1een U] |

u thP[[:] b= a] =dotPib - a, mab) + st.ab
11-x-3-u=4

u dntP[[:] b= c,] =dotPib — o, mbc) + sthbe
d-x-8-gy= -8

maxprliztizoluelstab and stbo, {x J4il.p
[14-19 26&-19]

mtah and sthce,{x,. wrd, (. wrir*]l

DEG AUTO FUNC B/80

Bundesseminar Amstetten 2003

|’F1 ]’ G Trsv]’ Fyr ]’ FE T 5
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm

TLd] T
dex=8-u= -8
moxpklistizsoluelstab and stbho, {x gl p
[14-19 Z6-19]

1419
17 [25/19]
B ormum — &) Fum %

HMAlN KAD AUTO FUNC 1060

Nun wird ein beliebiger Punkt P am Umkreis ausgewdhlt. Die Normale nab, nbc und nac durch ihn

auf die Dreiecksseiten werden aufgestellt.

- {— |FI 1 gebra I:a 1 C |Dthe-r‘ Pr‘gm 10 |I2 1 E-an Up

B ol ue — &l # eun T

" um+ Pum_[an(t)] *
sinit) i
5-J481 - cos(t) + 1415
19
5-14811;351n(t) + 26019

HMAIN RAD AUTO FUHC 11/60

|‘F1 T Fev Tr:v]’ruv]’ FE T FE™ T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
-d.:-tPHHJ,b—aJ=dntP(b—a,p>+nab
55-[481 - cos(t) _ 15-J481 - =iry
19 19

11-x-3-y=

. thP[[:], b—- -:] = dotFib - ¢, P+ nbe
20-[81 -cosct)  40-J38 - zing,
i3 5

d-xw—8-y=

x] [v1],b—c)=dotP(h—c . p)*nbc
Mﬁ FAD AUTO FUMC 13/ 600

Es folgt das Aufstellen der Gleichungen der Tragergeraden der Dreiecksseiten gab, gac und gbc.

rfi T Fer TrsvT ruvT FE T FE™ T]
va Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up

L] thP“_':lJ e c,J =dotFla-c, Pl + nac
-35-[481 - cosit) _ 25-[481 - 53y
19 19

Tem-Dd=

mh -5 +uvab I:]L;]

3 3]
L] *
[11] rnab [11_

1 =3
HMAlN EAD AUTO FUMC 1660

|’F1 T Fev T Fiw T Fir T FE T FE™ T "
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
bl = g LdL I-5
u [5 ] + nwac [5 ]
-7 -7
-4
uc— b+ ub
=4 b [Eﬂ ]
g ]
u [4] + hvbc [4_
[8:;4]1+nubc
Hill RO AUTO FUME 20760

Die Schnittpunkte der Tragergeraden mit den entsprechenden Normalen sind die drei Punkte pab,

pac und pbc der simonschen Geraden.

I’Fi T Fev Trsv]’ ruvT 3 T FE™ T]
vﬂ Algebra|Cal clother|Pragmld|Clean Up

Lu] ]
Sex+dou=4dq

iexprlistizoluelnab and gab, {x  4l), b
121 -J451 - cosity - 33-J481 - sinftl + 247

494
(33 481 - cos(t) - 9 [381 - 2init) - 247)

454

and gab,{x, wrd, tx,. >33 Trpah ]
FAl

L] ERD AUTO FUMC 2480

|’F1 T Fev Trsv]’ruv]’ FE T FE* T
- E Al gebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up

l - 33-J481 - cos(t) — 9 J481 - sinlt) - 247]
494
ll:exphliEt(snluel:nac, and gac, Lx JX1, ok
245 J481 - costt) + 175 -J481 - sinct) — 2109 ]

1406

175 - J481 - cosCt) + 125 - J481 - sinit) + 6327
1406

a.nd gac  Lx, yrd tx,.wr23THpac ]
MAIW

EAD AUTO FUMC 25 0

Nun stellen wir die Gerade auf, die durch die Punkte pab und pac hindurchgeht, und speichern sie

unter si ab.

I‘F T ]’ T Fu T T ]’ i
- f— ngebra Calc|other Pr‘ngD Elean Up

[ T 9ol COSIL) ¥ [Z0 9ol SITL L) F Bair
1408 _

I(E-prliEt,(snlue(nbc, and gbc, £x gk, ok
381 -coscty - 2-[[381 - sinit) - 38)
19

[z J481- .;-:.act)—4 -[#B1 =init) — 57)

and g]:n:: {x U, {x u> 23T 3phcl

FUMC 2B/B0

|’F1 ]’ Fev Tr:v]’ruv]’ FE ]’ FE™ T
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

-[2-[481 - cosity - 4 - Ja81 51h(t)—5?]
]

lpab—pac+r‘u51
34-J481 ~cos(h) 92 J4E1 51n(t}l

421 421
-5 [481 -coscty _ 34 [481 sin(t) i
421 421 |
FAIN FAD AT FUNL 2750

Dr. Thomas Himmelbauer
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Lehrsétze aus der ebenen Geometrie Bundesseminar Amstetten 2003

Iﬁ T FEr TrsvT e T FE T FE™ |‘F1 T Fer TrsvT Fr T FE T F&E™
vﬂ Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm
[ 351 = 351 -5 Fo1 o1

_[r‘ugi[Z, 1] ]+nr‘usi [2-[46- 481-5in(t)—481] _ 34 431-.;.;.5(+_I‘

“rwsill, 1] 481 451

e 4‘?;1":05“) -2t 4?‘;'151”&') -4 - thP[[x], nr‘usi] = dotPlnrvsi, pabl + 5i

. k

2-[46-J4814;11n(t) -481] 34-|_4E;18-1m5ct .;.:s,m-[ 9z -4J;f1-x _ 34-4J§1 -u] eincty P
[rvsil2,.115 resill.11]1*nrvsi 9] Snpvsid=dotpinrvsi.pabl+s..
FHIN KAD_AUTD FUMC zB/E0 AN EAD AUTD FUME 28,/60

Zum Abschluss setzten wir den dritten Punkt pab zur Uberpriifung in die Gerade si ein.

rfi"ij Fer TrsvT ruvT FE T FE™ T]

= f—|Alacbra|Calc|0ther |Prami0|Clean Up

[2-L46-J4E=1 =inCty —d451] 34 -J481 cosit,
481 481 y

u dntP[[:] B nr‘usi] =dotPinrusi, pab) + =i

v:-:-s(t)-[ -92-484181.>< _ 34'4r‘£1"=']+5in(t)*

l5i|><=pbc,[1,1] and u=pbc[2,1] tue

Ix=phc[1,1] and w=phcl2.11
MAIW

EAD AUTO FUMC 2060

5) Der Gergonne Punkt

a) Mathematische Grundlagen:

Dieser merkwiirdige Punkt des Dreiecks wurde vom franzosischen Mathematiker

Joseph-Diez Gergonne (1771-1859) entdeckt.

Die drei Geraden 95 9p und I die die Eckpunkte eines Dreiecks mit jenen
Punkten By, ., B_. und B_,  auf den gegeniiberliegenden Seite verbinden, in denen
der Inkreis die Seiten beriihrt, schneiden einander in einem Punkt, dem Ger-

gonne Punkt.

Dr. Thomas Himmelbauer
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b) Cabri Geometrie

#4 Cabri-géométre Il - [Gergonne.fig]
%Qatai Bearbeiten Oplionen  Fenster  Hilfe ;Iiljl
DEEEEEREEEE
2
C
| |

;I o of

|Zeiger

c) Nachweis mit dem Voyage 200

Angabe.
Eckpunkte des Dreiecks: 4=(1]1) B=(12[12) C=(5]29)

Zunichst definieren wir iiber den Programm-Editor die Funktion geZp, die die allgemeine
Geradengleichung durch die beiden Punkte P/ und P2 aufstellt. Dann werden die Eckpunkte des
Dreiecks eingegeben.

1 5 FEv [ Fuw|_ FE FE™ |‘E1 T Fev T Fiw T G T FE T FE™ T ]
- a Conit.ral (I-0War|Find.. Mode ] - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
tgelplpl, pEl
tFunc
tLocal ruan 1 1
fpd-plary u +a
LT 2, 1110 =P ll, 11114k 1 1
fdotPin, [[x1lu]ll)=dotPin,pl2 12 12
fEndFunc l[ ] +h [ ]

12 12
o] 2]
29 29]
MAIN TEG AUTO FINC HAIN DEG AUTO FUNE 3750

Dann berechnen wir die Richtungsvektoren der Winkelsymmetralen und ihre Normalvektoren.

Dr. Thomas Himmelbauer I/ 16
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I‘Fi T FE™ Trsv]’ i T FE T FE™ |’F1 ]’ G Trsv]’ Fyr ]’ FE T 5
vﬂ Algebra|Cal cj0ther |Prgmld]Clean Llpr - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean LIPT_\

T1z]7 " [12] [T |
'[29]” [29] -l?éﬁ
2 mynitc — b + unitUia — b + rub
z-[Z z-[Z
. . 5] 13 i
B ynitlb — a) +unithc — a) + rwa o 27
6'_E l[ ]-}nr*ua [
5 | -1 -1
TTRIN TEG AUTO FONC 4/50 HAIN DEG AITO FUNE G750

Dann stellen wir die Gleichungen der Winkelsymmetralen auf und berechnen den
Inkreismittelpunkt.

I‘Ei T Few Tr:v]’ i T FE T [ T ] |‘E1 T Few Tr:v]’ G T FE T 5 T ]
va Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
) 7 2-x-uy=1
[ ]+nma [ ] y
-1 -1 = dntP[nmb . [H]] = dotPinrub , b + wh
1 1
L] > 3] +5y=72
[5] Fir [5] y u ’
Bexprlistizoluvelwa and wh, {x d3), {x
L dntP[nr‘wa,[:]]=dntF‘(nr‘wa, a) + wa ( 7
2xw-u=1 [13
Lnpwa, [x;v]l »=dotpinrwa,al+ua J-EI and wh, {x ), O, uraTim
HAN DEG ALTD FUNL B/C0 HHAIN DEG A FUNL 10750

Dann berechnen wir die Trigergeraden der Dreiecksseiten und die Gleichungen der Normalen durch
den Inkreismittelpunkt auf die Tragergeraden.

rfi T Fer TrsvT ruvT FE T FE™ T]
va Algebra|Calc0ther|Prgmld|Clean Up

®+5-y=72

(il Pcoler prantof15 el ]

mgeZpla, o)+ g9ac 28-x—d4-y=24

Bgxprlistizolvelua and wb, L2 J2), {x b
( [? ] lthP[b—a,[:]] = dotP(b - a, im) + haab

13 11-x+4 11-u=220

" geZpla, b) + aab 11-x-11-u=0 =7 _ .

" geZpih . o) + gbe 17 5+ 7o = 288 -dntP[b—c,[H]]—dntP(b—c, im) + ngbc

B gedpla, o) + gac 28w -4-y=24 rox=-17-y=-172
2p(a.,c)->ga.c |_nt1:r(]:| C . [x,y]) dotpth—c im>>.
HMAIM DES AUTO FUHC 13/E0 HMAIN DES AUT FUHC 45,50

Dann berechnen wir die Schnittpunkte der Normalen und der Tragergeraden, also die Ber{ihrpunkte
des Inkreises.

I’Fi T Fev T Faw T T T 3 T FE™ T ] |’F1 T Fev T Fiw T Faw T FE T FE* T ]
vﬂ Algebra|Cal clother|Pragmld|Clean Up - E Al gebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up
L [al] Fu=17y=-172
11-x+11-u=220 y * =
mdotPla-c, =dotPia—-c,im)+
ldntP[b—c,[:]]=dntP(b—c, im) + nabc . [a = [u]] obPta -, im » naac
~dw - 289 = -392
7ox—17-u= -172 * = N
Bexprlist{solvelgab and ngab, {x  49i),
ldu:ut.P[a—c.,[:]]=dnt.PEa—c., im) + naac ( 107
“dew - 28y = -392 [lEI.
and ngab, {x, v {x ur33T+hah
FAIN TEG AUTO FONC 16750 HAIN DEG AUTD FUNE 17750
1 Fev Faw | Fu™ FE FE™ 1 Fev FEw |_ Fu™ TE FE™
- Elﬁlgebr‘a l:alcllilthe-r* Pr‘ngDlElean Llpm - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm
[lﬂ] 1427
190
I(E-prliEt,(snlue(gbc, and ngbc, £x gk, k 13 |
1427
1z m[exprlistizaluelgac and ngac, {x ), k
190 [14/5'
13 | 625
hfnd nghc {x Yy {x,.gr223T+hhc hfnd NYaC , LX.Y3 2, {x,.v>23T+hac
FUNC 1B/50 HAIN DEG AUTD FUNE 19./E0

Dann stellen wir die Gleichungen der Geraden durch Beriihrpunkt und gegeniiberliegendem
Eckpunkt auf. Wir schneiden zwei der drei Geraden miteinander, erhalten den Gergonne Punkt und
iiberpriifen, ob die dritte Gerade auch durch den Gergonne Punkt verlauft.

Dr. Thomas Himmelbauer 11/ 17
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rfi T Fer TrsvT ruvT FE T FE™ T]
va Algebra|Cal c|0ther|Prgmld|Clean Up

W exprlisifzolvelgac and naac, 1x  9i], 1]

[14/5]
685
1vF-x  129-y _

= geZpia, bbo) + g9a 1T~ i =43-13
Sx 469 _ 648

B geZpib, bac)+ ab ] +T__5

 geZpic, bab) + gc 19— 5.y = -240

2p(c,ha.h)—>gt:

MAIN DEG AUTO FUNC 22750

I’Fi T Fev Trsv]’ ruvT 3 T FE™ T]
vﬂ Algebra|Cal clother|Pragmld|Clean Up

= geZpic, bab) + ac “19-x -5y = 240

" [exprliztizoluvelga and ab, {x w43), {x b
1300 ]
132

1732
132 |

m-19-gp[1,1]1-5-gp[2,1]= -240Q Liue

HMAlMN DEG AUTO FUMC 24/E0

Bundesseminar Amstetten 2003

I = T-]

mgeZpib, bac) + gb 5 t—5 =%
19-x -5y = -240

= geZplc, bab) + ac
miexprlistizoluvelga and gh, {x ul), {x »

12007

139

1732

139 |
. and gh,.{x, v, {x,u3I»Trgp
MAIW DES AUTO FUMC 2%/E0

|’F1 T Fev TrsvTruvT FE T FEv T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

6) Der Lehrsatz von Desargue

a) Mathematische Grundlagen:

Dieser Lehrsatz wurde vom franzosischen Mathematiker Gerard Desargues

(1593-1662) entdeckt.

Wenn die beiden Dreiecke D 4D, ;D4 und D_5D, 5D ., so liegen, dal} sich die

Verbindungsgeraden der entsprechenden Eckpunkte in einem Punkt schneiden,

so liegen die Schnittpunkte der Tréagergeraden entsprechender Seiten auf einer

Geraden.

Dr. Thomas Himmelbauer

11/ 18



Lehrsitze aus der ebenen Geometrie Bundesseminar Amstetten 2003

b) Cabri Geometrie

Die drei Geraden, auf denen die Eckpunkte der Dreiecke liegen, und die Eckpunkte der Dreiecke
lassen sich im Zugmodus verdndern.

#% Cabri-géométie Il - [Desargue.fig]

(%1 Dalei  Beabsien Optionsn Fenster Hile =181
DR EEEE ]
[ ga

Prese Gerade
3
| |

i ul _'ILI

[Zeiger

c¢) Nachweis mit dem Voyage 200

Den Schnittpunkt der drei schneidenden Geraden legen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
in den Ursprung und wihlen fiir eine Gerade die y-Achse. Die anderen beiden Geraden werden mit
beliebiger Richtung gewihlt:

1 - t ) - a-t 1 - c-t
X = X = X =
£ o) ¢ bt) € d-t

Zunichst definieren wir iiber den Programm-Editor die Funktion geZp, die die allgemeine
Geradengleichung durch die beiden Punkte P/ und P2 aufstellt. Dann werden die drei
Geradengleichungen eingegeben und auf ihnen die Eckpunkte der Dreiecke festgelegt.

1 5 FEv [ Fuw|_ FE FE™ |‘F1 T Fev T Fiw T G T FE T FE™ T ]
- "'IZI{_ Conit.ral (I-0War|Find.. Mode ] - "'IZI{_ Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
tgepipl, pEn
ELEEZI L h t
tpi—plapy’ B Define gl(t) =[ ] Dore
SLlPwl2,1110-reIl,11]114n a
fdotPin, [[x1lu]ll)=dotPin,pl2 a-t
fEndFunc B [efine g2it) =[h ] t] Dahe

" Define g3(t) =[Z::] Done
Define giCti)=L[Lcx*t]1ld*t]]
MAIN TEG AUTO FINC HAIN DEG AUTD FUNE /Eid
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- {—lngebra l:alcllilthe-r* Pr‘ngDlElean Up
TOET ITTE oo LT — ITTE
[d-t]

® glpa) + dal [Ea]
a-ph

gZiph) + dbl

a2ipb) [h-pb]

" g3¢ped + det [':'p':
d-pcd

g3 {pcr+dcl

HHIN DEG AOTO FUNC /50

Bundesseminar Amstetten 2003

|‘F1"~||;|T Fev T 5 T Fir T TE T FE™
« f—|Alasbra|Calc|Obher|Pramld|Clean Up
Lol P = B i e | P
d-pc)
" g1(qa) + da2 [qa]
0]
a-ghb
B gZigkh) + dbZ
920 gk [b ] qb]
B g3igc) + del [G A=
d-ge
g3 Cgc d+dc2
HHIN DEG AUTO FUNE 8750

Dann werden die Trigergeraden der einander entsprechenden Dreiecksseiten aufgestellt. Zunéichst
durch die Eckpunkte dal und dbl bzw. da2 und db2. Den Schnittpunkt dieser beiden Geraden

speichern wir unter pab ab.

- {— |FI 1 gebra l:a 1 C |I:It,he-r* Pr‘gm 10 |l3 1 ean Llpr

B g2iokh) + dibZ
gZiab) b- o)

a3(ac) 4 del [': ' “":]

d-qc

= geZpidal , dbl) + gabl
b-pbx-(a-pb-pal-yu=h-pa ph

= geZpidaZ, dbZ) + gabZ
b-ogb-x-(a gb-ga)l-y=h-qa gh

HMAIN DEG AUTO FUMC 11/50

|’F1 ]’ G Trsv]’ Fyr ]’ FE T 5
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm

® geZpldaZ, dbZ) + gabZ
bogb-x-(a-gb-m9a)-u=b-ga-gb
mexprliztizolvelgabl and gabz, {x ury
a-[pa-9a)l-pb-gb-pa-[ph - qb)-qa]
Fa-4qb — pb-ga
b-[pa-9al rb-gb
pa-gb - phoa

DES AUTD FUHC 12,50

nd gabhd  tx,. Yt 9}))T+pah

Dann die Triagergeraden durch die Eckpunkte dal und dcl bzw. da2 und dc2. Den Schnittpunkt

dieser beiden Geraden speichern wir unter pac ab.

- {— |FI 1 gebra I:a 1 C |Dthe-r‘ Pr‘gm I0 |I2 1 E-an Up

=TT b i e T
pa-gb — pb qa
b-[pa-qa)-pb-gb
pa-4b - Fb-9a

®geZpidal , dcl) + gacl

d-poc-x-[c-pc-pal'u=d pa pg
® geZpidaZ, doZ) + gacl

dogoox—[(c-9c - ga)l-u=d ga gc

21:(:132 dc:E)-mac:E

AUTO FUMC 14/E0

|’F1 ]’ Fev Tr:v]’ruv]’ FE ]’ FE™ T]
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

® geldpldaZ, doi) + gack
d-go-x—(o-g0 —9a)-u=d- 939
miexprliztizolvelgacl and gac?, {x urak
c-lpa-9qal-pc-gc —pa-(pc —qcl-qa]
pa-dc — pPC-da
d-[pa-qal pcgc
Facogc — PCoga

nd gac?, £x,v3 2, ix,v> 2> T+pach

DEG AUTO FUHC 1550

Dann die Triagergeraden durch die Eckpunkte db! und dcl bzw. db2 und dc2. Den Schnittpunkt

dieser beiden Geraden speichern wir unter pbc ab

- {— |FI 1 ge-hr*a I:a 1 C |I:I‘Lhe-r'~ F'r*gm I u] |I2 1 eah Up-

L e e
Pa- 9o — pC- 43
d-[pa-qa)-pc-ac

Fa-4qc — pC-d4a J
®geZpidbl . dcl) + gbel
(d-pc—b-phl-x+(a-pb-c-pcl-u=(a-d-bp
B geZpidbZ, dod) + ghe2
(d-gqc —b-gqbl-x+(a-gb-c-qcl-u={a-d-bp

HMAlN DEG AUTO FUMC 17/C0

|’F1 T Fev TrsvTruvT FE T FEv T]
- E Algebia|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

b= L= =L N B | AR . | IO R = | |
(d-gc—b-gbl-=x+{a-gb—c-gcl-u={a-d-bp
miexprliztizolvelgbcl and gbcZ, {x ury
“[a-pb-pc —ac) ab - c-(pb - gb)-po-ac)
pb-oc — pc-gb
“(b-pb-[pc - qc) gb - d-[pb - gb)-po-gc)
phb g — pocgb

nd ghe? , {x,v3 2, <{x, vt 2> Trphcll
Al

L] DEG AUTO FUMC 18./50

Nun miissen wir noch liberpriifen, ob diese drei Schnittpunkt auf einer Geraden liegen. Dazu stellen
wir die Gerade g auf, die durch die Punkte pab und pac verlduft. In diese Geradengleichung setzen
wir den Punkt pbc ein. Die Gleichung ist erfiillt, die drei Punkte liegen auf dieser Geraden.
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I‘Fi T Fev Trsv]’ Fa T FE T FE™
vﬂ Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up

Bundesseminar Amstetten 2003

[ FBTPC—Ac] 9B — C [Fb — ab] FC 49c]
pb-9c - pc-gb
“[b-pb-(pc - ac)-ab - d-(pb — ab)-po - ac)
pb-o9c - po-gb
" gelplpab, pach + g
[d-ipa—qa)-m-qc _ b-EPa—qaj-pb-qb]_xh

Pb -t - po 4B —

= geZp(pab, pacy + a

[d

Fa-dc - PC-9a pa-dab - pb-9a

‘[pa—qa)-pc-ac b-(Pa—an-pb-qb]_ »

5 (pa - 93) phoab | |
ﬁrpbc[l L11+-F

tiue

pa-dc — pCoga pa-qb - pb-ga
Zp(pa.h, pac )+
HAIN DEG AUTD FIUNE 19750

7) Der Lehrsatz von Pascal

a) Mathematische Grundlagen:

waX¥gc—pc¥ga ) ¥ (paxgh—ph¥ga s x>

HMAlN

DES AUTD FUHMC 1’z

Im Alter von 16 Jahren veroffentlichte der franzosiche Mathematiker Blaise Pas-

cal (1623-1662) diesen Lehrsatz.

Wenn ein Sechseck einen Umkreis besitzt und gegeniiberliegende Seiten nicht

parallel sind, so liegen die Schnittpunkte der Tréagergeraden gegeniberliegender

Seiten auf einer Geraden.

S
N\ 92

Py
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b) Cabri Geometrie

Die Grofle des Kreises und die Lage der Eckpunkte des Sechseckes am Kreis ldsst sich verdndern.

#4 Cabri-géométre Il - [Pascal fig]

%Qatai Bearbeiten Optionen  Fenster  Hilfe _|51|5|

N A A adse] 2]z afz]

T

ghc

ga

[ I _>ILI

|Zeige|

c¢) Nachweis mit dem Voyage 200

Angabe:

x*+y” =100

pl=(8]6) p2=(6|8) p3=(-6|8) p4=(0]-10) p5=(6|-8) p6=(8-6)

Zunichst definieren wir iiber den Programm-Editor die Funktion geZp, die die allgemeine

Geradengleichung durch die beiden Punkte P/ und P2 aufstellt. Dann geben wir die sechs
Eckpunkte ein.

1 FE™ FEr{Faw|_ FE FE~ |‘E1 T Fev T FEx T Fy T FE T 5 T ]
- a Conit.ral (I-0War|Find.. Mode ] - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
tgepipl, pEn
fFunc
:L%ca%_}rw,h .[8]“:1 [8]
fp2-plary
SLlrwl2, 1110 -ryll,11]1]14n & &
fdotPin, [[x1lu]ll)=dotPin,pl2 & &
fEndFunc l[ ]+p2 [ ]

2 g
-] =]
] -+ 3
[a ] P [e |
HAIN TEG AUTO FIHT HAIN DEG AUTD A
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I‘Fi T FE™ T rsv]’ i T FE T FE™ |‘F1 T G T rsv]’ Fyr T FE T 5
- E Algebra|Calcj0ther|Prgmld]Clean Llpr - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean LIPT_\
[z [777 [z ] [z ]77 [ ]
c] o o] el
u * L] =+
[-113] Pd [-113] [-11::] R [-113]
& & & &
L] * n =
[ '8] Pa [ '8] [ '8] Pa [ '8]
g 2 = 2 ]
L] + n S
[ '6] Pe [ -6 [ '6] PE [ -c)
[8; 6]1+*pb [8; 6]1+pb
HHIN DEG AUTO FUHC 6750 HHIN DEG AUTD FURL G/50

Dann werden die Trégergeraden der Sechseckseiten aufgestellt und die Triagergeraden
gegeniiberliegender Seiten miteinander geschnitten. Die Schnittpunkte werden unter s/ und s2 und
s3 abgespeichert.

e oot e Prontolc1een U] | e fira oo [ Fer FromTolciee ug| |
.[U_EJ':’PE‘ |---F6 R=ir = S = e ool T 4=
- miexprliztizolvelal? and 945, {x 43, b
" geZp(pl, p2) +alz 2'x+Z2-u=28 15
B geZpipZ, p3) + 923 12-g="35 [_4]
" 3eZp(p3, p4) + 934 18w -6 u=60
m geZpipd . pS) 3+ 945 2M -Gy =§gQ m[exprlistizolvelg2? and gS6, £x 4], ok
= 9e2R(FS, PE) + 956 2-x-2-y=28 [22'
B geZpipG, pl) + 95l 12 = =936 g |
ZP(PE,p1)+361 wd and 56 {x, 9rd {x, yrdTsd
HHIN DEG AUTD FUNE 12750 HAIN DEG AUTD FURC 15750

Dann stellen wir die Gerade durch s/ und s2 auf und iiberpriifen, ob s3 auf dieser Geraden liegt.

- f|n1gebralcalc jother Pramiolc1e5n Us - i |n1gebralcaie|other Pramiolciean Up
" [gxpkliztisoluvelgZ3 and 956, {x  49Xl. {F [22'
[22] =
& -I:E'XPP‘].iEt(EDl'v'E'I:934 and g6l , L= g, ok
m(exprlistisolue(a3d and 961, {x wudl, CF [8 ]
[8 ] -34
-34 mgepisl,. =2+ g 12w —4-g=232
mgeZpisl,s2)+ g 12-w—4-y=232 m1Z2-s301,1]1—-4-23[2,1]=232 tLiue
21:-(51,52)+ 12%2301.11-4%=s302,11=232
MalN DEG AUTO FUHC 16/50 Hald DEG AUTO FUHC 1750

8) Der Fermatsche Punkt

a) Mathematische Grundlagen

Der Fermatsche Punkt des Dreiecks ist jener Punkt, fiir den die Summe der Abstidnde zu den drei
Eckpunkten ein Minimum ist.

Er kann auf mehrere Arten konstruiert werden:

Man errichtet iiber den Dreiecksseiten gleichseitige Dreiecke und verbindet ihre Spitzen mit dem
gegeniiberliegenden Eckpunkt des Dreiecks. Der Schnittpunkt dieser Verbindungslinien ist der
Fermatsche Punkt.

Die drei Umkreise der oben beschriebenen Dreiecke scheiden einander im Fermatschen Punkt.
Womit aus dem Satz iiber Peripheriewinkel und Zentriwinkel folgt, dass benachbarte
Verbindungslinien des Fermatschen Punktes mit den Eckpunkten des Dreiecks einen Winkel von
120° einschlieBen.
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b) Cabri Geometrie

Die Eckpunkte des Dreiecks lassen sich im Zugmodus verédndern.

#18 Cabri-géométie I - [Fermatscher Punk fig]
{34 Dalei  Beaboien Optionen  Fenster  Hille CE|

DEEEEEERREE

| L _>Ij

[Zciger

#% Cabri-géométie I - [Fermatscher Punk.fig]
Q?é Datei  Bearbeiten Optionen  Eenster  Hilfe . =1 |

DEEEERREEEE |

| i _’l;I

|Zeiger
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c) Nachweis mit dem Voyage 200

Angabe:
Eckpunkte des Dreiecks: 4=(0]0) B=(bx|0) C=(cx|cy)

Zunichst definieren wir iiber den Programm-Editor die Funktion gelp, die die allgemeine
Geradengleichung durch die beiden Punkte P/ und P2 aufstellt. Dann werden die drei Eckpunkte
des Dreiecks eingegeben.

1 Fev Fev | Fuw|_FE FE™ |’F1 T Fev T (5 T Fiw T FE T FEv T ]
- E Comtral (I-0War|Find.. Made ] - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
:EEEP(PI,P23
tFunc
:Lgca%_}r‘u,n I[El]+a [EI]
fp2-plary
fLTrw 2, 1110 -r L, 111 14m a a
fdotPin, [[x1lulli=dotPin,pl2 s b
f EndFunc l[ ] +h [ ]

o] o]
[c,x] [cx’
[ ] s
=) LA
[lex]lewllde
MAIN DEG AUTO FIUNC HAIN DEG AUTD FUNE 3750

Nun wollen wir die Spitzen der gleichseitigen Dreiecke iiber den Dreiecksseiten errichten. Dazu
berechnen wir die Halbierungspunkte der Dreiecksseiten, die Vektoren zwischen den Eckpunkten
und ihre Normalvektoren.

I’Fi"ij Fer T Faw T T T FE T FE™ T ] rfimT Fev T (5 T Fiw T FE T FEv T "
= f—|Alacbra|Calc|0ther |Prami0|Clean Up = f—|Alacbra|Cale|Other [PramI0|Clean Up
[Rm=1| Tl =
z z
ath b - % + mbic
e rab 2 £
a | 2 . i
£ mh -3+ uab [ X]
atc 2 o}
" = * Mmac oy @ g
=i} L] *
z | ['bx] nvab ['bx_
I LLOIL ~bhx]1]1+nuab
HAIN DEG AUTO FUNC /50 HAIN DEG AUTD A

Vorsicht, bei der Wahl des Normalvektors, dass die richtige Orientierung gewéhlt wird.

1 FEv Faw [ Fu* FE FE™ |‘F1 T Fzv T Fiv T Fir T FE T FE* T "
ngebra Calc|0ther[PrgmI0jClean Up - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up
b = I. . LRl BT | Y I.’:-':l.
{5 it -
-3+ vac [ ] l[ H]-}nuac [ CH]
oy o5 [
_ - - b
l[ EH] + nvac [ GH] B —hb+ubc [c,x X]
=473 i A8}
B —hb+ubc I:l:-x—bx II:':'H ]+nubc, [GH
o | b - ox b — ol
E:h*uhc
HAIN TEG AUTO FUNC 11750 HAIN TEG AUTO FUNE 12750

Durch abtragen der Hohe des gleichseitigen Dreiecks von der Seitenmitte berechnen wir die Spitzen

der drei gleichseitigen Dreiecke.

rfi T Fer TrsvT ruvT FE T FE™ T
va Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up

b — co

L |.b: _ ch + rvbec

LmiuahdxJ (3 2%unitVinvah)sc

HMAlN DEG AUTO FUMC 13/C0

rfimT Fev TrsvT ruvT FE T FEv T "
= f—|Alacbra|Cale|Other |PramI0|Clean Up
l L= T

2
normivac) - [3

gk + %ab)-ﬁ sunitlawabh) #+ sc " mac + = SunitlUrvac) + sh
b £x_cul3]
2 2 2
o cx-[3 ="
z 2 R

Lmivac (3 r 2 %unitVonvac y+sh

HMAld DEG AUTO FUMC 14,50

Nun stellen wir die Gleichungen der Geraden auf, die die Spitzen der gleichseitigen Dreiecke mit
den gegeniiberliegenden Eckpunkte verbinden.
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f?i T B TrsvT o T FE T TE™ T " r? T T T T T T F
va Algebra|Calc0ther|Prgmld|Clean Up - = ngebr‘a Calc Dther‘ F'r*ngIII Eleah Up
1= T +£ o _ 1= I +ﬂ
|_ 2 2] |_ 2 2 N
normivbcy [3 . W geZpia, sa) + ga
" nbc + 2 unitliinube) + sa [bx-ﬁ _ex-[3 +ﬂ]. +[_—b>< _FX"'G':I'\EP
b ex , cu-l3 z z I R N z
2 2 2 mgelpib, skl + ghb
bxz-ﬁ_cxz-ﬁ = [cxr 2]x+[hx—°x_;'="ﬁ]-u=bx-[i‘
Lmiubho2¥J (32 2%unitWCnvbhc)+*sa 21:(h,,,]:)->gh
MalN DEG AUTO FUHC 1E/E0 MﬁIN DEG AUTO FUHC 1750

Da der Voyage nicht gewillt ist diese Gleichungen zu 16sen, legen wir selbst Hand an und lésen gb
und gc mit der Methode der gleichen Koeffizienten (Elimination von x). Die entstehende Gleichung
speichern wir unter g/ ab.

|’F T T T T T T ] rfim]’ Fev Trsv]’ ruv]’ FE T FE* T ]
- f— ngebra Calc Elthe-r* F'r*ngEl Elean Up = g—|Alacbra|Calc|Other |Praml0|Clean Up

o 4o _ o~ d — M [] £

l = = +—2J ><+l—2 —2 3 G?sztj_é SC) * ac N ol
® ge2pih, sh) + gb [ = —cu]-x [cx—T] u= I-:m:[ = —=p

cx-[3 oyl _cx-ca 3| }

[ =+ ] ><+[b>< = ] u=bx [F lgb-[ bg-ﬁ —cu]—gc-[cxz'ﬁ . n:zu]_} 1
" gelplc, 5C) + 9c 2 2

“bx - |3 b A “bxs -3 cx-J3  F-cu cxt - [3

[i—cu]- +[cx—7] u= hx[ Dé J—P [ = +b><-[ = T o - 5 -k
| gelpic, scltgc

HIN DEG ADTO FONC 18750 MAIN DEG ALTD FUNE 1850

Durch losen dieser Gleichung nach y erhalten wir die y-Koordinate des Fermatschen Punktes.
Diesen y-Wert setzen wir in die Gleichung gc ein und 16sen nach x auf. Wir erhalten die x-
Koordinate des Fermatschen Punktes.

FL7m) | ] I ] |’F1 ]’ G Trsv]’ Fyr ]’ FE T 5
- f— ngebra l:al:: I:It,he-r* Pr‘ngI:I l:lean Up - E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm

oz 4] Tz T T Tlbws 13- Bx lox 13- 3 cu) *Lcx= + op
e 2 z b
b ﬁ cx-ﬁ 3-1:,9] Cx ﬁ _ [cx——] bz - [bx-
[ Z +b><-[ R ] - mzolus [_h;-ﬁ —':':I]-:x:+ 22 ’
®zolue(gl, w) 2-[b>< o R R
bx-[hx-[S-cx + cg-ﬁ] - 3-c,><2 +og bx-[bx-[cx-ﬁ + c,g] + c,xz-ﬁ +d4-Ccx-cy N
= > 2= »
z- [h:-c2 Z- bx-[cx-ﬁ—}cu]+[cx2+c 2-[hx2-ﬁ—bx-[cx-ﬁ—3-cu]+[cx2+
lue(gl,y) w3 2D I=hx¥{ T cxEJCI DA A2y 20 KD
VAT G AOTD FUNC 20750 HAH DEG AUTO FUNE 21750

Dann speichern wir die Koordinaten des Fermatschen Punktes unter fp ab. Durch Einsetzen des
Fermatschen Punktes in die dritte Geradengleichung ga tiberpriifen wir, ob auch die dritte
Verbindung der Spitze eines gleichseitigen Dreiecks mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt durch
den Fermatschen Punkt verléuft.

|’F1 T Fev Trsv]’ ruvT 3 T FE™ T] |’F1 T Fev Trsv]’ruv]’ FE T FE* T]
vﬂ Algebra|Cal clother|Pragmld|Clean Up - E Al gebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up
[ 2" F-bee(ew-3 -3 cu) +[cx® + @ 2 b [T - b [on JE -3 cul +lcn® + cu
bx-[hx-[cx-ﬁ+c9]+cx2-ﬁ+4-cx-cg+c bx'[bX'[3-6x+cH'ﬁ]—3-cx2+c'=lz]P
2'[bx2'ﬁ‘bx'[ﬁx'ﬁ‘3"3'=l]+['3><2+'3‘d: 2'[b><2-r—bx-[cx-ﬁ—3-59]+[5x2+cuz
boc e (3 o + 00 [3) - 3002 + 2u?) '[_bx'ﬁ =B, ]Fpn 1]+[ -
2 —Zz
2-[bx2-ﬁ—bx-[cx-ﬁ—S-cu]+[cx2+cuz LiLe
Koy o2+t 23Rl (3D3 211+ p LA exreuR (3020 pl2 . 11=0
MAIN DEG AUTO FUNC 22750 MAIN DEG AUTD FUNE 23750

Jetzt werden wir mit Hilfe der Differentialrechnung die Minimalititseigenschaft iiberpriifen. Wir
bezeichnen den Variablen Punkt der Ebenen mit xp und definieren eine Funktion dis , die die
Summe seiner Abstinde zu den drei Eckpunkten berechnet. Dann berechnen wir die partielle
Ableitung dieser Funktion nach x und setzen den Fermatschen Punkt ein.
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I‘Frm]’ Fev ]’ T T Fa T FE T FE™
= f—|Alasbra|Calc|0ther |Praml0|Clean Up
T = T - =T T = F

L= .-
.[bx-ﬁ cx-J3 | oy =
_ T
z Z2
tue

T]-rp[1,11+[ B _
[o] e ]

B Oefine dis(x,d)=normia — =p)+ normlb — e
Oahe

W Ca—xpr+rnormth—xpl+tnorm{c—xp
IN
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|’F1 ]’ G Trsv]’ Fyr ]’ FE T 5
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Llpm

True

[J] M
n -+ b =)

) Y

B Oefine dis(x,d) =normia — xpl+ normiib — xp

Dohe

mDefine dxix,d) =%{dis(x Ty Done

m el fpll, 11, fpL2, 110 ]

HMAlN DES AUTD FUNC &7/50

Gleich verfahren wir mit der partiellen Ableitung nach y. Damit haben wir die notwendige
Bedingung fiir ein Minimum nachgewiesen. Da aus geometrischen Sicht kein Maximum existieren
kann, ist der Nachweis auch hinreichend. Zuletzt wollen wir noch den Winkel von 120° fiir ein

spezielles Dreieck nachweisen.

I’Fi T Fev Trsv]’ ruvT 3 T FE™ T]
vﬂ Algebra|Cal clother|Pragmld|Clean Up

B Oefine dis(x,d)=normia — =p)+ normlb — e

Dok
" 0efine dxlx,d) =%(di5(x, url Done
®dxifpll,1], fRPL2. 110 o]
" Oefine duix,d) =le(di5(>c:, url Daohe
Wyl fpll, 11, fp[2, 110 ol

HMAlMN DEG AUTO FUMC 28/C0

Zunichst berechnen wir den Cosinus des

rfi T Fer TrsvT ruvT FE T FE™ T
va Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up
F7

g —fp+uifpa
F i 5 [257-[F - 1080)
1281 J
[z40-[Z | 635
.- fp s uieb az7 477
5-[257-[3 - 102a)
1251 J

h—f p+uf ph

HMAlN DEG AUTO FUMC Z4/C0

Winkels.

|’F1 T Fev Trsv]’ruv]’ FE T FE* T]
- E Al gebra|Calc|0ther|PrgmI0|Clean Up

=10+ b 10
LRSI a2
BT ¥y T
s-(eg-[3 - 727l
az7
- {p+ufpa
5-[257 3 - 1080)
1ZE1
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|’F1 T Fev TrsvTruvT FE T FEv T
- E Algebra|Calc|Other|PrgmI0|Clean Up

427 T 427

5-[z57 J3 - 1080)
1281

k- fp + ufph

dotPlufpa. webl
rniarml R al - normlwEpb)

-[zem-[3 - 257)
2-J454849 - 155040 -3

LFohyACnormivfpal*¥normiufphl)
Al

HMAld DEG AUTO FUMC ZC/50

Uber den Befehl factor lésst sich der Ausdruck noch vereinfachen.

|f1 T Fiv Tr:v]’ Fu T FE T FE™ T ]
va Algebra|Calc|0ther|Prgmld|Clean Up
HotFT U Pa, WHPB)
narmlufeal - norml wEeb
(3603 - 257)

2. [454849 - 155040 - [

| By
z-[454849 - 155040 - [

B cosl 1200 - 1.2

s 120D
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