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Vorwort

Als ich vor mehr als zwei Jahren eingeladen worden bin, bei der Internationalen DERIVE &
TI-92 Konferenz in Liverpool einen Vortrag zu halten, habe ich lange dariiber nachgedacht,
was den Lehrern den Umstieg auf das Arbeiten mit neuen Technologien wie Computeralge-
bra Rechner, leistungsfahige graphische Taschenrechner oder Internet schwierig macht.

Natiirlich erfordert der Einsatz dieser Mittel neue Unterrichtsmethoden, und diese implizie-
ren wiederum Anderungen in den Priifungsgewohnheiten. Dazu gehort auch eine neue Auf-
gabenkultur fiir Uberpriifungen. Im englischen Sprachraum wird mir immer wieder die Frage
in der Form gestellt ,,How wonderful, but how do you assess?*.

Im Rahmen des 4. ACDCA-Projekts hat eine Gruppe von engagierten dsterreichischen Leh-
rern gemeinsam mit ihren Schiilern versucht, Antworten zu finden, indem neue Priifungs-
formen erprobt und von aufien evaluiert wurden. Die Ergebnisse konnen auf der Homepage
der ACDCA nachgelesen werden!'!.

Aber wie kommt man nun zu den Aufgaben? Meine einfache Antwort darauf lautet: ,,Give it
a Spin“?!. Unter diesem Titel habe ich dann auch den Vortrag gehalten, der zeigen sollte, wie
man sehr vielen alterprobten Aufgaben durch eine Anderung der Sichtweise einen ,,Dreh*
geben kann, und diese damit neue zusitzliche Qualitéten erhalten, die die durch den Einsatz
eines Computeralgebra-Systems (CAS) weggefallenen mehr als nur ersetzen.

Angespornt durch das groe Echo auf diesen Vortrag habe ich dann meinen, in 33-jéhriger
Tatigkeit als Lehrer angesammelten Vorrat an Matura- (= Abitur-) Beispielen auf die Mog-
lichkeit hin untersucht, auch diesen traditionellen Aufgaben einen ,,Dreh in die von mir
gewiinschte Richtung zu versetzen. Dieses Unterfangen wurde zu einer sehr spannenden
Auseinandersetzung mit meiner Vergangenheit und Entwicklung als Lehrer.

In dieser Sammlung finden Sie keine Aufgaben, die speziell fiir den CAS-Einsatz entwickelt
wurden. Alle sind aus alten Vorlagen entstanden, die sicherlich noch zu erkennen sind. Kur-
ze einleitende Kommentare weisen auf Besonderheiten hin. Da ich an einer Handelsakade-
mie unterrichtet habe, finden sich nur Aufgaben aus dem Lehrplan dieser Schulart. So wer-
den Sie z.B. die Vektorrechnung vermissen, aber dafiir konnen Sie — auch fiir mich iiberra-
schend — sehen, wie fordernd auch die Finanzmathematik werden kann. Im zweiten Band
werden 15 weitere Aufgaben vorgestellt.

Ich méchte Sie einladen, diese kleine Zusammenstellung zum Anlass zu nehmen, auch Threr
Aufgabensammlung da oder dort einen ,,Spin‘“ zu verleihen. Sie werden sehen, dass Sie mehr
Spal am Unterricht haben werden — und, dass es Thnen auch die Schiiler zu danken wissen.

Fiir Anregungen, Hinweise und Kritik bin ich sehr dankbar. Ich wiirde mich besonders iiber
Ihre Ideen und ,,Spinnereien‘ freuen. Schreiben Sie mir! Thr

0

nojo.boehm@pgyv.at

[1] www.acdca.ac.at
[2] www.acdca.ac.at/material/neu.htm#2 (, Auf den richtigen Dreh kommt es an®)
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Trassierung einer neuen Strafle

Hier wird das Standardthema ,,umgekehrte Kurvendiskussion — Steckbriefaufga-
be* wesentlich erweitert. Es kommen keine ,,geschénten* Daten vor, ja die Daten
miissen erst eigenstdndig ermittelt werden. Die Bestimmung von erster und zweiter
Ableitung aus dem Kartenausschnitt erfordert einiges Geschick. Dafiir wird die
Auflosung der unangenehmen Gleichungssysteme dem CAS iiberlassen.

Die Ubertragung der Kurve in den Plan, die Ausgabe der Fliche in ha und die
Verbesserung der Flichenabschitzung in Teilaufgabe f) spricht wesentliche
Grundfertigkeiten an.

Die Aufgabe ist von den Schiilern sehr positiv aufgenommen worden. Allerdings
mussten beim Korrigieren doch sehr unterschiedliche Lésungswege nachbeschrit-
ten werden (verschiedene Koordinatensysteme).

Im Bereich nordlich der Donau ist die Anlage eines Golfplatzes geplant (siehe Plan auf der

nichsten Seite). Die nordliche Grenze dieser Anlage soll durch eine Strale gebildet werden,

die in Winkl (Punkt W) an die eingezeichnete geradlinige Trasse anschlie8en soll. Im weite-

ren Verlauf soll sie den Punkt O beriihren und nahe Absdorf in eine ebenfalls neu geplante

Strafle eingebunden werden (Punkt A).

a)

b)

d)

e)

In erster Annéherung soll die Trasse der nordlichen Begrenzung durch eine Polynom-
funktion einfachsten Grades festgelegt werden, so dass sie knickfrei in die westliche
und 6stliche Anschlussstral3e tibergeht. Begriinde die Wahl des Polynomgrades. Die
notwendigen Daten sind so genau wie moglich der Karte zu entnehmen. Die Wabhl eines
geeigneten Koordinatensystems bleibt jedem frei iiberlassen. Wie lautet die Gleichung
der Polynomfunktion?

Bei StraBen soll der Ubergang nicht nur knickfrei, d.h. differenzierbar sein, sondern es
darf auch kein abrupter Wechsel der Kriimmung auftreten. Damit miissen in den An-
schlussstellen auch die zweiten Ableitungen iibereinstimmen. Bestimme auch fiir diesen
Fall die durch eine Polynomfunktion definierte Trassenkurve.

Lege die Trassenfiihrung mit Hilfe von zumindest 6 zusétzlichen Stiitzpunkten maf3-
stabsgetreu in der Karte fest.
Verwende ein geeignetes Werkzeug, um die Léngen der beiden Trassen zu bestimmen

und zu vergleichen.

Welche Flache steht insgesamt zur Verfligung, wenn die siidliche Begrenzung durch
den ausgezeichneten Stralenzug W-Frauendorf-Bierbaum-A festgelegt wird? Wéhle als
erste Anndherung die Luftlinie zwischen den Punkten W und A.

Ist die tatsdchliche Flache groBer oder kleiner? Versuche die Schitzung auf eine mog-
lichst einfache Weise zu verbessern. Beschreibe kurz, welche Moglichkeit gewéhlt

wurde.

© bk teachware
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Der Kartenausschnitt findet sich auf der Diskette als TIF-Datei.
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Bohm: Neue Aufgaben fiir das Unterrichten Band 1 5

Losungsvorschlag (hier ausgearbeitet mit dem 77-89/92/Voyage 200!')

a) Mehrere Koordinatensysteme bieten sich an. Die meisten Schiiler wihlen den Punkt W
als Ursprung und dann die x- und y-Achse horizontal bzw. vertikal. Aus der Karte wer-
den die Koordinaten von W, O und A mit (0/0), (3,9/2,7) und (7,8/0,8) herausgemessen.
Fiir den differenzierbaren Ubergang in W kann der Anstieg aus dem Steigungsdreieck
(= 0.6125) oder iiber den Winkel (tan 31°) entnommen werden. In A legt man mit dem
Lineal gefiihlsméBig die Tangente an die parabelédhnliche Kurve und findet den Anstieg
mit etwa —1. Damit ldsst sich ein Polynom vom Grad 4 definieren. Das Gleichungssy-
stem ist leicht anzugeben und iiber eine geldufige Methode mit dem Rechner zu 16sen.

I’h ‘|’ FE T FE T B B

- E Flot Setup|Cell [Hssdafiaic ngebr‘a Calc. Dt.her*TPr‘ngDTClean LUp
AT

EXE oo oo 1o

I 31 52 53 84 = pref(matdll)

5 a a a 1 Q. . LOEF14E0 T
3 231,399 32115, 213, 60 HEOEE O, 0000000 @, 0ORE0EE -, 0588188
4 SFEz. [474. 660, 24| 7. 200

5 [1598.]182.5[15. 601 1 B B + 20200953
& 1. Q. . &123000

T | ] HOOEE @. 00003800 1. GOEEEEE 6, CEEEEDGG
roic6="1 rref(matﬂil)

HAIN FD ERACT FINC FRD EZACT FINC 2750

»=10.0032460 x* — 0.0588186 x* + 0.2020053 x> + 0.6125 x

1 Fzw FE G
- E Zoom Trace Regraph Math|Oraw|~

FFIN FRD AUTD FURNC

b) Zwei zusitzliche Bedingungen bringen zwei zusétzliche Gleichungen — zwei zusétzli-
che Parameter — Polynom 6. Grades.

y'(0)=0
Um einen Néaherungswert fiir die zweite Ableitung der Anschlussstrafle in A zu finden,
verwendet man eine quadratische Approximation fiir die Kurve. Zusétzlich zu A wer-

den zwei weitere benachbarte Punkte aus der Karte herausgemessen, um eine Parabel
festzulegen (z.B. A(7,8/0,8), B(8,3/0,45), C(8,9/0,5)).

Uber ein Gleichungssystem oder das Regressionswerkzeug findet man die Parabel:
y=0,7121 x* — 12,1652 x + 52,3627

Daher gilt y"(7,8) = 1,4242 und man kann auflerdem verbessern: '(7,8) = — 1,056.

M In weiterer Folge werde ich die Palette dieser CAS-Rechner gemeinsam als 77s ansprechen.

© bk teachware
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d)

Nach Auflosung des entsprechenden linearen Gleichungssystems ergeben sich die Ko-
effizienten und die Trassenfunktion sollte etwa so lauten:

y=10,000309 x° — 0,005205 x° + 0,0245 x* — 0,02947 x* + 0,6125 x

1M _Fzr FE* Far FF

Fx F4
- f=—|Zoon[Trace |Regraph|Math|Dranw |«

HillN KAD AUTO FUHC

Die Abbildung zeigt beide Trassen, gemein-
sam mit der Parabel und der Geraden.

Die zweite Trasse wird als abschnittsweise
definierte Funktion gezeichnet:

when(x<0,0.6x,when(x<7.8,y2(x),y3(x)))

Fiir die Luftlinienverbindung gilt:
0,8

Gerade WA: y = — x
7,8

Aus der Tabelle lassen sich leicht Punktko-
ordinaten entnehmen, die dann maBstabsge-

treu aufs Papier iibertragen werden.

=
=
=1
E

F.Tlitle="x"llert
HAIN [0

| = 0 O G B0

Die Bogenldngen findet man im Graphikschirm (=) oder im Homescreen:

1 Fer Fir Fur FE FEr
- E AlasbralCalc[0ther Pr‘ngDTl:lean Upﬁ

LG E R R o - R i e = Ry o 3

Datie,
- ?..8 CHF Qe Done
B arclenipold(x=),x, 0, 7.8 2.1721
B arclenpolédx), x, 0, 7.8 9.9194
'J;'Bﬂpolstx)—gertx)]dx 11.8917
T polbCxd—gerCxd. x. 0.7 83
FAIH RAD AUTO FUNC 10030

FFIN RAb AUTO FUHC

Die Trassenlidngen sind ca 5,50km und 5,95km, daher betrdgt der Unterschied ca 450m.

Die Fliche ergibt sich direkt {iber das bestimmte Integral. Das ,,schwierigere* Problem
fiir die Schiiler ist die Umrechung der 11,89c¢m? in km*!!!

Fliche ~ 11.89 x (600m)* = 11,89 x (0,6km) = 4,3km”.

© bk teachware



Bohm: Neue Aufgaben fiir das Unterrichten Band 1 7

f)  Die tatsdchliche Flache ist grofer.

Man konnte die zusitzliche Fldche durch ein Dreieck approximieren A: 8 x 0,6 /2 =
=24 cm® — 0,93 km® (total 5,23 km?).

Einige Schiiler erinnern sich an numerische Integrationsmethoden und verwenden ge-
eignete Rechtecke, um erfolgreich die fehlende Fliche ndherungsweise zu ermitteln
oder sie bestimmen eine weitere Parabel durch W, A und einen Punkt D(4,7/-0,1) und
berechnen dann die Fliache zwischen Trassenkurve und dieser Parabel {iber das Integral,
wobei sie dann auf ca 5,17 km? kommen sollten.

Hinweis: Die Bogenlénge kann man mit DERIVE mit der Hilfsfunktion arc_length(..)
ermitteln (siche DERIVE-Hilfedatei).

Auf der Diskette finden Sie die DERIVE-Ausfiihrung (und die Graphikdatei zum Plan).

[p6{B) = B, p6’ (@) = B.6125. p6' (@) = B, p6(3.9)y = 2.7. pb{(7.8) = B.&, p6°"(7.8) =
qu’ (?.8), pb’’ (7.8} = qu’’(7.8}]

SOLUE{ [p6¢@) = B, p6’' (@) = B.6125, p6''{(@) = @, p6¢3.9) = 2.7, ph(?.8) - B.8,
D6’ ¢7.8) = qu’(7.8). p6’’'¢7.8) = qu’ ’(7.8)]1. [a. h. c,. d, e. £, gl. Real)

3544375 27553375 4988725 19235
a=———uh=-———"—4ng=—7——@d=—-—=~+re =8~
11468498184 5293153008 2835828R8 652589
49
f = ~ g =8
88
3544375 [ 27553375 5 4988725 4 19235 3 49
ph{x}y == X - X+ x - X+ X
11468498184 5293153008 2835828Q8 652509 88

] 5 4 3
pb{x) = B.PAA3A?A53 -x — B.PAL20547-x + B.8245846-x - B.0274785-x + B.6125-x

TABLE{trasse2{x). »x, 1, 7}

1 B.6826 ]
2 1.234
3 1.986
4 2.772
5 3.254
6 3.887
? 1.883 |
608 - [ARC_LENGTH{p4{x}, x. 8. 7.8}, ARC_LENGTH{p6{x). x. 8, 7.8)]

[G6B8.71,. 5947.75]

© bk teachware
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Aus Alt mach Neu

Diese Aufgabe zeigt, wie aus einem alten — traditionellen — Maturabeispiel ein et-
was offeneres werden kann, bei dem auch Begriinden, Argumentieren und Metho-
denkompetenz wichtig werden. Obwohl in der neuen Fassung keine Kurven
4. Grades auftreten, ist die Aufgabe meiner Meinung nach qualitativ besser ge-
worden. Ich stelle hier die DERIVE-Fassung vor, mit dem TI wird ganz analog

vorgegangen.

Alte Fassung:

Alle zur y-Achse symmetrischen Funktionen 4. Grades einer Funktionenschar fi(x) schneiden
1 1

die Kurven der Schar g, (x) = E x - E x* in P(2/0) rechtwinklig und haben den Ur-

sprung als gemeinsamen Punkt.

a) Zeige, dass die Schar der Kurven 4. Grades die Form f;(x) = k x* — 4 k x* hat.

b) Zeichne nach Ermittlung der Nullstellen, Extrema und Wendepunkte die Graphen bei-
der Funktionen fiir £ = Y.

¢) Die Graphen von f; und g; umschlieBen fiir £ > 0 ein Flachenstiick. Zeige, dass der

1 64
Inhalt dieser Flache gegeben ist durch A(k) = E +—k.

15

d) Fiir welches positive k wird dieser Flacheninhalt minimal?

Vorschlag fiir eine neue Version:
1 1,
Gegeben ist die Funktionenschar X) = —x — —Xx".
s &= 1 32k
a) Welche Form haben alle Scharkurven?
b) Welche gemeinsamen Eigenschaften haben alle Scharkurven? Begriindung!

¢) Welchen Einfluss auf Gestalt und Lage der Kurven hat der Scharparameter k?
Gib die Antwort in Form einer geeigneten Ubersicht!

d) Suche eine ,,Partnerfamilie fi(x), bei der jedes g, das zugehorige f; auf der x-Achse
rechtwinklig schneidet.

e) Zeige fur ein beliebiges k, dass die Forderung erfiillt ist.

f)  Welche gemeinsame Fliache umschlieen zwei ,,Partnerkurven*? Schraffiere in der vom
Computer erzeugten Graphik fiir ein frei gewéhltes geeignetes k die gemeinsame Fla-
che.

g) Fiir welchen Wert von £ nimmt die Flidche einen Extremwert an? Ist das ein Maximum
oder ein Minimum?

© bk teachware



Bohm: Neue Aufgaben fiir das Unterrichten Band 1 9

Losungsvorschlag:

a)

b)

<)

d)

H#i: UECTOR[
16 -k

H2: UECTORI

Die Scharkurven miissen Parabeln sein. Wir zeichnen einige Kurven mit positivem &

und erwarten nach unten offene Parabeln.

16 -k 32-k

Alle Parabeln gehen durch die Punkte (0/0) und (2/0) und liegen symmetrisch zu x = 1.

Begriindung folgt in b).

. . . 1
Der Funktionsterm kann umgeschrieben werden in g (x) = — (-x* +2x).
32k

Daraus folgt, dass,
e die Nullstellen von k£ unabhéngig bei x; = 0 und x, = 2 liegen und weiters die
Symmetrieachse x = 1 sein muss.

e [k #0, sonst entsteht der Sonderfall, dass die Parabel in zwei senkrechte Gerade
x =0 und x = 2 zerfillt.

e k>0 erzeugt nach unten offene Parabeln, £ < 0 nach oben offene Parabeln
(Koeffizienten des quadratischen Glieds).

e je groBer k, desto flacher wird die Parabel.

Ist mit b) schon beantwortet.

Da vier Eigenschaften erfiillt sein miissen, wird sicherlich zuerst eine Polynomfunktion
3. Grades angesetzt. Das Ergebnis zeigt aber, dass die Schar f;, wieder nur aus Parabeln
besteht. Als Begriindung kann hier sicherlich die Symmetrie gelten, denn eine kubische
Parabel ist nicht achsensymmetrisch.

fi(x) = 8kxX*—16kx

© bk teachware
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2
x x
#3: gf{x} == -
16 k 32 k
3 2
#4: f{x) :=ax +hx +c¢x +d
1 1
#5: £{B) =@, F{2) =08, F'(B) = - ——, F'{2) = —
g’ (8) g’ (2}
#6: [d=9.8Ba+4b+2c+d=8,¢c=-16 k., 12 a +4 b + ¢ = 16 k]
] SOLVE{[d =8, 8 a +4 b +2¢c +d=08.¢c =-16 k, 12 a + 4 h + ¢ = 16 k]. [a. h. c.
d]>
#e: [x =B ~b=8kasac=-16 k ~d = 8]

2
#e?: f{x) :=8 kx —16 k x
e) Wir wahlen zB fiir k= 1/4:
1
#18: SUBST|[f'¢(B) g’ (@), F' {2} g'{2)]. k. —z—

#11: [1. 1]

f) Die schattierte Flidche erreicht man iiber eine logische Verkniipfung von Ungleichungen,

die die entsprechenden Bereiche beschreiben. (Beim 77 wird mit shade gearbeitet.)

l@a.g.
2 2
J‘ 25 k + 1
13- gy — F{x») dx = —
a 24 k
2
2 X X
#14: 2 x — 4 x £ y £ — — ~ B £ x
4 8
)
2
256k + 1
F1{ky := —MM
24 -k
1 1
SOLUECEL' (k> = 8. [k]} = |k = - v k = —]
16 i6

1 1 1824 1624
£100 |- —|. £ = |- .
16 16 3 3

e e s | R iy

© bk teachware




Bohm: Neue Aufgaben fiir das Unterrichten Band 1 11

Fiir beide Félle ist mit £k =+ 1/16 das Minimum gegeben. Die unterschiedlichen Vorzei-
chen begriinden sich aus dem Vorzeichen fiir die Flache. Je nachdem, welche der bei-
den Partnerkurven ,,oben” liegt, ergibt sich das Vorzeichen.

Der minimale Flacheninhalt betrdgt 4/3.

Auch wenn nur nach positiven k gefragt wurde, ist die Interpretation der zweiten Lo-
sung — die eben kein Maximum ergibt — sinnvoll.

Eine Uberpriifung mit zwei anderen Werten bestitigt dieses Ergebnis:
o) ol e
f1l—|. f1|- —|| = |— - —

2 2 12 12
) B e | R iy
£f1|—|. f1]- = .

28 28 3a 38

Hier konnen Sie noch einige Bilder aus der 77-Bearbeitung sehen:

FLOTE
yl=g(x)|x=¢1 2 3 4 53
wuZ=alx) | k=seal. 1 d, 4,1, 10)
|
ui=
o=
uE=
Hgf
i
I ixi=
FIEs EAD EXACT FUMC MAIN EAD ERACT FUNC
F_T1 e+ T_Trzv o TE Taw T e+ Tow [ Fo TE TE~
- E AlgebralCalc DLher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ - E AlgebralCalc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ
=z BEkewt =16k Flx) Done
Lt v, Dane d d
ek 32k % n et PG [ k=144 and k=8 23
'a-x3+b-x2+c-x+d->+“(x) Dok -1 -1F
L2
-solue[f‘(B):B and F{21=0 and %(F(x)}b 'JSEQ(X)‘F(X)NX %
a=0 and b=8k and c=-16-k and d=18 .Mﬂwm Orge
w 1@y ) w1 x=20,{a . b.c.d>> angt13>f1Ck)|
HMAIN EAD EXACT FUMC 2720 MAIN EAD ERACT FUMC 720
T v [_F2 & i
- E Zoom|Trace|Reagraph|Math|Drau|-
|I||||“HHHHH‘ ‘ HH‘ -------
HMAIN EAD EXACT FUMC MAIN EAD ERACT FUNC
shade 2x"2-4x,x/4-x~2/8,0,2 oder iiber 2 Integrale im Graphikfenster

oder iiber = C:Shade im Graphikfenster

© bk teachware
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Ein Fenster hat die Form eines Rechtecks
mit aufgesetztem Halbkreis. Das Fenster

soll eine Fliche von 2m?’ aufweisen.

Die Gestaltung des Fensters ersicht man aus Kosten: 2,873.82
der nebenstehenden Skizze.

Schon wieder eine Extremwertaufgabe!

Diese Aufgabe eignet sich in dieser Form mit dem TI mit der Cabri-Applikation'),
Es wdre denkbar, auf dem PC parallel mit Cabri und DERIVE zu arbeiten. Die
Daten miissen dann aber einzeln von Cabri nach DERIVE iibertragen werden. GE
ist im Folgenden die Abkiirzung fiir ,, Geldeinheiten *.

Leiehe am Punkt
=

HMAIN a DEG AUTO FUMC

Alle geraden Verbindungen kosten 22GE/dm, wihrend die krummen Fensterteile 25GE/dm

kosten. Bei welchen Abmessungen sind die Kosten fiir die Herstellung minimal?

a)

b)

d)

Verwende das dynamische Geometriemodell fiir eine geeignete Schitzung unter Ver-
wendung einer approximierenden Funktion eigener Wahl.
Uberpriife zuerst, ob das Modell stimmt.

Beschreibe dann die Vorgangsweise (Tabelle, Skizze, ...... ).
Zusatzfrage: Warum kann hier eine Polynomfunktion nicht genau passen?

Lose die Aufgabe auch analytisch mit der entsprechenden Methode der Differentialre-
chung.

Zeige, dass die Kostenfunktion durch die Datenpunkte verlduft und beantworte in Ab-
hingigkeit von der gewahlten unabhéngigen Variablen (b oder /) die folgende Frage:
Wenn b gewidhlt wurde: Wie verhilt sich die Kurve im Unendlichen? Wie lautet die
Niaherungskurve? Interpretiere die Nédherungskurve im Zusammenhang mit dem Pro-
blem.

Wenn & gewéhlt wurde: Interpretiere den Schnittpunkt der Kostenfunktion mit der
vertikalen Achse.

Wie dndert sich das Ergebnis, wenn man auch die Kosten fiir die Verglasung mit
8GE/dm? beriicksichtigen muss? Hier ist nur die analytische Betrachtung erforderlich.

[ Das Cabri-Modell kann von der Diskette heruntergeladen und iiber GraphLink oder
TI-Connect auf den eigenen 77-89/92+/Voyage 200 iibertragen werden. Den Schiilern
wird vor Beginn der Arbeitszeit das Modell auf ihre Rechner iiberspielt. Auch das Skript
extremt steht zur Verfiigung. Viele weitere dhnliche Cabri-Objekte kann man im
bk-teachware Buch Nr. SR-06 ,,Optimierungsaufgaben graphisch, numerisch und analy-
tisch mit dem TI-92 I6sen “ und auf der dazu mitgelieferten Diskette finden.

© bk teachware
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Losungsvorschlag:

a)

b)

a1 St 2l ote oo P 0 [ 1oy Up] |

W(3-h+6.5k)-22 +%-n-25|b=9.38 and k¥

2873.93
5)
? -Tm
"b-h+="5—|b=%.38 and h=17.64
200,01

w2 2% 21 h=9.38 and h=17.64

MAIN EAD AUTO FUMC 230

Darstellung der Kosten in Abhédngigke

it von b.

MAIN EAD AUTO FUMC

|’F1 T FE ]’FB]’FH ]’rs ]’Fsv]’r?]
va Flot Setup|Cell|Header|Calc|Uiil|Stat

DATA  [jn= k= Eoste..
cl =] c3 cd [

5 F.72 |22.86 [2916.6)

5 9.28 20,92 [2888. 9

7 2.93 9.19 [Z875.5

2 2,38 7.64

9 9.93 6.24 [28581.9

1@ 0,42 [14.96 [2398. 2

11 1.59 [12.71 [295A8.8
r8c3-2873 8247035058

ERD RUTO FUMC

Fer F3

& FEx | FGT |[F7
oon|Trace|Regraph|M

T
- E z L L

MAIM ERD RUTO FUMC

Die quadratische Regression ist hier noch nicht gut geeignet. (Wenn die gesammelten

Datenpunkte eher um das Minimum liegen, dann kann eine Parabel auch schon ausrei-

chen.)

FEx | F3
oom|Tra

FEr | Far TF7

1 &
- E 2 ce|Regraph|Math|Draw|«

1
.18 yciZ2Ee8. 11

ERD RUTO FUMC

Eine Funktion 4. Grades passt sich als Re-
gressionskurve schon recht gut an und als
passable Naherung fiir die minimalen Kosten
konnen 2868 GE genommen werden. Dies
stimmt auch mit den Werten aus der Datenta-
belle liberein.

Antwort auf die Zusatzfrage: ,,Weil fiir immer kleineres b die Hohe / gegen Unendlich

strebt und daher fiir 5 = 0 eine Polstelle erwartet werden muss.*

Fiir die Durchfiihrung der klassischen Extremwertaufgabe kann ein mit den Schiilern

gemeinsam oder ein von ihnen individuell erarbeitetes Skript verwendet werden. Vor-

erst erfolgt die Rechnung tiber die Variable .

a1 St 2l ote oo P 0 [ 1oy Up] |

-22-[3-h+ 132'b]+%-n-25->hb
b-[252'“+143]+55-h

(] 2
lh-h+zT=EBB->nh hs'“ +b-h =200

MAIN EAD AUTO FUMC 1220

via B

B zalueinb, h)

MAIM ERD RUTO FUMC 81z |

© bk teachware
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T _Few | F% & FEx | FE™ [F7
w fm | 200 |Trace |[Regraph|Math|Draw |-

TF‘r‘ngm In

= hbl | b= s+ u30
L] zer‘os[%(hblj . b]

40 -[33 an-[33
Mrn+Srz [I7 n+orz

#oi9. 19 Yot 2EVE. 22
£i bl | b=seruT o

MAIM ERD RUTO FUMC BAf1z MAIN ERD ALTO FUNC

Hier ist die exakte Modellfunktion mit dem
graphisch gefundenen Minimum.

|’F1 ‘|’ Fzw TrsvT d T FE d T ]
- E Alaebra|Calc|0ther Pr‘gmlDTCleah L
4]

TPr*ngm I DTiZ

BBl | b= g3

2
b<-m - 1600
= zer‘os[%(hbi] . b] u % | b = bopt. + hopt.
o 40-[33 -2 (4 m - 143)-[33
JIF- n+572 [i7T n+572 A7 n+ov2
1. = approxl Chopt. hopt ) £2.19  18.16%
- B gpproxihbl) | b = bopt. 2EVI.2Z
AN FRD AUTO FUNC &/iz FRIN FAD ALTO FONC 12750

Die minimalen Kosten betragen 2873,22GE.

AnzuschlieBen wire eventuell noch die Untersuchung der 2. Ableitung.

Bei Verwendung von DERIVE lésst sich mit Hilfe eines geeigneten Programms die
Aufgabe auf das Aufstellen von Haupt- und Nebenbedingung reduzieren!".

b )2
—] m
13-b 25-b-m 2
extrem|22-|3-h + + » h-h + ——— =288, h, h
2 2 2
b h Opt imum Art
48-433 28-433-{143 — 4-n}
28-y33-J¢17? -n + 5723 lokales Minimum
J{17-mw + 5723 33-4{17-m + 572)
b h Opt imum Art
9.188388456 18.15855181 2873.216558 lokales Minimum

17" [ Fir Fur FE Fa=
Wenn man aus der Nebenbedingung b aus- [P diale T o e el ue] ]

. . JIRZE - a2 -
driickt, dann wird die Rechnung unange- b= (o7 ,11'3'3 noh) or b= (I +n1':’
nehmer, weil eine quadratische Gleichung “ho[b= al[nZ+ 100 -1 .

. . 1t . s
zu l6sen ist. Das CAS bewiltigt aber diese 2 [[nZ+ 108 (25 m+ 266) + 2-h-(4-n - 19,

Terme miihelos, wenn man die passende

I
approxChb) | b=hopt and h=hopt
AD AUTO

Losung der quadratischen Gleichung ver- HAIN E FUNE 30750

wendet.

[ aus ,,Programmieren in DERIVE“, Josef Bohm, bk-teachware SR-33.

© bk teachware
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¢)

|’F1 T Fzv T Ed T G ‘|’ FE FE™ T ] 1 Fiv FEw | FE¥
- E AlaebralCalc |0ther PrngDTClean Up - E Zoom Tr‘ac.e Regr‘aph Mt Oz |+

. 4[nZ+ 1007 -h)

- | h = hopt + bopt.

40-[33 (625 x2 + 14300 5 + 21796 L8005

IZ3-n-JI7 m+ 572 337
B approaxibopt) 9.19
= approxChbl) | b= hopt 2B73.22
apprux(hh) I|b=hopt and h=hopt
HAIN RAD_ALTO FUNC £5/30 MAIN FAD AUTO FLNEC
|‘f1 T Fav T 5 T Fuw FE G T ‘| 1 Fiv FE FE™ [F7 i
- E AlaeshralCalc Dt.her*TPr‘ngDTClean g - E Zaom Tr‘ac.e Regr‘aph Mat.hOraw|+ /
(17 -7 + 572) %< + 52800
® propFrac 3w
17 m = 13200
gt Wiy —/—
17 m =
IT+ 143 2+ asaix Done
B efine 9S(x) =asglx) Daone
Define wShCxd=asyuw(xl]
TMAIN FAD_AUTO FUNE 3,50 HIN RO AUTO LN

Die Naherungskurve ist eine Gerade durch den Ursprung (schiefe Asymptote) mit der

17
Gleichung y = (143 + Tnj x . Wenn b immer groBBer wird, dann wird die Hohe 4 ir-

gendwann so klein, dass sie in der Kostenfunktion K = 66/ +143b + 12,5t b vernach-

lassigbar wird und es bleiben nur mehr die Kosten fiir die — zusammenfallenden — Stre-
ben 6,56 x 22 = 143b und den Halbkreis mit dem Radius b/2, brt/2 x 25. Das ergibt aber
noch nicht den Koeffizienten der Geraden. Man muss auch den Ausdruck fiir / betrach-

1600 — b’ 200 b
ten und findet, dass aus 4 = 2o 2 ?ﬂ auch ein korrigierender Beitrag

&b b

b 200
von — ?n fiir jedes % zu beriicksichtigen ist (T - OJ .

25b b 17
22T T (T“+143j

17 _Fzr FEr Far

Wenn die Fensterhohe 4 den Wert 0 annimmt, || obr e Reor-aph M ath De oo

dann besteht das Fenster aus den — grofiten- |
teils zusammenfallenden — Streben mit einer
Gesamtlinge von 6,5 und dem Halbkreis.

Um die 2m’ zu erfiillen, hat der Halbkreis den

: ucidl113.39
40 FARIN BAD AITD FIHE
NT

Die Kosten sind b x (6,5 x 22 + /2 x 25) = 4113,39.

Durchmesser b =

© bk teachware
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d) Das Ergebnis wird sich in den Abmessungen nicht dndern, weil die Zielfunktion nur um
den konstanten Wert 200 x 8 = 1600 vermehrt wird. Die Konstante fallt beim Differen-
zieren weg. Das heiflt, die gesamten minimalen Kosten betragen dann 4473,22GE.

Anschlieend folgt das Universalskript, das fiir Extremwertaufgaben verwendet werden

kann.

:Hauptbedingung aufstellen
:und unter hb speichern
C:22%(3h+13b/2)+b/2%m*25-hb

:Nebenbedingung aufstellen
:und unter nb speichern

C:bxh+(b/2)"2%m/2=2@@-nb
:nb nach einer Variablen
:aufloesen:
:solve(nb,Variable)
C:solve(nb,h)
:und dafuer in hb einsetzen
:hb|ans(1) (nur eine Loesung)
:und unter hb1 speichern
C:hb|ans(1)-hb1
C:hb1|b=x-y3(x)

.nach Variable diff. und @ set-
zen

:zeros(d(hb1,Variable),Variable)
C:zeros(d(hb1,b),b)

C:ans (1) [2]-bopt

:Test ob wirklich Extremwert

:d(hb1,Variable,2) |Variable =
:= Loesung muss # @ sein

C:d(hb1,b,2) |b=bopt
:die geeignete Loesung in den
:Term fuer die zweite Variable
:und in die hb1 einsetzen
C: (b"2%m-160@) / (8+b) | b=bopt-hopt
C:approx({bopt,hopt})
C:approx(hb1) |b=bopt
:oder

C;approx(hb)|b=bopt and h=hopt

In die mit C: eingeleiteten Zeilen sind die dem jeweiligen Problem entsprechenden Aus-

driicke einzusetzen.

Dieses Skript trigt den Namen extremt und ist auf der Diskette zu finden.

© bk teachware
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Immer diese Schularbeiten!

Eine ,,umgekehrte Kurvendiskussion* fiir eine rational-gebrochene Funktion bie-
tet Gelegenheit, viele Themen zu beriihren. Ein — nicht ganz unproblematisches —
lineares Gleichungssystem erdffnet die Aufgabe. Auf dem TI macht das Zeichnen
des Graphen die Kenntnis des Umgangs mit stiickweise definierten Funktionen er-

forderlich. Einer eher traditionellen Aufgabe zur Bestimmung eines Fldcheninhalts

tiber ein uneigentliches Integral folgt eine Umkehraufgabe, die zuerst die Ermitt-
lung einer sehr komplexen Gleichung erfordert. Diese Gleichung soll aber nicht
nur auf dem ,,bequemen* Weg iiber den Solver geldst werden, sondern es ist zu-
mindest eine andere approximative Losungsmoglichkeit zu verwenden.

Ein Mathematiklehrer sucht fiir eine Maturaaufgabe eine gebrochen-rationale Funktion der

Form

die folgende Eigenschaften aufweisen soll:

e ihr Graph hat Polstellen bei ++/2
: . 3 .
e cine Parallele zur x-Achse im Abstand E stellt eine Asymptote des Graphen dar,

e der Graph schneidet die y-Achse im Abstand 3 vom Ursprung und

e er hat eine Nullstelle bei x = 2.

Wie lautet ein geeigneter Funktionsterm? Warum liefert das Gleichungssystem unend-
lich viele Losungen?

Skizziere den Graphen und bezeichne die wichtigsten Charakteristika.
Fiir die Bearbeitung mit dem 77: Wie ldsst sich der Graph ohne stérende senkrechte
Linien zeichnen?

Suche jene Parabel, die mit der gegebenen Kurve den Extremwert und die Nullstellen
gemeinsam hat.

Die waagrechte Asymptote und die beiden Graphen begrenzen rechts von der rechten
Polstelle eine bis ins Unendliche reichende Flache. Stelle fest, ob dieser Flacheninhalt
konvergiert.

Wie weit miisste man diese Asymptote nach unten verschieben, dass diese Fldche den
Wert 4 = 1,5 annimmt? Ldse die entstehende Gleichung auf mindestens zwei Arten auf
2 Dezimalstellen genau.

(Verwende hochstens bei einer Losungsmoglichkeit den solve-Befehl.)

© bk teachware
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Losungsvorschlag:

a) Die gegebenen Daten bedingen ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der
Koeffizienten a, b, c und d.

=f(E =3

_ d4-3+b _
l-:-x2+d=El|x=J§ Zc+d=0 =fizy=0 Tord Y
lim £ - = - BealuelZ-c+d=0 and 2-a=3-c and b=3p

[ ] = 3. = =3 T e
o 109 e L and b=3e1 and c=—oh and d=e1
i =3 E:? md3=-3F-4 ard b=3 and ¢ = -1-2 ahd d=1

MAIM DEG RUTO FUMC 1z 12 MAIN DEG ALTO FUNC 71

Das entstehende Gleichungssystem hat eine einparametrige Losungsschar. Fiir alle
Werte flir den Parameter @1 (oder @2, @3, ....) ergibt sich derselbe Funktionsterm

3(x* —4)
y(x)=—
2(x" =2)
Eine andere Moglichkeit ist es, den allgemeinen Term umzuschreiben in
2
ax” +b
v =272
X +c

Dann geniigen bereits die ersten drei Bedingungen zur Ermittlung der Koeffizienten.

Offensichtlich reichen drei Koeffizienten aus und das urspriingliche GLS ist iiberbe-
stimmt — daher der Parameter.

Die drei Gleichungen 2¢ + d =0, 2a — 3¢ = 0 und b — 3d = 0 kann man durch Eliminati-
on von ¢ und d auf 4a + b = 0 reduzieren. Wenn man die Nullstelle mit x, bezeichnet
und die letzte Bedingung allgemein formuliert, erhilt man x,> @ + b = 0, woraus durch
Koeffizientenvergleich folgt, dass nur x,” = 4 nichtverschwindende Losungen zulsst.

b) Die Kurvendiskussion ist einfach und wird hier nicht ndher ausgefiihrt. (Es fehlt eigent-
lich nur mehr der Extremwert E(0/3); Wendepunkte gibt es keine.)

Interessanter ist die Herstellung eines gefélligen Graphen auf dem 77-Schirm. Die tech-
nischen ,,Unzulénglichkeiten* mit der Auflosung des Bildschirms kdnnen auf zwei Ar-
ten iberwunden werden:

© bk teachware
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¢)

1 Fev | Fz i FEw | FE¥ [F7
i+ F‘r-rgsmll:lp .ﬁ - E Zoom|Trace|Regraph|Math|Draw] -
lf‘(x)|a= 34 and b=3 and c=-1-2 arcp
3x2 -4l
2 2= 2) .Y e
2
3w -4
. ¥ 0l Lo
2x2 - 2]
TIRIN TEG AITD FUNC E7iz HATH DEG AUTD FUNC

2w —2)
=l | = < -[2
uImgl(x) | x r -2 and =< [Z2

uF=alixd | x r -2 and w2
wd=ulind | = 3 [2

_ [utis,x 3 JZ + 05 | de
ol (e d=3 % (24D /222D 5 Ood=vwhenCabs (> T2+ 05, vl .
HMAlW DEG nUTD FUMC HMilW DEG AUTO FUMC

Den Graphen in seine drei Aste zerlegen oder ihn abschnittsweise definieren — und

dabei die Umgebung der Polstellen ,,neutralisieren®.
3 2
Die Gleichung der gesuchten Parabel lautet y(x) = —% +3.

FE
: F‘r‘ngDﬁ.-. :~ﬁ
TJ + gl Done
2 (x2-2]
la-x2+b->p(x) Done
Bepluelpi@=3 and p(2i=0,4{a bX)
a=-34 and b=3
L] '3/4-x2+3+g6(x) Done
B 32 4 yFx)
FIAIN TEG ADTO FOMC 1712 AN EG AUTO FUNC

[ e d) Das uneigentliche Fldchenintegral kon-
i HE E‘TPI"‘EH"II . . . .
®solue(usind = uPix), ) B vergiert offensichtlich und sein Wert als

° B , - .
.JE':S/Q T Bt +Jz':3’2 - 1G] Dezimalzahl ist A = 2,28.
3-&-1n(42-ﬁ+3) s -1
-JE(3/2 - wBCx) +J;[3/2 - ul0dx
wad €23 2340 CF 21D %, 2, mD

MAIN DEG AUTO FUMC =/1E

Die Fliache wurde mit shade schattiert. Mit DERIVE muss, um die Schraffur zu errei-
chen, mit logischen Verkniipfungen von Ungleichungen gearbeitet werden.

Man schneidet die beiden Funktionsgraphen in der unbekannten Hohe y,, wahlt die
,passenden — weil positiven — Losungen aus und erhilt so die Integrationsgrenzen. Die
entstehende Gleichung wird zuerst numerisch gelost.
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1 FE
-.-E TPr*ngl:I iﬁ:’-ﬁ
= solue(uélxl) =ul, x1)
2o -F-(ud -3
><1=—|')‘3l=I ) and Wl -320 or xi=F
2T uErs 2 [F(8-3)
3 3
L] gl y
—2'98_3 ar‘u:i—HEl_3 =0 o =
soluvedyl (x2 =yl x2>
HAH TEG AITD TR 77 8

|‘f1*u||3T Fav Faw [ Fuv FE G T ]
+ §=—|AlgebralCalc Dt.her*TPr‘ngDTClean LUp
1<

4 J +(2-g|:|+3)-9'3-(ul3-3)_1=3,2
Zag-3-[Z(uwe -3 (22

31
" |Frea-zi+[Zwa—3 *
B pSolue T
1.2913
W " 3RCYD—33 2,9 1=3/2 vO>1w0>0
HMAIN DEG RUTOD FUMC 8/41)

1 Fzr [EAd Fur FE Fer
- E Alackbra|Calc|Other Pr‘ngElTClean Upﬁ

®zolue(yl(x2) =y, x2)

_2-ai-3 ya-3 -
2= o and T =g 0 ar k2 J’
. 2-.]!=|D 3 2-Jg8—3
J2'l=|EI—3 [Zoa-3

.Iii (372 — gb(xdx +I§2(3/2 —gll:)dx = p

Wl 20+0C3 0] Cxd o, 2, w2I=32

FFIN DEG AUTD FUHC 3,40

|’F ‘|’ d T ]
ngehra Calu: Dt.her* Pr‘gmlDTCleah U

HW—z(ga (22
|[Z7a0 - 3)+J_2 -3’

B S0l
1.2913
-Jil(3/2—uscxj)ozx+I§2(3x2—glcx))ozx|-=>
1. SEG0)
) .2, . x231w0=1.2%912534257045]

DEG ALTO FUNC 8/40

Die Parallele ist im Abstand von 1,29 zu ziehen. Die ,,Probe* bestétigt das Ergebnis.

Als Alternative stehen eine dezimale Suche in der Tabelle oder die Nullstellensuche

beim Graphen zur Auswahl. Dazu wird die Gleichung zuerst als Funktion von x gespei-

chert.

ngebr‘a Calc. DLher‘TPr‘ngDTElean Upﬁ

(3/2 gG(x))dx+I (372 - gl()dx | ob
1.5008

Ve [Eees
E]

=1 -3-2|ud=x+ gld(x)
Dok

3x1nCabs (I 2 ¥g0-3F>—J (2% C(y0-3>.
HAIH TEE RUTD FURE 8745

~Zera

xcil.2913 yct -1, B0g-13
MAIM DEG RUTO FUMC
Zusatzfragen:

Wo und warum tritt diese Knickstelle auf?

T

91
AR BEG AUTD TURE

Hat die Funktion eine weitere Nullstelle? Und wenn ja, wie ldsst sich diese interpretie-

ren?
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Eine Rente fiir Produzenten und Konsumenten

Hier werden ziemlich alle grundlegenden Aufgabenstellungen und Fragen der Ko-
sten- und Preistheorie angesprochen. Das Cobweb-Modell bietet Gelegenheit fiir
eine iterative Betrachtungsweise und kann in unterschiedlicher Tiefe behandelt
werden.

Konsumenten- und Produzentenrente geben die Méglichkeit, die Integralrechnung
sinnvoll einzubauen. Interpretative Antworten kénnten noch zusdtzlich verlangt
werden.

Man hat guten Grund, eine Kostenfunktion als eine quadratische Funktion zu modellieren.

Vorerst kennt man ziemlich genau die proportionalen Kosten mit 1950GE (Geldeinheiten).

Vollstindig bekannt hingegen ist die Nachfragefunktion p, (x)=

a)

b)

<)

d)

e)

2)
h)

795000
x+170

- 300.

Wie grof3 sind Séttigungsmenge und Hochstpreis?
Schitze nach diesem Modell den maximalen Erlos.

Die Angebotsfunktion lautet p4(x) = 22,15x + 750. Man schétzt die nachgefragte Men-
ge auf 100ME (Mengeneinheiten) und legt dementsprechend den Verkaufspreis fest.
Wie werden sich Marktpreis und Menge entwickeln. Beschreibe die Entwicklung fiir
die ersten drei Perioden. Verwende ein geeignetes Werkzeug fiir die Erstellung einer
langerfristigen Prognose. Wird sich am Markt ein Gleichgewicht einstellen?

Wie lautet die vollstdndige modellierende Kostenfunktion, wenn man die Gesamtko-
sten fiir 40ME mit 120 000GE kennt, und man die Cournot 'sche Menge (= gewinnma-
ximale Absatzmenge) bei etwa 30ME vermutet?

Vergleiche den Maximalgewinn mit dem im Betriebsoptimum erzielten Gewinn.

Vergleiche die Elastizitdten fiir die erlésmaximale und gewinnmaximale Menge.
Interpretiere die Ergebnisse.

Wo liegt der Break-Even-Punkt?
Wie hoch sind Konsumenten- und Produzentenrente?

Stelle in einer geeigneten Graphik die Ergebnisse moglichst deutlich dar!
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Losungsungsvorschlag:
a) und b)
795000
#1:  pn{x) := —————— - 368
% + 178

Sattigungsmenge und Hichstpreis:
#2: Hotation == Decimal
#3:  pn(B) = 4376.470588
#4:  SOLUE(pn{x) = B, x) = {x = 248@)
Hichstpreis: 4376 GE; Sattigungsmenge: 2480 ME
#5: erl{x} == x-pn{x)
d
#ib: SOLVE E erl{x) = B, x| = {x = —B41.1929677 v x = 501.1927677)
#7: erl{501.1729677} = 443284.2173

Der maximale Erlds wird bei der Produktionsmenge x = 501 ME angenommen und betragt ca 443 280 GE.

Die Menge x = 100 wird geméaB py(x) zum Preis 2644,44 verkauft. Bei diesem Preis
reduziert sich die Angebotsmenge nach p,'(2644,44) auf x, = 85,53. Diese Menge pro-
voziert nach der Nachfragefunktion den Marktpreis p = 2811,20.

Da nun der Preis gestiegen ist, reagieren die Anbieter mit einer hdheren Angebotsmen-
ge X, = p, ' (2644,44) = 93,06 usw.

Dieser iterative Vorgang lésst sich leicht am 77-92 realisieren, indem man die Punkte
auf der Angebotsfunktion verfolgt:

P
fa (x)

X1 P(xq)

“ X;.,qu‘q)

xo,g’(x.,)
)(1/&0(0)

PN(x)
Xo - X
Xo =100, pu(400) % Lbul, Uy (100] 2644, ‘1‘1)

(€5, rz[zuah,%)
(er, (3 |261),2)
(2%, 0b | KN, 20 )

Xy= pa (264449) = £0) T3
Xy /p"’(‘ffl (3) ~ ,'LXM,ZD
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Fi T FEw T [ T v T FE T FE™ ]’ ] i Fer i FE [
- E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up | - E AlgebralCalc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ
TASHa6 .
—=e= - 30 e pn(x) 122015k + TS0 ¢ palk BRastphlx) ok 8 £x o palxld
=+ 178 P DF' f90.42  2752.773
—— e Bpa (prlx)+x & {x palxll}
IXE‘?—IS-)PE‘(XJ 103+ x 1@ £90.42  2752.7EY
- Bpa_(prix 3 x 1 Ix palxit
"pa_(pnlx)l+x 8 {x palxlr {90, 42 ZFS2.TEY
©83.53 2644.440 Spa (phCx) +x § fx palxl}
Bpa_fpnlxn+x i {x  palxr {90.42  2752.782
ra_CpnCxdd ¥ {x . palxi pa_Cpn{xdddxiix. palixit
HRIN DEG AUTO SEQ_E0SE HHIN DEG AUTD SEQ 3OS0

Der Verlauf der Preisentwicklung auf einem der beiden Funktionsgraphen kann auch
im Funktioneneditor rekursiv simuliert werden. Damit gelangt man auch rasch zu einer

entsprechenden graphischen Darstellung.

1 Fzw Fz Y [ FEw Far F?
'E Zoom|Edit| ~|[All[Stule|Axes. . P 22
)anlTst Pil= - xeclwez h ul Uz
ot lik— e Z.0000 |90, 4735 2757, ark
7 zpaseniulln - 1) 3. 0000 |20, 4164|2752, 725
v UZ=PhLULCH — 5. 000 |50, 4200 |75 . g
Lamenulin = 10 £.0000 [90. 4181|2752, 761
st | 70000 |90, 41591 |75, 7o)
uiz 5. 0000 |90, 4106|2752, 7ol
iz S Q000 |90, 4159 |2r52. 7o
5= N 50, 4157|2752, 7o
udinr= =20.
HAIN DES AUTO SEQ MN DEG RUTOD SER

Wenn man aber das ,,Cobweb“ auch graphisch

. darstellen will, dann miissen die Koordinaten
. der Punkte, wie oben beschrieben, in der rich-
tigen Reihenfolge gesammelt und in eine Liste
geschrieben werden. Die Liste wird iiber den

AT BEi AT ] Data/Matrix-Editor in ein xy1line-Dia-

gramm iibertragen. Dazu bedarf es keines Programms, sondern einer Sequenz von Be-
fehlen, die einige Male wiederholt wird. Zuerst werden die Grundeinstellungen vorge-
geben.

100-x:@-y: {x}->xw: {y}->yw

pn(x)-y:x->x_:pa_(y)-x:augment (xw, {X_,x})->xw:
augment (yw, {y,y})-yw:{x,y}

Fi T FEw T [ T v T FE T FE™ ]’ ] 1 FE T3, i FE FE™ |7
- E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up - E Flot Setup|Cell|Header|Calc|Uiil|Stat
BATA
BpAlx)+g §| oxFx_ 1 pa_i{d) *x I augmentip
£90.48 2754.053 (Gl EMegcs o4 oD cf
Bprlxl+y & oxax_ ! opasidl®x I augmentip 2 100, 02644,
L9039 2752103 z =5, 532644,
LRI 4 g25.5312811.
L1008 100,680 85.53  85.53 93,06 p 5 930582211,
L] ] 2306|2722,
f0.00  2644.44 2644.44  2811.21 251k 7 99, 042722,
Yu c2=yuy
HRIN DEG AFFROE FUONC Fi70 HAIN TEG AFFROY FUNC
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1 5 FEx | FET
- E Z00m Trac,e Regr‘aph Mat.h|Draw|-

=]

xc 100 00 uciZédd. 44
RN TEG AFFROE FONL FRIN DEG AFFROT FONC

Hier gibt es offensichtlich Konvergenz und wenn man die beiden Funktionen schneidet,
erhilt man das Marktgleichgewicht bei x = 90,42 und dem Preis p = 2752,76. Die Exi-
stenz des Schnittpunkts ist aber kein Garant fiir das Zustandekommen eines Gleichge-
wichtspunktes.

(Zusatzfrage: Wovon hiingt es ob, ob das Cobweb konvergiert oder nicht?)
AnschlieBend werden Hinweise auf eine Durchfithrung mit DERIVE gegeben.

795000
pni{x} = — — 388, palx) = 22.15-» + 758, x == 188
x + 178

pa_{x}» == ITERATE{pa{u), u,. x. —1)

[85.52796588. 2644.444444]
[93.85667944,. 2811.205449]
[82.83667622, 2722.162378]
[71.154106%2, 2767.063468]

[x == pa_{pn{x}). pa(x)]

[x == pa_{pn{x}). pa(x)]

[x == pa_(pn{x}). paf(x}]

[x == pa_(pn{x}). paf(x}]

ITERATES (pa_{pn{x_)}. x_. 188, 3}
[188, 85.52796588. 93.85667944, 89.83667622]
ITERATE(pa_{pn{x_3). x_. 18@8)
99.41875783

Mit einem entsprechenden Programm ldsst sich hier auch das Cobweb schon darstellen:

~ 1500
18 1@ 28 38 4@ 5@ 6@ 73 8B 90 18@ 118 128 138
-5a@
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d)  Die Kostenfunktion lautet vorerst K(x) = a x* + 1950 x + ¢. Die Gewinnfunktion ergibt
sich aus G(x) = Erl(x) — K(x) mit Erl(x) = X . pp(x). Aus G'(x) = 0 folgt K'(x) = Erl'(x)
K(40) = 120 000 und K'(30) = Er/'(30) fiihren zu einem Gleichungssystem zur Bestim-

mung der Parameter a und c.

K(x) = 18,8125 x* + 1950 x + 11 900.

1 Fzw F3w Fyr FE Fer 1 Fzr Fiwr Fyr F& Far

- E Alackbra|Calc|Other Pr‘ngElTClean Upﬁ - E AlasbralCalc DLher‘TPr‘ngDTElean Upﬁ
= Dollar = Dore WSS TUE] RTFHT = TZHUH Snd o TROEIT = 5 1),
LI S = i ] nlalyt a=18.8125 anhd c = 11900, 0000
m o b 1950 ke ki) Do ® 18,5125 %2 + 19505 + 11900 + k() Done

d i
. solue[ k(4D) = 120000 and —( ki) = (e . SDIUE[%[%] =g, x] [%3@ x=25.1507
=18.8125 d c = 11900, oo
- ans = merlixd - kix)|x= {30 47,193

B8, 8125 = + 1990 1 + 11900 + kix) Diorne £22918, 7SO0 12762.7OD6}
w2t pyd=dlerl (xd x21x=30.{a c>)

MAIN DEG ERACT TER 7030 AR TEG ERACT TER ToE0

e) Das Betriebsoptimum ist jene Menge, bei der die Durchschnittskosten minimal werden
(hier bei x = 25,15). Der Maximalgewinn betragt ca 22 900GE, wihrend der Gewinn
im Betriebsoptimum nur ca 12 800GE ausmacht.

f)  Die Elastizitdt ist ein MaB fiir das Verhéltnis von relativer Mengendnderung zur relati-

ven Preisdnderung in einer bestimmten Marktsituation.

Py (x)

X py (%)

Im Erlosmaximum ist die Elastizitét 1, d.h. einer Preisdnderung von k % folgt eine
Mengeninderung ebenfalls um & %. Im Gewinnmaximum sieht die Sache ganz anders
aus: Eine Preisénderung um k % folgt eine Absatzanderung um fast 5k %. Senkt man
etwa den Preis um 2%, kann man eine Absatzerh6hung um ca 10% erwarten.

Fi T FEw T [ T v T FE T FE™ ]’ ] 1 Fer | F3 & FEv | FET
- E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up - E Zoom|Trace|Reagraph|Math|Drau|-
a1 — ki) | * =430 47.192
L£22918.7500 127V62.798673 Eoster

.7';”“) |%=ts01 483 Erloes

welPnlxl]

£1.0002  4.8340%

® solveCkix) = erl(x), K1 B

¥ = 060938 or x=5.4635 or x= -351.120p Gewinn
solvefki{xd=erl{xd. x>
HRIN DEG EXACT FUNC 8730 RN TEG EZALT FIMC

g) Der Break-Even-Punkt ist der Beginn der Gewinnzone und liegt bei 5,5ME.

h) Konsumenten- und Produzentenrente betragen ca 63000GE, bzw. 90500GE.
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ngebr‘a Calc. Dther‘TPr‘ngDTClean Upﬁ

Froduzentenrente

] 501ue( ki) = erlCa, <)
¥ =96,0336 or x=3.4533 or x= -331.120

B Shade gB(x), lix), 0,90.4, 1 Dok
B Shade 9200, uslx=), D,90.4, 2 Dok
IIgD'4[pn(x)—2?53)dx E3013. AFEE
IJ98'4[2?53-pa(xﬂdx QESE4, 5220

1
HHIN [T

I(2753 pa(x) X 0,.90.4>

EWACT

FUMC 13430

i) Schon erledigt.

Zur Konsumenten- und Produzentenrente: [

Viele Nachfrager (Konsumenten)

Gleichgewichtspunkt (80 42/pn(90 42)=2753) hitten auch einen héheren Preis

fiir das Produkt gezahlt, als sie ihn
im Gleichgewichtspunkt zu zahlen
haben. Sie ersparen sich also et-
was, weil nun der Preis niedriger

ist als jener, den sie zu zahlen

180

200

bereit gewesen wiren.
308 108

Die Konsumentenrente ergibt die Summe, die die Konsumenten insgesamt zu zahlen bereit
gewesen wiren, wenn jeder zum fiir ihn gerade noch akzeptablen Hochstpreis gekauft hétte.

Die Mengenachse wird in gleiche Intervalle der Breite Ax zerlegt und man nimmt vereinfa-

chend an, dass fiir diese Intervalle jeweils gleiche Preise gelten (z.B. der Preis fiir die Inter-

vallmitte). Die ersten Ax Giiter bringen den Erlés Ax*p;, die ndchsten den Erlos Ax*p,, usw.
Angenommen wird, dass die fritheren Nachfrager schon befriedigt sind, dh., beim ersten

Ed

—]

50888

40680

3080

2088

1880

akzeptablen Preis gekauft haben. Man sieht,
dass dieser Gesamterlds in der Grenze, wenn
Ax gegen 0 geht, die Fliche unter der Nach-

___ fragekurve ist. Wenn nun alle Konsumenten
geduldig auf den Gleichgewichtspreis warten,
ersparen sie sich die Differenz aus dieser
Flache und der oben schraffierten Rechtecks-
fliche — die Konsumentenrente.

Die Produzentenrenten entsteht dhnlich, sie

28

48

68

ist die Differenz aus erzieltem und minde-
stens erwartetem Umsatz.

M Einfiihrung in die angewandte Wirtschaftsmathematik, J. Tietze, Vieweg, 1990
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Diese Aufgabe ist Standard

In dieser Aufgabe werden praktisch die Grundbegriffe aus Kosten- und Preistheo-
rie zusammengefasst. Das Gleichungssystem zur Bestimmung der Kostenfunktion
widre héndisch aufwdndig zu losen. Die Qualitit der gefunden Kostenfunktion ist
schriftlich zu beurteilen.

Ein monopolistischer Anbieter erreicht bei einer Absatzmenge von 20 Mengeneinheiten
(ME) den Preis von p = 10,4 Geldeinheiten (GE)/ME. Bei einem Verkaufspreis von

15,1 GE/ME sinkt die Verkaufsmenge auf 10ME. Fiir 30ME konnte ein Erlos von 177GE
erzielt werden.

Fiir die Beschreibung der Kostenfunktion liegen die folgenden Daten vor: die Gewinnzone
reicht von SME bis 33ME und der Gewinn wird bei den Mengen 15 und 20 auf 68 bzw.
78 GE geschitzt.

a) Beweise durch Berechnung, dass die quadratische Nachfragefunktion durch
p(x) =0,001x* — 0,5x + 20 gegeben ist.
b)  Wo liegen Hochstpreis und Sittigungsmenge?

¢)  Suche eine geeignete Modellfunktion fiir die Gesamtkosten? Beurteile, ob die gefunde-
ne Funktion als Kostenfunktion geeignet scheint.

d) Wo liegt das Erlosmaximum?
e) Berechne den Cournot’schen Punkt.

f)  Bestimme das Betriebsoptimum - auf 1 Dezimalstelle genau - und zeige, dass die Tan-
gente an die Kostenfunktion im Betriebsoptimum durch den Ursprung geht.

g) Erzeuge die Graphen von Kostenfunktion, Erlésfunktion und Gewinnfunktion in einem
gemeinsamen Koordinatensystem und tibertrage das Bild mit einer ordentlichen Be-
schriftung auf das Papier. Zeige an der Graphik, wie das Betriebsoptimum graphisch
gefunden werden kann.

h)  Berechne die Fliche zwischen Grenzerlos- und Grenzkostenkurve fiir 0 <x < 15.
Welche Interpretation kann diesem Flacheninhalt verliehen werden?

Losungsvorschlag:
a) und b)
px)=ax’+bx+c

p(20) = 10.,4; p(10) = 15,1 und p(30) = 177/30
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¢)

iy

-r~r~er“1aa w1 131 J‘
SEE 3@ 1 S9oi@

Fi ]’ Fer ‘l’rzv‘[ ruvT FE T FE™ T]
- E AlaebralCalc|0ther |PramI0Clean Up

rref(l[400.20.1.52~
MAIN EAD EXACT FU

ML

Hochstpreis: p(0) =20GE

Fi T FEw Trsz rHvT FE T FE™ ]’]
- E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up
T T T
1
L8 B Tamg
o1 g -1s2
o @ 1 28

" 001 %2 - 5%+ 20 4 plx) D]

®soluelplx) =0, x)
® =d456.155 or x =43, 8447

solveCplxd=0,x3
HMAIN RRD EXACT

FUNC 4/20

Sattigungsmenge p(x,) = 0 2> x, = 43,8ME

Die Erlosfunktion ergibt sich aus erl(x) = x - p(x).

Da vier Datenpaare vorliegen, wird eine kubische Kostenfunktion angenommen. Diese

Funktion kann entweder iiber ein Gleichungssystem, oder iiber die kubische Regression

gefunden werden.
kx)=ax’+bx*+cx+d

k(5) =erl(5)
k(33) = erl(33)

erl(15) — k(15) = 68 > k(15) = erl(15) — 68
erl(20) — k(20) =76 > k(20) = erl(20) — 78

Fi ]’ Fer ‘l’rzv‘[ ruvT FE T FE™ T]
- E AlaebralCalc|0ther |PramI0Clean Up

B-plx) F erlix) Oone

la-x3+b-x2+c-x+d->ka) Done
mzoluel kD) =erliS) and erl{l15)— k{13 =¢p

13— and b= - igé and c= 44851 and d=1—§4

_49 o z_161 oz 401 154
"Emon KT T qmm ¥ tTgm vtT3 P LD

Dong|

w S "2+ 4001 A4S ¥x+1 54/ 4k

MAIN EAD EXACT FUNC 7/z0

B & FEx | FE™ [F7
w fm | 200 |Trace |[Regraph|Math|Draw |- f

T _Fe™

MAIN RRD EXACT FUNC

Die Graphik zeigt, dass k(x) als Kostenfunktion geeignet ist, da sie streng monoton

steigt und den typisch s-formigen Verlauf aufweist.

d) und e)

|’F1 T Fzv TrsvT G ‘|’ FE FE™ T ]
- E Alaebra|Calc |(0ther PrngDTClean Up

. zer‘os[%[er‘l(x)), xJ £21.37 311.9633
= erli2l.37) 0%, 521
L] zer‘os[%[erl(x) = kix1l, X]

£-41,4147 20.08143

(2R @8 10,3632
LTSV k(x)|x=2El.ElS e=Mclciry
erlOxd—k(x)|x=20.08

HAIN EAD EXACT FUWC E/30

Zum Erlosmaximum, bzw. zum Cournot’-
schen Punkt (gewinnmaximale Absatzmenge /
zugehoriger Preis) gelangt man iiber die ersten
Ableitungen der Erlosfunktion und der Ge-
winnfunktion g(x) = erl(x) — k(x).
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2

h)

Alle Losungen lassen sich ablesen:
Erlosmaximum ist 208,8 GE fiir 21,4ME.

Der Cournot’sche Punkt liegt bei (20,08 ME/10,36GE) und der maximale Gewinn be-
tragt 78GE.

Die Berechnung des Betriebsoptimums macht am 77 ein wenig Probleme, da die Glei-
chung 3. Grades sich auf Anhieb nicht exakt 16sen ldsst. Numerisch findet man dann
zum Ergebnis, wobei man fiir die Tangentengleichung den Wert -3 * 10 "' | ver-
schwinden‘ lassen darf.

: . N w2 (7w - 236) = 33000
.i[ kcx?’] 7 (7 x3 - 239 %2 - 33000 wrsolve(7 %% - 23012 - 33000 = @, x) | x > @
ol 45005 6. 4127
R - q e B
.solue[? (7-x%- 230 ><2 53060) =El,x] m g (k) (o = 1) + kil | =1 = 36, 4127160
4500 - x Z.E-11
HilN RAD EXACT FUHC Efig Hild ERD ERACT FLUHC 1/10 |

Das Betriebsoptimum ldsst sich graphisch leicht ermitteln, indem man vom Ursprung
aus die Tangente an die Kostenfunktion legt. Im Beriihrungspunkt liegt das Betriebsop-
timum.

Die Flachen zwischen Grenzerlds und Grenzkosten ist der Deckungsbeitrag
(= Differenz aus Erlos und variablen Gesamtkosten). Bei Produktion und Verkauf von
I5ME wird ein Deckungsbeitrag von 119,33GE erzielt.

FEr 1 FE* TF7

1 5
_ athi|Draw (-

B & 1 Fer i FE [ T ]
w = |Z00m |Trace [Regraph|M - E AlgebralCalc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Lp
[FES

'%{er‘l(xn + gerlix) Done
'Hstgerlm = gk 119.33
Berl1T) - k(15 E2)

w1013 - k(15D + 124

erl €153—k<{15>+154.-3
HHIH FHD EXACT

FUMC 730

119,323

MAIN RRD EXACT FUNC
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Wir iibernehmen einen Betrieb!

Diese finanzmathematische Aufgabe war Teil der Matura 2001 an der Bundeshan-
delsakademie St.Polten. Als nicht ganz einfach erwies sich die Bewdltigung des
doch recht langen Textes.

Vollkommen beabsichtigt war auch der nach Teil c) eingefiigte Text, der zur Be-
rechnung nicht notwendig war. Die Schiiler sollen auch in der Lage sein, Wesent-
liches von Unwesentlichem zu trennen.

Besonders deutlich kamen ganz unterschiedliche Behandlungen durch die Schiiler
zum Tragen, von denen einige in den Lésungsvorschlag aufgenommen wurden.
Die DERIVE-Behandlung ist praktisch identisch zur Durchfiihrung mit dem TI.
Anstelle eines Funktionenpakets fiir Zinseszins- und Rentenrechung konnte man
auch traditionell mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe arbeiten, nur
erscheint mir das nicht mehr zeitgemdf3 — zumal das Funktionenpaket mit den
Schiilern gemeinsam erarbeitet worden ist.

Ein NO-Unternehmen plant die Ubernahme eines Betriebes im benachbarten Ausland.

a) Der Betrieb weist jahrliche Gewinne von etwa 100 000€ aus. Wie hoch ist ein angemes-
sener Kaufpreis bei einem kalkulatorischen Zinssatz in einem Bereich zwischen 2% und
6%? Variiere in 1%-Schritten.

b) Der Kaufpreis betrigt 2 Millionen €. Wie hoch miissen die jahrlichen Gewinne sein,
wenn sich die Investition in 10 Jahren amortisiert haben soll? 2% < i < 6%, Schrittweite
fiir i ist 1%

¢) Nach zwei Jahren mit einem Gewinn von 100 000€ erhohen sich die jahrlichen Gewinne
durch eine gute Konjunktur auf 400 000€. Wie lange dauert unter diesen neuen Voraus-
setzungen die Amortisation der Betriebsiibernahme insgesamt? Rechne mit i = 4%.

Fiir die Einfiihrung eines neuen Produkts auf einem auslidndischen Markt gewéhrt die
Niederdsterreichische Landesregierung eine Forderung fiir Marktdatenerhebung, Machbar-
keitsstudien, Marktanalysen und fiir Reisekosten in das Zielland in Hohe von maximal 50
Prozent der Gesamtkosten, hochstens jedoch 20 000€.

In einem Umsetzungskonzept werden die Gesamtkosten fiir diese Produkteinfithrung auf
insgesamt 60 000€ veranschlagt, die innerhalb eines Jahres monatlich zu gleichen Teilen
anfallen werden. Zur Finanzierung wird ein Bankdarlehen mit einem Kreditrahmen von

60 000 € und einer Laufzeit von drei Jahren beansprucht, das im ersten Jahr riickzahlungsfrei
bleibt. Der Kreditrahmen wird durch die Bedeckung der laufend anfallenden Kosten ausge-
schopft.

Das Darlehen wird durch monatliche gleichbleibende vorschiissige Raten getilgt. Die Bank
verrechnet dafiir halbjéhrlich dekursiv einen Jahresnennzinssatz von 6,25% (=j,). Die Lan-
desregierung macht auf Grund des Konzeptes eine Forderzusage von 5% der Gesamtkosten
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Dieser Forderbetrag wird in zwei nicht riickzahlbaren Raten jeweils am Ende der ersten
beiden Semester der Projektlaufzeit ausbezahlt.

d) Wie hoch ist der effektive Jahreszinssatz des Bankdarlehens?
e) Wie hoch sind die monatlichen Riickzahlungsraten fiir den Bankkredit?

f) Wie hoch ist die effektive Verzinsung dieses Kredits, wenn man die Landesforderung
mitberticksichtigt? (Rechne auf 0,01% genau.)
Erstelle ein mathematisches Modell fiir die Berechnung der Effektivverzinsung.
Beschreibe das Losungsverfahren und beschreibe auch, wie man die Losung graphisch
mit dem 77-92 ermitteln kann.

Fertige eine mafstabsgetreue Zeichnung der graphischen Losung an.

(Das angesprochene Funktionenpaket besteht aus bw(), ew(), bwrn(), bwrv(),
ewrn(), ewrv() und kapw() fiir den Kapitalwert einer Investition. Aulerdem konnte auf
den T7s das Programm rente () eingesetzt werden. Das Paket findet sich auf der Diskette.)

Losungsvorschlag:

Dem Losungsvorschlag wird die Tatsache zugrunde gelegt, dass den Schiilern ein Vorrat an
finanzmathematischen Funktionen zur Verfiigung steht. Es konnte auch das Finanzwerk-
zeug TI-Finance auf dem 77 eingesetzt werden.

a)  Hier sind einige Durchfithrungen méglich. (Sie werden im Texteditor des 77 gezeigt).
Abschlieffiend sieht man auch die DERIVE-Ausfiihrung.

Command U1ew Exec.ut,eTFmd T ] JE ngFéEr*a Crasfc. DJREPTPPFQSNIDTCIE?H Upﬁ

.a Barueri— yEriieren = bugrd 1000E0, @, 1, 1,02, 1) SOO0GGE, B
c;EﬁEQE%BBBBB % } B2-13 ® b I0BEEE, , 1, 1,83, 1) 333333333
HIF T

foder i n limhurn[lﬂﬂﬂﬂﬂ nal,1+5== 1|3I3’ ]|j={2'
Cf1initsbyrnd 1B000E, n, 1, 141-108,13,h,0) | naw

shaer’ I A 2500000.00 200000000 1666666.573
iugber‘ eine Tabelle: - bw,ﬂn[mggaﬂ, o, 1,1 +T:EI’ 1] + g2ACx)
r eine Fu

b wh Oone
O wanCIBBBBB, a1, 1+></1EIEI 10+y2B0:D S 100000, v, 1, 1+x/100, 17392000

FINfAHZ RAD_AFFROE FUHC FINANZ Rl AFFROY FUHC 4/30

1 FRETRI
- X
SECICIENG, G

3.00 AR

EMclo] ZTEIENENENE . EE

S G ENENENENENE , EE)

£. o0 EEBGEE ., 67

Faiic[o] 428571 . 43

.00 TN, e

ENE] T11111.11

x=2.

FINAMZ RRD AFFRON FUMC
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x
APPEND | [[#—Sat=z, Kaufpreis]]. THBLE[bwrn [1BBBBB, w, 1, 1 + 1oa 1], X, 2., 6]]

»—Sate Kaufpreis
2 508800R
3 3333333.333
4 2508008
5 2088008
6 1666666666

b)  Auch hier sind unterschiedliche Vorgangsweisen mdglich. Sie reichen vom Ausrechnen
der einzelnen Gewinne (= Annuitdten) wieder bis zur Definition einer Folge oder Funk-
tion. Einige Moglichkeiten werden vorgestellt.

1 Fir Fi= Fur FE FE* 1 Fzr [EAd Fur FE Fer
- E AlackralCalc|0ther PPngDTClean Up - E Alackbra|Calc|Other Pr‘ngElTClean Up
B znluel ZO0EEEE = bwrnlig, 10, 1, 1,02, 1), k
Jg = 22265308 B =aluel 2000008 = burnlge, 10, 1, 1.02, 1), <p
ge = 222653 ol
= seq[r‘ight[snlue[ZDElElElEllII = bwr‘n[.jg Lm0, 1k ,
-
{2ZP653.06 234461.01 246581.89 259 501”9[299999 b“"‘”[ge 18, 1.1+ g ’Dl]
o]
LR | =bw‘n[.:i9, 1d.1,1+ 138 . 1],.jg]]->geu(x) = geyinnl2. ) ae = 22265, 31
Done, = geuinng 3.l ge = 23446, 10
Tahle geuwlx) T
FINRHZ FAD_AFFRON FOHEC 7osn FINRHZ RAD AFFRON FOHC 5750
Fi T Fev o & T FE T
f=—|Cormmand|/iew[Execute|Find.. ]
o e)+geu%gné§)
gewinnz.
,: aewinnis. 0 fge = 22265.31 ge= 23446 180 ge = 2465
i B eyl ightlgewinn( ki, k, (23]
c-der‘ wieder mit der tabelle {22265.31 23446, 10 24658 19 25900.p
eqigeuinnl k), k, mzeqidk  right(gewinn{kidl, k, 2., 6)
eqriaht. ew1nn(k>5 G,62 2.EIEI 22265.31

eqi Tk, ridl L(gew1nn<&>5} kaE.m,60
C:rlght(gewlnn(x)>->!=12l3':><>

J.00 23448.10

4,00 24658,13

wk . pight{gewinn¢k>>> k. 2.0,.6>
FINANZ EAD AFFROY FUNC FINANZ ERD AFFROY FUNC =/ 7

Die Antworten sind der Tabelle zu entneh-
[uzd
1,08 S1116,42 men.
Z.00
3.08 23446, 10
4,00 Z4E58,19 . .
N P5AME, 91 Mit DERIVE verlauft es analog.
.00 27173.59
7.0 26475,50
5.00 29805, 90
w20Cx>=22265.3055730697
FIMAMZ EKAD AFFEOY FUMC

c¢) Die Laufzeitberechnung wird mit Hilfe der vordefinierten Funktionen sehr einfach.

2000 0p0
1 t + t o iran t t
09T 00T  hooT 4oeT el YooT oo T
Y X aah:e, e
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Fz= 1 Faw Faw Fyw FE [hd
- {— Commarid Ulew Exec.ut.eTFlnd T ] | - E Hlgebra|Calc Dt.her*TPr‘ngDTClean Upﬁ
H uclrtbl clrtbl
2l3l3l3l3l3l3=bwr*nc LEEEAGEE, 221, 1, 0, 12+ka b " rightlgewinng=x + 2800 Done
ChodBaaae, x, 1, 1.94,15, %1084, 15 . [2::::::::::3:3 . [ I 1]'
L] + =
i 2olve (2000098=byrn < 1DOOEE, 2,1, 1,04, 13+ sotvE wrn| = fom -
Bu ChwrnCdBREEE, 5, 1, 1,84, 15521004, 13, 5 Done
= pightlgewinn ) + Y2000 Do
=dh. » insgesamt & Jahre = soluel 2000000 = buyrnl 100006, 2, 1, 1,04, )
i w =5, 56
: L0000, x,1,1.04,1>,2,.1.04,1>, x>
FIHANZ RRD AFFRON FUNC FIMANZ FAD AFFROY FUHC 14430

Damit dauert die Riickzahlung insgesamt 8 Jahre. Die ndchsten beiden Bildschirmbil-
der zeigen die Antwort auf Frage ¢) mit der TI-Finance-Applikation.

Tc:-éi = Comréut,eT ] [Tc:rﬁ sTCor\:é-uLeT ]

H=2.00 B H=5.56

Ix=4.00 Ix=4.00

Pll= -2000000, Q0 Pll=-1952200. 00
PMT= lElElEIEIEI [o]2] PMT=400000. 00
FLU=H D Fli=0, aQ
Ppt=1.0E Fph=1.00
Cpl=1. 00 Cpt=1.00
FMT:[SE0] EEGIM FHT:[EN BESIH

Fukurs walus Zik annuity dus

d) Der Aufzinsungsfaktor fiir die effektive Verzinsung des Bankdarlehens ergibt sich aus:

2

0,0625
4+ —
2

= 1,0635 2> = 6,35%

e) Der Endwert der von der Bank bezogenen 12 x 5.000€ = 60.000€ wird dem Barwert
der unbekannten Riickzahlungen gleichgesetzt.

Ry = Tooo,ne A Ry =V ,vs

4'&“‘“ 'l.&ahr 3-&&(4

Fl T Few Fv & FE lfi T Fer Fiv | Fav FE FE™
bl E Command|View Exec.ut,eTFind...T ] | - E AlasbralCalc DLher‘TPr‘ngDTElean Upﬁ
H TTTE
B~ ightlgewinng ) + yZE0x) Done
Ee) B o=n el ZO00E0E = buenl 100000, 2, 1, 1,04,
: ®=0.96
:ENTBC?BEEié%’ ég, 1.83125, 2i=buruirate, 2 -
g i '[“'T] 1.8635
Cisolvetewrn(ERE, 12,12, 1. 3125, 2=k
rate,2d4,12,1. 83125, 23, ratel B zoluedewrnl 3000, 12,12, 1.03125, 2) = burp
EI rate = 2726, 4591
(1-ate 24,12,.1.03125,2), rated
FINAHZ FAD AFFRON FOHC FINRH RAl AFPEO FUNE 18750

oder wieder mit TI-Finance:
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Tc};évls CorgéuteT ] Tc};é‘l's Comré'uteT ]

8.00
PHT=-5800. OO
21

BFU
Pei=12.00
Cphi=2.00 Cph'=2.00
PMT:[EEN BEGIH PMT:END [STENIY]
MAIN KAD_AUTO FUNC FINANCE FAD_AUTO FUNC

Die beiden Forderbetrdge sind je 1500€ und werden als zusétzliche Einnahmen bertick-
sichtigt. Fiir einen nun héheren Kreditbetrag sind die urspriinglich berechneten Riick-
zahlungen zu 2726,46€ monatlich zu leisten. Damit wird natiirlich die tatséchliche
Kreditverzinsung deutlich herabgesetzt.

Die entstehende Gleichung ist von hoherem Grad und kann nur ndherungsweise gelost
werden. Frither wurden Gleichungen dieser Art entweder mit der Newtonschen Néhe-
rungsmethode, oder aber sinnvoller iiber eine Intervallschachtelung behandelt.

Nun steht neben dem numerischen Gleichungsléser und der Tabelle — fiir eine dezimale
Suche = Intervallschachtelung — auch die graphische Losungsmoglichkeit zur Verfii-
gung.

Die effektive Verzinsung betrégt ca. 2,74%

F_Tmu;. 5 [ T T_Trs 7F1_TWTFH_'TWH
w g Corimand |V iew |[Execute|Find.. ] - E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up
;f‘) B zolyelewrn(SO0E, 12, 12, 1.03125, 21 = burp
: rate = Z726.4391
C: ?SDIUE(E%FT£5EBEQ1%51§ 1+¥5%gg,éé+sng
H AN, - 46,24,
2 1+x/1Ii’IEI ENRA Y lnSDlue[ean[SBBB 12,12, 1 + 0= 188 . 1]2+?E'3ln19:
foder mit einer Intervallschachteluna '
Cieyrn(S00, 12, 12, L 100, 1 yHeurng 1500, 'E'”'"”[WE'E' 12,12, 1 + 155 - 1]*‘9“’"”[15'3'3'
88 13 21:%: §5 Burvistoe ad s s Done
i wbh . 46,.24,12 1+x-100,1 33421 ()]
FINANZ FAD AFFROS FONL FINANZ RAD AFFREOS FUNC 18730

Fi T Fz E T ] 1 [ ]’ ]
- E Setupl: it - E Setupl

3 gl 3 Ul

im -1533. 1149 2. duen —295. SO32

2. BEGG “di. 1841 24 SEICID —202, 1924

3. BEG6 206, 2771 2. BHGD -121. 0246

4. BEGG 1624, 5734 2. PG —33. 9992

S DEIGIG 1929, 2908 24 BEICID S, BT

[EEIETE]E] 276EH. PRET 2. 660 139, 6262

FMEeTe]] 3579 492F 3. EGIGD 206, 2271

S. 8000 4385, 721 ajalg S12.6873

x=1. x=3.1

FINANE FAL AFFROY FUNC FINANE FiAD_AFFROY FUNLC

1 Fz EE
- E Setup s

4

# uzl
2. ra00 -33. 9992
Z.7100 -5, 30dd
2. renn C1E. 6111 L
2, 700 7. 9192

iz

9, 4605
5. 7enn 12,1473
2. rran 26,041

Zero

x=2._.74 wci2. 7391 yct -3, 000E -9
FINANZ EAD AFFRON FUKLC FINAWZ FAD AFFRON FUKC

© bk teachware



Bohm: Neue Aufgaben fiir das Unterrichten Band 1 35

A oder B?

Die wesentlichen Methoden der dynamischen Investitionsrechung werden behan-
delt. Dabei wird auf eine Interpretation der Ergebnisse besonderer Wert gelegt.
Die Aufgaben wiiren ohne Rechnerunterstiitzung z.T. sehr aufwdndig durchzufiih-
ren. Andererseits verlangt der Umgang mit einem selbst erstellten Paket von Funk-
tionen und die Erzeugung von hier geeigneten Funktionen doch eine gewisse Wen-
digkeit.

Interessant ist Frage e), die so leicht zu behandeln ist. Mit einem CAS kann voll-
kommen gleich vorgegangen werden. Auf die klassischen Ansdtze iiber Reihen
wird hier bewusst verzichtet.

Bei einer geplanten Investition stehen zwei Investitionspléne, Plan A und Plan B, zur Dis-
kussion:

b)

c)

d)

e)

Plan A Plan B

Anschaffungswert 1 500 000€ 1 800 000€

Nutzungsdauer 10 Jahre 12 Jahre

Geschitzte zusitzliche | 300 000€ nach 3, 240 000€ nach 2, 5,
Kosten bzw. 6 Jahren bzw. 10 Jahren

geschitzte Erlose 330 000€ jahrlich 350 000€ jahrlich

Vergleiche die beiden Kapitalwerte zum KalkulationszinsfuBl von 10%. Beurteilung?

Berechne die mdglichen Gewinnannuititen und beurteile neuerlich die Situation.
Begriinde eine allfillige Anderung der Einschiitzung der Situation.

Wie ist zu entscheiden, wenn die interne Verzinsung als Beurteilungsgrundlage ver-
wendet wird?
Bestimme den internen Zinsfufl auf 0,01% genau und verwende nicht nur den ,,Solver*.

Welchen Erlos miisste die Anlage aus Plan B jahrlich erbringen, dass sie zumindest so
»rentabel® ist wie Anlage A?

Die interne Verzinsung wird unter der Voraussetzung ermittelt, dass alle Erldse aus der
Investition zu eben diesem internen Zinsfull sofort wiederveranlagt werden konnen. Es
wird realistischerweise nun angenommen, dass die Erlose nur zu iw = 8% wiederveran-
lagt werden konnen. Welche internen Verzinsungen ergeben sich nun fiir beide Investi-
tionsalternativen?

Ist es denkbar, dass die Vorteilhaftigkeit der beiden Plane vom Wiederveranlagungs-
zinsfull abhingt?
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Losungsvorschlag

a)  Es steht eine Funktion fiir die Ermittlung des Kapitalwerts zur Verfligung, die fiir alle
Plattformen die gleiche Struktur aufweist:
kapw (Zahlungsliste, Falligkeitsliste, Aufzinsungsfaktor
zum Kalkulationszinsful)

Beim 77 sind die Listen in geschwungene Klammern { } zu schreiben.

ba := 188888 - (kapw{[-15. -3. -3]1. [@. 3. 6], 1.1) + bwrn{3.3,. 18, 1, 1.1, 13}
bh == 108088 - (kapw{[-18. -2.4, -2.4, -2.4], [@. 2. 5. 18], 1.1} + buwrn{3.5. 12, 1.
1.1, 1))

[ba, bb] = [132978.52, 144893.52]

Die Kapitalwerte betragen 132 970,52€ bzw. 144 893,52¢€.

Plan B verspricht einen hoheren Barwert. Das alleine kann noch kein Grund sein, die-
sen Plan als objektiv besser einzustufen, da ja auch der Kapitaleinsatz hoher ist und au-
Berdem ein ldngerer Planungshorizont vorliegt. Die unterschiedliche Laufzeit wird da-
durch ausgeglichen, dass man den Kapitalwert auf ,,Gewinnannuititen” umlegt.

b) Beim Vergleich der Gewinnannuitéten zeigt sich Plan A als giinstiger. Aber noch ist
der unterschiedliche Kapitaleinsatz nicht beriicksichtigt.
ga == SOLUE{bha = burn{ga, 18, 1, 1.1, 1}. ga)
gbh = SOLUE(hb = burn{gb, 12, 1, 1.1, 1), gb)
[ga. gh]
[ga = 21648.348, gh = 21265.853]

¢) Die interne Verzinsung ist jener Zinsfull bei dem der Kapitalwert verschwindet, daher:

o
NSOLUE[kapw[[—iS, -3, -31. [B. 2. 6], 1 + ] + hm-n[3.3, 18, 1, 1 + ——, 1] =
108

L5 5]
B, x, 8, 28]

x = 11.984881

NSOLUE[kapw[[—iS. 2.4, 2.4, -2.4]. [@. 2. 5. 18], 1 + ] + hm-n[3.5. 12, 1, 1

188
x

188

+

- 1]. x,. B. 28]

x = 11.569877
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x x
THBLE[kapu[[—15. -3, -3]. [@. 3. 6], 1 + ] * hwrn[3.3, 18, 1. 1 + - 1]. X
1080 188
5. 15]
x x
TABLE |kapw | [-15%, 3. -31. [@. 3. 61, 1 + + burn|3.3. 18, 1. 1 + » 1. x.
180 188
11, 12, B.1]
x x
TABLE |kapw | [-15, -3, -3]. [@, 3, 6]. 1 + + burn|3.3, 18, 1. 1 + . 1], x.
180 1868

11.92. 12, B.Bi]

Das sind die drei Tabellen, die schrittweise jeweils zu einer weiteren Dezimalstelle fiir die
interne Verzinsung der Investition nach Plan A fiihren:

5 5.6515662 [ 11 B.63696898 [ 11.9 @8.853177911
6 4_6545477 11.1  8.578385%6 11.91  @.P4689111@
7 3.7298987 11.2  B.50419132 11.92  @A.A4B6A8585
8 2.8712630 11.3  B.43835114 11.93  @A.A34339333
9 2.8729179 11.4  8.37385158 11.94 ©.928056349
18 1.3297@52 11.5 @.38819857 11.95 @.821786631
11 B.63696898 11.6 @.2437885@ 11.96 @.@A15521174
12 -B.BA94981132 11.7 8.17981753 11.97 B.AA92599746
13  -@.61358259 11.8  B8.11628194 0.88380308293
14  —1.1784925 11.9  8.853177911 11.99 -B.BA32496653
15  —1.7@7595@ | 12 -B.BB94981132 | 12 -9.8A74981132 |

d) Fiir welchen Erlos ergibt sich zu i = 11,98% der Kapitalwert 0?

x
SOLUE[iBBBBB-[kapw([—lB, 2.4, -2.4. -2.4],. [@8. 2. 5. 18], 1.1198) + bwen|———.
100880
12, 1. 1.1198. 1]] = B. x. Real
x = 355656.18

Der Erlés miisste 355 656,18€ betragen.

e) Hier ist zunichst der Endwert aller (Erlose — Kosten) unter Beriicksichtigung des Wie-
derveranlagungszinsfuB3es zu berechnen. Der interne Zinsfuf} ist dann jener, zu dem

dieser Endwert zum Anschaffungswert dquivalent ist.
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7 4
endw := 108888 -{—- 3-1.88 - 3-1.88 + ewen{3.3. 18, 1. 1.688,. 1))
1588800 = endw

18
NSOLVE{1588888 -r = endw. r. Beal}

oder mit einem gekirzten "Einzeiler”:
NSOLUE{ew(i5, 18, », 1} = — ew(3, 7. 1.88, 1) — ew(3, 4, 1.88, 1) + ewenc¢3.3, 18, 1,
1.88,. 1), ». Real}

r = —-1.689988 +v » = 1.89988

Der Aufzinsungsfaktor 1,09908 bedingt den Zinsfull von 9,91% und durch einfaches
Editieren wird der Ansatz an Plan B angepasst. Hier ergibt sich eine interne Verzinsung
von 9,64%.

NSOLUE¢ew(18AABAA, 12, ». 1) = — ew(240008, 1A, 1.88. 1> - ew(240060, 7. 1.88, 1) -
ew(240008, 2, 1.98, 1) + eurn(3508088, 12, 1, 1.88, 1), r, Real)

r = —1.8964224 v » = 1.8964224
Fiir die letzte Frage ist es sinnvoll, eine Funktion fiir den internen Zinsfuf} in Abhén-

gigkeit von iy (=1 fiir Wiederveranlagung) zu definieren. Mit einigen — einfachen —
Tricks kann man gleich auf den gesuchten Prozentsatz losgehen.

iw
iza{iw) == [RHS[RHS[NSOLUE[&W(iSBBBBB, 18, v, 1) = - ew[3BBBBB, 7.1+ - 1] -
188
iw iw
ew (300008, 4. 1 + » 1| + ewrn|3360888. 168, 1, 1 + » 1]. r, Real -
188 188
1]-188
iza{B8) = 9.7882148
iw
izbh{iw) := |RHS |RHS |NSOLVE |ew{i8B0BBB, 12, », 1} = — ew|248088, 18, 1 + . 1| -
i8@

iw

188

iw

eu[24BBBB, P01+ - 1] + ewrn[353@ﬂﬂ, 12, 1, 1

iw
+ » 1], ». Real - 1|-188
188

izh{B) = 9.6422463

-, 1] - ew[24ﬂﬂﬁﬂ, 2,1 +

Die Funktionen stimmen also. Wie sieht der Vergleich bei iy = 15% aus?

[iza{15), i=zh{153] = [13.618585, 13.496778]

© bk teachware



Bohm: Neue Aufgaben fiir das Unterrichten Band 1
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Die Werte sind deutlich ndher zusammengeriickt, daher liegt der Verdacht nahe, dass

sich bei noch hoherer Verzinsung die hoheren und ofter félligen Erlose positiv auswir-

ken konnen.

Eine Tabelle schafft wieder Klarheit.

TABLE{iza{x} — izbh{x}, x. 15, 25, 1}

[ 15
i6
1?
18
19
208

| 25

A.12172676
A.186007874

A.a78285407

A.856387881
A.834182853

A.81123A545

21 —-0.818433273
22 -A.832893268
23 —0A.855435282
24 -—-0.878046377

-A.18871471

Ab einer — gesicherten — Wiederveranlagungsverzinsung von 21% ist Plan B zu bevor-

zugen.

Ich demonstriere noch das oben angesprochene Programm rente (), das die Eingabe der
Parameter iiber eine bequeme Eingabemaske ermoglicht. Fiir die unbekannte Grof3e wird

eine frei wihlbare Variable verwendet. Hier wird der Wert fiir ga berechnet. Der Programm-

aufruf ist rente () im Homescreen.

Ei [T, Fer  [.Fer | Fu* |- FE .. F&T I ]ri T Fer i FE [
vm I'E AlgebralCalc EILher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ

Kapital:: [[329rd.02 = =

Ear-Enduert (0-1:: [@ Die Uerzinsunas

Fente:: [33 nom. Jahreszins:: [1@

Anzahl:: [18 ZinsperoJahes: [T ]

RpsJshr:: [ Zinz-Diskont (i-dit: [1

vaor-nachsch {@-152: [1 | e Fre
| (ESC=CAMCEL " CirTo tone
rentet) rented)
FINAMZ RRD EXACT FUMC /20 FIMAMZ EHD RFFEOY FUMC 2/20

*TPngsm I DT

L]

21640. 34

FIMAMZ

EAD AFFRON FUMWC 3450
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Trigonometrie mit einer Black Box

Aufgaben mit Winkelfunktionen gehoren zum fixen Kanon der Maturabeispiele.
Zumeist handelt es sich dabei um Vermessungsaufgaben, die den Einstaz von Si-
nus- und Kosinussatz verlangen. Ich verzichte auf diese Sitze und lasse eine
., Black Box* zur Dreiecksauflosung verwenden. Dafiir baue ich eine Vernetzung
zur dynamischen Geometrie und analytischen Geometrie ein.

Eine Konstruktionsbeschreibung wird verlangt.

Im zweiten Band wird eine weitere Aufgabe aus einer ,, Problemlise-
Gruppenschularbeit“ und eine ganz andere Aufgabe zu den Winkelfunktionen vor-
gestellt.

Von einem Viereck ABCD kennt man die Seitenlingen AB = a =60, AD =d = 65,
AC=¢=90, BD == 100 und den Winkel ZABC = f§ = 120°.

a) Berechne die fehlenden Viereckseiten und Winkel, und tiberpriife die Ergebnisse an-
hand einer mafistabsgetreuen Zeichnung. Diese Zeichnung soll ,,hdndisch* erfolgen.
Die Berechnungen sind mit Methoden der Trigonometrie anzustellen.

b) Berechne den Flicheninhalt des Vierecks.

¢) ,Konstruiere” das Dreieck rechnerisch entweder mit Mitteln der analytischen Geome-
trie oder Vektorrechnung oder — falls méglich — mit einem dynamischen Geometriesy-
stem und tiberpriife die Ergebnisse aus a) und b).

Eine Beschreibung der Vorgangsweise ist anzuschlieBen.

d) Das Viereck soll durch eine Parallele zur Seite AB in zwei flichengleiche Teile zerlegt
werden. In welchem Abstand von AB ist die Parallele zu ziehen?

Losungsvorschlag:

In diesem Losungsvorschlag werden Si-
nus- und Kosinussatz nicht mehr verwen-
det. An deren Stelle tritt der Einsatz einer
Black Box (77 und DERIVE) oder einer
»Superbox‘ (hier nur mit DERIVE). Die
Black Box kann — zumindest teilweise —
gemeinsam mit den Schiilern erarbeitet

worden sein. Die ,,Superbox“ erfordert

Programmierkenntnisse. Alle Dateien zur

Black Box und zur ,,Superbox* finden sich
auf der Diskette.
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a) Die Berechnung (zuerst mit DERIVE) unter Verwendung einer ,,Black Box®, die nur
mehr das Erkennen des zur Auflgsung des Dreiecks notwendigen Falls (SSS, SWS,

WSW oder SSW) erfordert. Beim Dreieck A ABD sind die 3 Seiten gegeben.

winkel_gegeniiber_s1 = 6@ : 35.1838 grade
S85{6A, 65, 16868} = winkel_gegeniiher_s2 = 65 : JB.6248 grade
winkel_gegeniither_s3 = 188 : 186.171 grade

Oder man verwendet gleich die ,,dunkelschwarze* Superbox, bei der man nur mehr
herausfinden muss, welche Dreiecke iiberhaupt aufgelost werden konnen. Dann werden
in die Funktion DRETECK ([s1,s2,s3,wl,w2,w3]) drei Variable mit den ent-
sprechenden Werten belegt und die Funktion 16st das Dreieck fertig auf. Dabei liegen

die Winkel w; den Seiten s; gegentiber.
adh 35_1838 grade

DREIECK{ [6B,. 65, 188, adh,. abhd, o]} = ahd 38.6248 grade
w = 186.191 grade

Damit ergibt sich der Winkel < DAB = o = 106,19°. Mit den Dreiecken A ABC und

dann A ABC geht es nach der Konstruktion von oben weiter!':

loesung_nr = 1
35.2643 grade
24.7356 grade
bhc = 43.4846

ach
DREIECK{[?8,. 6B, bc, 128 °®, ach. cab]) =

cah

DREIECK( [188, 43.4846,. dc. bcd. bdc, 128 © - 38.6248 °])
de = 182.891
bed = 73.7261 grade
hde = 24_.6786 degrees

Die néchsten Ergebnisse sind also die Seite BC = 43,4846, die Seite CD = 102,89 und
der Winkel < BCD =y = 73,93°. Der letzte fehlende Winkel bei D ergibt sich als Er-

génzung auf 360° mit

#82: 368 ° - 1686.19 © — 128 ° — 73.93 ° = 1.8451

Das ist das Ergebnis im Bogenmall, daher:

1.8451
#83: —— = 59.8798
o

heron{b@, 65. 188} + trigf {1060, 43_4847, 128 ° - 3B.6248 °) = 4822.3

U Die © miissen angegeben werden. Der Unterschied zwischen Grad- und Bogenmal soll immer
bewusst sein.
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b)

Fiir den 77 kann ich zur Zeit nur die Black Box anbieten, das Programm zur ,,Super-

formel* fehlt mir noch.

1 Fir Fi= Fur FE FEr
- E AlackralCalc|0ther PPngDTClean Upﬁ

moss(E0, &5, 100, )
[35.1838 38.6248 106.1314]
== 90, G0, 120,
[35.2644 24,7356 43.4847]
Bows{100, 120 - 32,6242, 47, 4247)

1 Fzr [EAd Fur FE Fer
- E Alackbra|Calc|Other Pr‘ngElTClean Upﬁ

[35.1238 I8.6242 108.1914]
ooy 90, 60, 120, )
[35.2644 24,7356 43.4847]
®os( 100, 120 - 38,6248, 43.4847)
[P2.9261 10Z.8917 24.4987]
mIED - 105, 1914 - 120 - 73,9261 09,8225

[F3.9261

102.2917 24.6927]

® heron(65, 60, 100) + Lrf( 100, 43,4547, 120p
4022, I026
LErf 100,43 . 4847, 120-38.6248>

FURC /40 ThlG DEG AUTD FUHC E/40

mIE0 - 106.1914 - 120 - 73,9261 S9.2825

ThlG DEG AUTD

Der Flacheninhalt betrigt 4022 Flacheneinheiten.

Das Viereck kann iiber das Cabri-Modul am 77 gezeichnet werden oder es werden die
fehlenden Eckpunkte gemél der Konstruktion berechnet, indem die ganze Figur in ein
Koordinatensystem eingebettet wird.

(Hier: Ursprung in A, AB auf der positiven x-Achse. Kreise um A und B ergeben im
oberen Schnittpunkt den Punkt D. Die Gerade durch B (unter 60° steigend) und ein
Kreis um A liefern im Schnitt den Punkt D. Mit einer Abstandsfunktion erhdlt man die
Seitenldngen.)

[2 2 2 2 2 2]
SOLVEfIlx + vy =65, {x - 68} +y =180 |, [x. vl}

[x = —18.125 ~ y = 62.4218, x = —18.125 ~ y = —62.4218]
d := [-18.125, 62.4218]

2 2 2
SOLVE{ [x +y =98 ., gy = TAH{BA °} {x - EB}], [x. vw1}

[x = 81.7423 ~ y = 37.6588, x = 8.25765 ~ y = —89.6203]
c = [81.7422, 37.6587]

dist{h. ¢} = 43.4844

dist{d. ¢} = 192.891

[a == [B,. 8], b == [68,. B]]

Die ,,DERIVE-Konstruktion®

Fl=4,015. 14 C
+
BC=43.30
co=163.09 P E
FICE DEG EHACT SEQ
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d) Ich fiige die Kopie einer Originalausrechung von ,,anno Schnee* bei. Vergleichen Sie
bitte mit der eleganten Durchfithrung von heute, wobei aber nichts an der Notwendig-
keit verlorengeht, die Idee zur Losung zu finden. Es ist fiir die Schiiler verbliiffend, hier

auf eine quadratische Gleichung zu stof3en.

T 4 toir e -
A 20+ x+ ’
z 7 z z .1,,,‘”7”' T o
L T
N dae@lo-) VT Ta(ato-p) -

A

b Loy ]
=17 . S g !
A 7 [ q% tan 33 &7 * 4o bo )6_ \ %
A z}mé#ﬁL- 7,463 T-T7T1 E “q Vo ;e '
O T 1 - bozz =0 T
. Sy g . TredVEEET, . o T
1 : l 1'{ R W ”;”7_ R o O

DAl aebralc ot |0t her [Pram10|c1e 0 Ug] |

WooOIVE UL IO S22 = . F F I OFFTIL T

y=27.5934 ar u= -166. 1920

® 4022, IDZSEA4S5E + 1 4022, I0ZE . . . .

Fl [ED+60+%+ulb | w .| Die Berechnung reduziert sich nun auf weni-
- z H = Yand1g0 - 106 .

2011.1513 = . 4338 -h-(h + 138.2986) &€ Zeilen.
® soluel 2011. 1512922279 = . 4332439354951 b
h=27.8934 or k= -166.1920

solveCansCl) _hd

TEIS DEG ALTO FUHC 1540

= e = Eine andere Moglichkeit ergibt sich aus der
e aimra|core ot her [Pram I 0l Us] | g g
+E0Hx1

33D analytischen Darstellung des Problems. Man

]
tani FDE.. 190 . . X .
~2383-98  fixiert die Schnittpunkte der Parallelen im

o2
tanlEE)

G AEZ2.T | B0+l - u2
z z

la] . .
s Abstand y, mit den beiden Trapezschenkeln
2611, 1500 = . 43390 -(uld + 138, 2986)
®solvel 2011, 15 = . 4338439354951 - w0 -(ud + b|  und erhélt die Punkte P,(x,/y0) und P,(x,/yy),

gl = 27. 8934 or gl = -166. 1919

solveCans (1), v die auf den Geraden y = tan 106,19° - x bzw.
TRIG DEG RUTO FUNC =40

y =tan 60° (x — 60) liegen.

L&st man die beiden Gleichungen nach x auf, betrdgt der Abstand der Punkte x, — x;.
Uber die Trapezformel erhilt man die gleiche quadratische Gleichung wie vorhin.
(Interessant wére die Frage nach der Interpretation der negativen Losung. Aber das
wiirde wohl den Rahmen einer Priifungsaufgabe sprengen!)
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b)

¢)

d)

Geldgeschifte in Entenhausen

Die Geldgeschdfte wurden in ihrer Grundform von Kollegen der BHAK Wiener
Neustadt anldsslich einer Reifepriifung vorgelegt. Der Einsatz von Computeralge-
bra macht es moglich, die Aufgabenstellungen zu erweitern, da die Rechenarbeit
weitgehend ausgelagert werden kann.

Reizvoll scheint die Gegeniiberstellung von analytischer und rekursiver Darstel-
lung der Folgen und der Wechsel zwischen den unterschiedlichen Reprdsentati-
onsformen. Dabei wird aber darauf Wert gelegt, dass die iiblichen Notationen
verwendet werden und nicht nur ul(n)=.... hingeschrieben werden soll.

Auch Beweise kénnen computerunterstiitzt gefiihrt werden. Dabei muss aber doch
hin und wieder mit Papier und Bleistift gerechnet werden (speziell bei Unglei-
chungen). Dafiir konnen die Ergebnisse ohne viel Aufwand leicht bestditigt werden.

Die Bearbeitung der Ungleichungen mit dem Rechner erfordern eine gewisse Ge-
ldufigkeit im Umgang mit dem System besonders hinsichtlich der Bedingungen fiir
die Variablen (n > 0).

Nachdem Dagobert Duck seinen ersten Kreuzer (1 Taler = 100 Kreuzer) verdient hatte,
wuchs sein Vermogen jedes Monat auf das Zweieinhalbfache des Vormonats an.
Wieviel Taler hatte er nach 3 Jahren?

Wann konnte er sich zum ersten Mal ,,Milliondr* nennen?

Wann wurde er zum ,,Talermilliardér<?

In welchen Zeitabstdnden verzehnfachte sich jeweils sein Vermogen?

Verwende eine geschlossene Formel und das rekursive Modell. Schreibe dabei das
rekursive Modell in iiblicher mathematischer Notation an.

In einem einmaligen Anfall von GroBBmut borgt Dagobert seinem leichtsinnigen Neffen
Donald 100 000 Taler. Dieser gibt aber an jedem Tag 10% des ihm jeweils zur Verfii-
gung stehenden Geldes aus. Nach wie vielen Tagen hat Donald keine 100 Taler (das
Entenhausensche Existenzminimum) mehr {ibrig? Verwende auch hier das analytische
und das rekursive Modell (Schreibweise!).

Wie grof3 ist die ,,Halbwertszeit™ und welche Bedeutung hat sie im Zusammenhang mit
der Aufgabenstellung?

Wieviel Prozent konnte Donald tiglich ausgeben, um doppelt so lange mit dem Geld
auszukommen?

Wie lange kdme er im Fall b) aus, wenn ihm Daisy tdglich 10 Taler schenken wiirde?
Waihle ein geeignetes Modell (Schreibweise!).

Gustav Gans geht in Entenhausen spazieren. In der ersten Minute findet er gleich

5 vierblattrige Kleeblétter, in der ndchsten Minute 7, in der dritten 9, usw. Wie lange
geht er spazieren, wenn er mit 1600 vierblattrigen Kleeblattern in seinem Korb zuriick-
kommt? Arbeite auch hier mit zwei verschiedenen Darstellungsformen.
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f)

g)

Zum Geburtstagsfest der Drillinge Tick, Trick und Track backt Oma Duck jedes Jahr
Kuchen. Erstaunt stellt sie fest, dass die Anzahl der verzehrten Kuchen durch die For-

80017 -100 . i ) )
mel k(n) = ————(dabei ist n das Alter von Tick, Trick und Track) beschrieben

16n+25
werden kann.
Beweise, dass der Hunger der Geburtstagsgiste monoton zunimmt.

Wann muss Oma erstmals mehr als 40 Kuchen backen? (Tabelle oder Graph und analy-
tisch!)

Daniel Diisentrieb hat den Grenzwert dieser Formel mit seinem Supercomputer gefun-
den.

Welches ist dieser Grenzwert? Beweise die Konvergenz.

Um ganz sicher zu gehen, backt Oma Duck immer so viele Kuchen, wie der Grenzwert
der Formel ergibt.

An welchem Geburtstag bleibt erstmals weniger als ein ganzer Kuchen nach der Party
ibrig?

Losungsvorschlag:

a)

Zuerst die analytische Vorgangsweise iiber die geometrische Folge

a,=a, q" — a, =0,01-2,5° ~ 2117582368136 Taler. So groB ist das Vermogen

nach 3 Jahren.

st al- ot ot er Pram 0|1 mm up] |
[ . 36
Nach 21 Monaten war er Milliondr und nach  |* ™! (2[' 536 " i L17SBE3e814el2
. . ol 107 =,01-(2.51 ", h n= 28, 18
28 Monaten Milliardar. w zolue(10% = Lot (2.5, n) h=27.654
Sein Vermdgen verzehnfachte sich nach = zolue( 18 =(2.5)", n] n=2.51
2.512941594732
: : 108 -(2.5) 18@a, 95
ils ca 2 1/2 Monaten. 1R
jeweils ca 2 1/2 Monate 100%2 .52 .512941594732
TG DEG AFFREOY SEQ ES/HO

Das rekursive Modell lautet: a,,, =a,-2,5; a, =0,01mit nmin = @

n

1 Far (3 4 7 FEr Far F? 1 Fe [ FYy Fi
- E Zoom|Edit| ~[All|Stule|Axes.. - E Setuplisl: Header‘ﬁl o
SFLOTE i ul
¥ oul=ulin-13-2.5 =1,

uil=_fl 2, S€84342

wis= 23, 1. 471167

3= Zd, Z.5527ET|
u1§= 25, £.8516e7
iz = Z. 2P04ED)
5= Z7. 5. 5511ed

uis= Z8. 1.257oe
u2ini= wl{n»=2273736.7544325
FINANZ DEG AFFRON SEQ TRIG DEG ERACT SEQ
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b)

d)

100000-0,9" >100 — n>65,6 > nach 66 Tagen ist es soweit.
a1 = a, - 0,9; ap= 100000 (Einstellung fir nmin = @)

Fov | F7 |79 [T5T[_FET . %
v:[— Zoom|Edit| ~|Al1|Stule|Axes..

SFLOTE
ul=ulin-13-2.5
uil=, @1
oZEgin = 1009
uiZ=1a0a08,
e |

FINANZ DEG AFFROY SEQ

1 5
- E Zoom Trace Regraph Math|Draw|-

n-:=66..--.""'-___

WL PO . .. T Y8 (- e P 100 ) Lo B Sp—

UZE £%14 OF TYFE + [ESCISCAMCEL

TEIS DEG AFFROY ZEQ

1 Fzr Fz= Fyw FE 154

- E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up
wsoluel18% = 01 (2,507, 1) h=27.64
zoluel18=(2.5", nl h=2.51
« 100 (2. 5)2 512941594732 p——
= solvel 108000 -(.9)" = 100, n) h = £5.56
lsolue[.5=(.gjn,n] h = 6,55
solve.5=.7"n.n)

TG DEG AFFRON SEQ 740

Die Halbwertszeit betriagt eine knappe Woche. Das heifit hier, dass sich das Vermdgen

mit jeder Woche etwa halbiert.

132

p

100000-| I —=—| =100 - p=5,1%
100

Er miisste sich auf geringfiigig mehr als 5% beschrinken.

a,,=a,0,9+10; a,=100000
1 5 T FET [ FET
'EZDDP’I EdlL ~[|Al1|Stule lees

SFLD

l.,|1=u1(n -1r2.3

uil=.
oZEgin = 1009
UiZ2=100000

< WImEin - 1.9 + 18
i3 TN

ui3-100008;

FINANZ DEG AFFROY SEQ

RRRLLLLLTCLTT TP TDPTITTY COp

L El
FINANZ DEG AFFROY SEQ

il Heralider‘ﬁi

h [ [

Za TR0, rTe92r. 1

4. E5610. 55644, 39

3. So043. 5939, 951

B Sald4.1 52190, 9559
T. 47aia. 69 47881 . 86051
2. 43046, 721 42103, 674279
9. SE742. 04289 |7 1
10, 34867, 844601
uiin>»=34932.976165979

FINANZ DEG AFFROY ZEQ

Die Graphik zeigt, dass es doch wesentlich
langer zu dauern scheint, bis die 100 Taler

Existenzminimum erreicht werden.

Es ist nétig, zu einer geschlossenen Formel zu

kommen.
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Vorher wird die Erzeugung der rekursiven Darstellung mit DERIVE gezeigt.
ITERATES liefert eine Tabelle, die die Werte der dritten Spalte (u3) der obigen
TI-Tabelle wiederholt.

ITERHTES([U_1 + 1, U_Z-B.‘} + 1@], v_,. [B, 1088008]. 28}

a 188068
1 78818
2 818172
3 729271
4 65644.39

ITERATE (ohne ,,S%) fiihrt die Iteration solange durch, bis sich bei der eingestellten
Genauigkeit am Wert nichts mehr dndert. Auch hier tritt die Vermutung auf, dass der
Wert 100 nicht unterschritten wird — dh., dass hier ein Grenzwert auftritt.

ITERATE{k_-8.92 + 18, k_. 18868688 = 168

Falls Differenzengleichungen im Unterricht vorgekommen sind, dann sollte die ge-
schlossene Formel fiir die Folge bekannt sein. Im anderen Fall kann sie mit Kenntnis
der geometrischen Reihe abgeleitet werden, oder ihre Herleitung wird dem symboli-
schen Rechner iiberlassen.

ao = 100000

a, = 100000 x 0,9 + 10 = 90010

a> = (100000 x 0,9 + 10) x 0,9 + 10 = 100000 x 0,9% + 10(1 + 0,9) = 81019

az = (100000 x 0,9 + 10) x 0,9 + 10) x 0,9 + 10 = 100000 x 0,9° + 10(1 + 0,9 +0,9°) =
=72927,10

a, = 100000 x 0,9" + 10(1 + 0,9+ 0,9° + ...+ 0,9" ") =
1-0,9"

=100000x0,9" + 10 =100000x0,9" +100(1 — 0,9") =99900x0,9" + 100

>

Dieser Wert geht fiir n gegen oo gegen 100. Damit ist die Behauptung bewiesen, dass
das Geschenk von Daisy ihm ein unbeschwertes Leben in Entenhausen garantiert. Der
CAS-Rechner bestitigt die Uberlegungen. Daneben kann man sehen, wie auch ohne
Folgeneditor, bzw. Tabelle die Folge im Homescreen erzeugt werden kann.
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1 Fer Fz= Fir FE FE* 1 Fzr Fz= Fyw FE 154
- E AlaebralCalc|0ther |PramI0Clean Up - E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up
0 1(.91" -1
= 100008 (. 9)" + % 59059, 95 = 1GEEEE 100600,
et = 100000, .9+ 10 201,
wipeeee-(. 90"+ & 180,505 = 3010, .9+ 10 £1019.
K=t = 21019, .9+ 10 T2927.1
29900, 0. 90)" + 100, 00 ®F2OE7.L-.9+ 10 E5Ed4, I9)
" ® £5644,39- .9 + 10 59059, 951
= o59eE, (.9 + 108, [n=15 59085, 95 = 50059, 951 .9+ 10 53190, 9559
anstl’In=5 anstl1»x.9+10
TG DEG AFFRON SEQ 1340 FINAMZ DEG AFFRON SEQ 720
< A1 azbra I:al-: Dther PrngD Clean Up w2 lALgebralcale Dther‘ Pramiolciean up
T TI53F (el J (L5 C I € A It Tl 3 Lal
- 199.93529874941 .9+ 1::: 108, B31FEEET4 = 100009 -(.3)" + Z [IE' (9K
= 100. 03176587447 .9 + 10 160, 0285591967 k=0
® 100.02859198702-.9+ 10 100.025732785 99900, 00 -(.90)" + 100, 00
= 100, 02573278832, 9+ 10 100, 023159509 . _
= 100, 02315950949, 9+ 10 100, 020843559 = 99900, -(.9)" + 160. [n =35 SFES. 55
= 100, 32054355854 -, 9+ 10 100, 018759203 = 1in [ 55960, (. 5)" + 108, | 100, Ge)
9001575920269 .9+ 10 100. 016833252 s
anst1)¥_9+10 limit<99900.%{. 2> n+100. . n w)>
FINANZ DEG AFFRON SEQ 20/20 TG DEG AFFRON SEQ 1440
Fortgesetztes Driicken der -Taste fiihrt auch zur Vermutung des Grenzwerts.
e) Hier liegt eine arithmetische Folge o
. . . lsnlue[—-2-5+ n-1]1-2]=1&0@ h]
vor. Die Summenformel fiir die 2 ( ( )2 ’
i ) o ) n = 38. 049968759 or n= -42. 049968759
arithmetische Reihe liefert sofort die
. DES AFFROR SEQ 1730
Losung.
Zwischen der 37. und 38. Minute hat er die 1600 Kleeblatter beisammen.
rekursiv:  a,,,=a,+2; a, =5 und s, =5 +a,+2; s =q
el GH TR A
FUTF . .. .o
u11— l31 .
uz=uz(n 139 3. 71i. 292,
H1d=
uI=ulin - 13-.9+ 10 2 o San:
Li3=100000, = £ =
v ud=udin - 13+ 2 = - -
oy gg g?. S9E,
S5t - 1+ udin - 11+ 2 . .
e z3. Ex 1780,
uib=5. uhni=1677.
FINANZ DEG AFFRON IEQ FINAWZ DES AFFRON SEQ
f)  Beweis: Fiir alle n € N muss gelten k(n) < k(n+1).

u k(n) < k(n + 1

108-(8-n-1) p 108-(8-n+7)
16-n+ 25 16-n + 41
88-(E-n+ 7
-<W]-(1s-n+25)-(15-n+41)|n A

10@ .08 b = 1Y 1E b e 1Y k0 I = S Sl T e B

FINANZ DEG EXACT SEQ EFE

A1 ebralalcother [Pramiofoiebn up
l1%]-(16-n+25]-(16-n+41]|n >
10008 1 - 19016 n+41) < 188-(8 n + 7)-( 1
= oxpand( 100 -(5 n— 11-(16 - n+ 410 < 100-(5- ¢
42000 - 4100 < 1280802 + 31200 n + 17500
mzoluel 12600 w2 + 312001 - 4108 € 12600

L
solvefans{i).n)|
FINAMZ DEG EXACT

ZEQ BA20
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g)

|@Tﬂ1~;F§EraTu:?_1"cTufﬁEr~TPr~§mInTu:le:-fH uel |

1a0-(8 n-1
= kin) > 40 ﬁ) 40
100-(8-n = 1]
'[—15.n+25 >4a]-(1s-n+25)|n>a

188 [8-n =113 48-(16-n + 25)
®=olue100-(8-n- 1) > 40-(16-n + 251, n)

- T
zolvefans(l). n)

FINfANZ DEiG EXACT

SER 9/30

Fer Fz FEr 1 FE* TF7

- :[— Zoom|Trace Regr‘aph Mat.h|Draw|-

..__¢.------l

NCiT.
~HCiT.
FINANZ

g 40, 145085——
DEG EXACT TEG

Behauptung: Der Grenzwert ist 100.

Oma muss erstmals am 7. Geburtstag mehr als
40 Kuchen backen.

Beachte, dass bei den Ungleichungen die
Bedingung n > 0 angefiihrt werden muss, da
sonst das Vorzeichen fiir den Erweiterungs-
faktor nicht entscheidbar wire.

17 . OF3LIFEFI2
26. 215789474
21.5RE849315
24.8714e057d
27. 1420857143
22, 8420F5RE7

0= | A || P2 e | 5 f 4T

41. 176470585
ub{n>=40.14598540146

FINRMZ DEG EWACT SEQ

Beweis: Zu jedem £ > 0 muss es ein n, € N geben fiir das gilt, dass | k(n) — 100 | <e

wenn nur n > n.

1 Fzw Fzx |_FH T ‘|
- E Alaehra|Calc Dt.her*TPr‘ngDTClean L

& n=s+25<

1350 -25-¢ | _ 1
" e |z = oo 2437I. 4375
LR Ehrt ) 49, VDDDDDET
LRS- Ehray) 49, RT3
50— kiny < 1 %u
menluel1350 £ 16 0+ 25, m n ¥ B2.8125

FINAMZ DEG ERACT FUMC 16/30

21, 42, 972046934
az. EEIEFrd Y]

5.013875744

o
5. 49, 0252 PO P58
2E. 49, OZE4R257F
2v. 49, 047222992
3. 459, 05792044 7

vl1(x>=49 . 0022172949

FINAMZ DEG ERACT FUMC

Der Rest geht mit der Hand:

1350 — 25¢

16¢
z.B.: fiir € = 0,001 muss # nur groBer gewahlt
werden als no = 84373.

n>

Die drei Neffen von Onkel Dagobert sind
sowieso unsterblich, daher kann es kein Pro-
blem fiir sie sein, auch gemeinsam ihren

83. Geburtstag zu erwarten.

Uber den Funktioneneditor erfolgt die Rechnung etwas rascher und die Lésung der Un-

gleichung wird sofort bestétigt.
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a)

b)

d)

Mit einem CAS wiren unsere Kicker viel besser!

Die Teile a) —d) wurden im Wesentlichen so bei einer traditionellen Matura an der
BHAK Wr. Neustadt gestellt. Da wesentliche Teile der Rechung vom CAS itiber-
nommen werden konnen, werden nun auch Fragen zum theoretischen Hinter-
grundwissen gestellt. Bei Frage d) kénnte durchaus auch der Einsatz der Normal-
verteilungstabelle sinnvoll sein. Hier ergeben sich beim ,,gewohnlichen* TI-92
zumeist Probleme mit extrem langen Rechenzeiten, die die Schiiler verunsichern.

Die Aufgabenteile e) und f) sind hinzugekommen. Wdihrend e) eine einfache Ex-
tremwertaufgabe darstellt — hier konnte meiner Meinung nach sogar die analyti-
sche Losung entfallen, deshalb wird sie in der Aufgabenstellung nicht explizit ge-
fordert — stellt f) eine Querverbindung zur Mechanik dar (schiefer Wurf). Es ist
empfehlenswert, eine Skizze des Fufiballfelds mit den Bezeichnungen beizulegen,
da nicht angenommen werden darf, dass alle Schiiler (Schiilerinnen) damit auch
vertraut sind.")

Von 22 Mann des 6sterreichischen FuBBballteamkaders sind 8 ,,Legionére* unter denen
sich 1 Tormann befindet (der zweite Tormann ist kein Legionér). Berechne die Wahr-
scheinlichkeit, dass in einem Freundschaftsspiel, in dem 14 Spieler eingesetzt werden,
mindestens 6 Legiondre mitwirken. (Annahme: alle Spieler sind gleich wertvoll?? und
konnen auf allen Posten eingesetzt werden!! Die beiden Torleute sind fix dabei.)
Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung ist hier anzuwenden? Erklére die Parameter!

Erfahrungsgemal werden bei einer WM pro Spiel 5% der Spieler wegen diverser Re-
gelverstoBe des Feldes verwiesen. Ein Spiel muss dann abgebrochen werden, wenn von
den urspriinglich 11 Spielern einer Mannschaft nur noch 7 auf dem Spielfeld sind. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Spiel zweier Mannschaften aus
diesem Grund abgebrochen werden muss?

Welche Verteilung ist hier einzusetzen? Erklédre auch hier die Parameter!

Die Anzahl der von der dsterreichischen Mannschaft pro Spiel erzielten Tore schwankt
nach Poisson um den Mittelwert A = 1,13, die Anzahl der erhaltenen Tore um den Mit-
telwert L = 0,87. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass das nachste Spiel der Oster-
reichischen Mannschaft mit einem Sieg mit mindestens 2 Toren Unterschied endet,
wobei hochstens 3 Tore von unserer Mannschaft geschossen werden?

Welche Sétze der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden eingesetzt?

Nach einer FIFA-Statistik der Teamtorhiiter werden von 100 Elfmeterstrafstden
durchschnittlich 21 (bei einer Streuung o = 5) gehalten. Teste mittels Normalverteilung
und der Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% die Hypothese, dass Michael Konsel ein au-
Bergewdhnlich guter Tormann war, wenn bekannt ist, dass er im Lauf seiner Karriere
19 von 61 Elfern gehalten hat.

! Ich danke den Kolleglnnen aus Wr. Neustadt fiir die Bereitstellung dieser und der vorigen Aufgabe.
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e)

Der FreistoBBspezialist Andi Herzilein bekommt einen Freistofl auf der Hohe Strafraum-

grenze (16m von der Toroutlinie entfernt) zugesprochen. Der Tatort befindet sich 3m

von der Seitenoutlinie entfernt. Ist diese Stelle optimal fiir einen Schuss aufs Tor oder

soll Herzilein versuchen, den Ball vor (in Richtung zum Tor) oder zuriick zu rollen, um

einen grofleren Schusswinkel auf das Tor zu erreichen.

Welche Distanz von der Toroutlinie ist optimal?

Abmessungen des Feldes: 105m x 70m

Was soll Herzilein tun?

Abmessungen des Tores: 7,32m breit und 2,44m hoch

Wir erhalten in der letzten Minute der Nachspielzeit einen Freisto8 in einer Entfernung

von 19m vom Tor — und ziemlich genau in der Mitte des Platzes - zugesprochen. Die

»Mauer® sollte 9m vom Schiitzen entfernt (in Richtung Tor) Aufstellung nehmen. Es

gelingt der ,,Mauer* sich in 8,50m Entfernung aufzustellen. Der grofte Spieler in der

Mauer ist 1,90m grof3 und kann aus dem Stand ¢

a. 35cm hoch springen.

Waihrend der Schiitze 7i Plus On anlduft, tiberlegt er, dass sein Schuss eine paraboli-

sche Flugbahn gerade {iber die Mauer hinweg genau unter die Querlatte beschreiben

soll. Welchen Abschusswinkel und welche Absc

hussgeschwindigkeit muss er der

»Wuchtel“, mitgeben wenn er auch noch den Balldurchmesser mit ca. 30cm beriick-

sichtigt?

Losungsvorschlag:

a)

b)

Hypergeometrische Verteilung: Grundmenge N = 20, darunter befinden sich 4 =7

Merkmaltriger (= "Legionére"). Die Stichprobe n =12 soll @ = 5, 6, oder 7

Merkmaltriger beinhalten. (Die beiden Torménner sind aus der Berechnung aus-

geschlossen).

Die Wahrscheinlichkeiten lassen sich einzeln ausrechnen oder, falls vorbereitete

Funktionen zur Verfiigung stehen, konnen diese

eingesetzt werden.

1 Fer T i T K FE 54
- E AlgebralCalc DLher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ

~ 39,16%

o PErCa, xl-cnr\tér;(_n’_n—) a-.n- UEWCH . 2k
Dok

B hgpa( 20, 7, 12, 30+ hapw(20, 7, 12, &) + huh
L3ALE

I91E

. £ [nCP(?, a)nEr(13, 12 - a)]
2 NCr(20, 12)

1_3 12-ad/(nCr20,123>,.a,5.7

MAIM DEG RFFROR FUMC 430

Hier liegt die binomische Verteilung vor: Merkmalhéufigkeit p = 5% bei einer Stich-

probengrofe von n = 11.
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> l 1 a 11-a
p(a24):1—p(aﬁ3):1—z 0,05 0,95 ™ = 0,0016
a=0 a
Das ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine der beiden Mannschaften zu wenig Spieler
auf dem Feld hat. Das Spiel wird abgebrochen, wenn Mannschaft 1 oder Mannschaft 2
zu stark dezimiert wird. Der Additionssatz wird angewendet, wobei zu beriicksichtigen
ist, dass sich die beiden Ereignisse fiir die Mannschaften nicht ausschlieBen.
Daher: p(Abbruch) = 0,0016 + 0,0016 — 0,0016> = 0,3%.
L sebralceTe ot fer Prantolciean us| | Mit dem Statistik-Werkzeug (77 + Flash-
u NEFCE-, XL'C”F':E’;(”—”‘) 2-:n=x L ewn, 2¢|  Applikation) kann die Verteilungsfunktion der
- Done . . . .
. UEUCEE. 7 12,59+ bRt 28, 7o 12, €9 4 Py binomischen Verteilung direkt angesprochen
=318 werden.
CR(T, &) nCrC1E, 12— &)
" Z [n e L ] « 3318
13 12—ad CnCr<20,12>>.a.5,.7)]
MRIN DEG AFFRON FUMC 4420
Tools Plots Llst Calvc, DlsLP Tergls I:'n?*:s -:}v-él’ REASA hrr‘m:‘m Ol T TFP*TS
l‘ijl Bmom:cﬂ ... I — l‘ijl_ Caf =. 0016
3 Hum Trials, ni I!! 3 _
5 Prob Success, pi [LOD 5 n ;1%,5,3,3
] Lower Walue: 4 £ Low Ul =4
? Upper Ualue: 11 ? Up Ual =11
1 (Enter=0E (ESC=CANCEL » 1
: [ | [ | [ : | | |
Mame= Mame=
TYFE + [ENTERI=0K AWD [ESCI=CAMCEL HMAIN DEG AFFRON FUNC /1
¢) Mogliche Resultate sind 2:0, 3:1 und 3:0. A, =113 und A, =0,87
A ditalc e |0t her [PramI0c1een U] |
® . 0015522509099 + . 0155225090996 +(.86F | p(2 geschossen A O erhaltenv3 galev
. BE1
o
s x!/\'x-i‘pois(.).,x) Done V3g/\0e)
"1.13% k3 B LET+ e -8788)  Zur Anwendung gelangen Additions- und
" pois{ag, 2 pois(ae, @) + poisdag, 30 -[poik .. . . . .
.1473  Multiplikationssatz (fiir unvereinbare Ereig-
3.3)*(2013(?\.&.EI)+2013(?L£=.1))| . . L. L.
b DEG AFFEDE nisse). Die Wahrscheinlichkeit ist ca. 15%.
5461
d n=61 > p=61x%x021=12,81 und o = ~ 3,91

/100

12,81 12,81
20 120,95 > —=2 = 1,645
3,91 3,91 D(z)=095 — z=1,645
x=19,24 > 19

Damit ist nicht erwiesen, dass Michael Konsel ein aulergewohnlich guter Tormann
war.
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e)

|’F1 ‘|’ Fzw TrsvT d T FE d I‘h ‘|’ Fav R FE FE™
- E Alaebra|Calc|0ther Pr‘gmlDTCleah Upﬁ - E AlaehralCalc Dt.her*TPr‘ngDTClean Upﬁ
— Z
1 - 1/2-[ e ""] ,
- ' - * 35—
P = Ao, S0 x
Dore
® tistat. invhornd. 935 L.6443 -J’f;dnuciz.m,3.91,t)dt->vnv(m_,s_,x_)
" solue| bistat. i g5y = 21281
zolwe| tistat. invnarm. T35 % Done
T =19.2414 mupi 12,81, 3,91, 19) 9433
wunorm{.953=C=—12 _813>-3.91 . =2 w291, Cx—12.813,3.915=_95 7]
HAIN DEG AFFROY FUNC z/30 MAIN DEG AFFROR FLNE 17/30

Die Bearbeitung dieser Aufgabe mit der inversen Normalverteilung ist mit der Stati-
stik-Flash-Applikation durch die Verfiigbarkeit der invnorm-Funktion sehr leicht ge-
worden (linkes Bild). Mit dem ,,gewdhnlichen* 77-92 wird die Berechnung miithsam
und sehr zeitintensiv. Hier wurde zuerst die Dichtefunktion und dann die Verteilungs-
funktion der Normalverteilung definiert und damit die Wahrscheinlichkeit berechnet,
dass die Anzahl der gehaltenen Strafstofe hochstens 19 betrédgt. Dieser Wert ist mit
0.9433 < 0,95. Daher ist auch auf diese Art nicht bestétigt, dass Michael Konsel au3er-
gewohnlich gut im Abwehren von Elfmetern gewesen ist.

Mit DERIVE geht es wieder ganz einfach:

NSOLVE (NORMAL (x, 12.81, 3.91) =

19.24137771)

0.95, x)

(x =

Eine Skizze verdeutlicht die
Situation. Vom Ort des Freisto- = 2

Bes erscheint das Tor unter dem 7 -
Winkel ¢ = 5,85°. Die Funktion ||# |x -
®(x) macht diesen Winkel ab-
héngig vom Abstand dieser s

Stelle von der Toroutlinie (Be-

grenzung des Feldes).

Die optimale Entfernung lésst sich vom Graphen dieser Funktion ablesen oder die Ex-
tremwertaufgabe wird geldst. Der Ball wire fast 14m weiter nach hinten zu rollen.
Dann vergroBert sich der Winkel auf etwa 7°. Das wird der Schiedsrichter nicht zulas-
sen und auBerdem erscheint ein Direktschuss aus dieser Entfernung auch nicht sehr Er-
folg versprechend. Herzilein sollte versuchen, einige Meter nach hinten zu gewinnen.

|’F1 ‘|’ Fzw TrsvT d T FE d T ]
- E Alaebra|Calc|0ther Pr‘gmlDTCleah L

. tan 1[ 331.655] ton 4_[ 261.634]

33.66]_ _1[26.34]
H kS

1| Fe¥ Tw [ FB¥ |F7

F2 & F
+ f |Zoor | Trace |Rear-aph MathDrau|~

5. 8525

L] t.an'l[

tan F ) Dot

-zerns[%ﬂﬂx)),x] £-2R.TTSS 29.7TS9Y

m ()| %= 29.78 70075

Maz 1 mum
Pl | =29 _ 78 wci29. FrSg yc!?.0E7S
HAIN DES AFFRON FUWC 4/30 HAlN DEG AFFEOY FLMC
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Wenn man konsequent auch den Durchmesser des Balls beriicksichtigt, dann wird eine

Parabel gesucht, die durch die Punkte (0]0,15), (8,50|2,40) und (19|2,29) geht, wenn der
Auflagepunkt des ruhenden Balls als Koordinatenzentrum angenommen wird. Die Auf-
gabenstellung kann auch am 77, bzw mit DERIVE gezeichnet werden.

via ngFé'br*a CFaglvu: Dtrr:ver“ PrrgsmIDTCIEFasr'T Upﬁ via Zrozl:Tm Trace Regr‘aph Mast.h Ot~z |+ / éri-:
mline 2.5,08,2.3,2.25 Dot

=line 19,0,19,2.44 Dot

B Circle O, .15,.15 Oaone

B Circle 8.5,2.4,.15 Oaone

BCircle 19,2.29,.15 Do

Civrcle 19.2.29..15

HAIN RAD_ALTO FUNT E/30 FRIN RAD_ALTO FUNEC

Die zugehorige Flugparabel fiir die Ballmitte wird iiber das GLS oder iiber die quadra-
tische Regression emittelt und ergibt sich als: y = -0,0148x> + 0,3878x + 0,15.

1 5 FEx | FET
STAT VARE - E Zoom Trac,e Regr‘aph Math|Draw|-

c1 ] U EREE LR —
o - —
- =15 ]
3 |19 | Re =1,
4 | p—| —
5 | p—| —
I
T (Enter=0K_

. =

rdcl=
HAIN EAD AUTO FUNE HAIN RO AUTO FUHC |

Die Parameterdarstellung der Flugparabel lautet:

xX(1) =t -v, cosa Dabei sind v, die Anfangsgeschwindigkeit und o der Winkel
zwischen der Horizontalen und der Bahnkurve beim Ab-
. 2
y(t)=t-vysino — ;f schuss.

Der Winkel ist leicht bestimmt: y'(0) = 0,3878 = tan(at) —» o =21,2°

Wenn der Parameter # eliminiert wird, ergibt sich die explizite Form der Kurve mit

g~=10.

Durch Koeffizientenvergleich des quadratischen Glieds ergibt sich fiir vy = 19,93m/sec.
(Auch hier findet sich tiber den Koeffizientenvergleich des linearen Glieds der Winkel.)

1 Fir Fi= Fur FE FEr
- E AlackralCalc|0ther PPngDTClean Upﬁ

S R K JPNS— E——— Die Stundengeschwindigkeit betrdgt dann
5.0000- =2 ca 71,7 km/h.

tanio)-x -
waZ -E-:n:vs.(n:c))2

-5. Ti Plus On sollte also mit 71,7km/h draufhal-
-SDIUE[W_ -.E31448, w0 |C(—2' . ]
L SO0
4388 or ud = ~1o.g3ag  ten und seinen Ful3 so abwinkeln, dass der
£y .
12.93x3600-1000 Ball unter 21,2° den Boden verlisst.
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Nicht die Millionenshow, aber auch ganz interessant

In dieser Aufgabe wird hauptsdchlich die Binomialverteilung verwendet. Im Ge-
gensatz zu friiher ist die Approximierung dieser Verteilung durch die Normalver-
teilung nun nicht mehr erforderlich, da auch fiir ,,unangenehme" Werte die Wahr-
scheinlichkeiten leicht ermittelt werden kénnen. Dazu werden entweder eigene
Funktionen dbin und vbin fiir Dichte- und Verteilungsfunktion eingesetzt oder man
greift auf die Funktionen des Statistik-Pakets auf dem TI-92+/Voyage 200 zuriick.
In der DERIVE-Zusatzdatei PROBABIL.MTH findet man die entsprechenden
Funktionen bei Behandlung am PC.

Zusdtzlich kommt der Auftrag, die Verteilung der Gewinne durch eine stiickweise
definierte Funktion zu simulieren und damit das Ergebnis zu verifizieren. Dabei
wird die Simulation nicht vollstindig durchgefiihrt, da sie auf Zwischenergebnis-
sen beruht. Eine komplette Simulation miisste fiir jeden Teilnehmer alle 100 Fra-
gen durchspielen. Dazu ist aber ein aufwdndigeres Programm notig, das den
Rahmen einer Maturaaufgabe deutlich sprengen wiirde.

Bei einem Multiple Choice Test stehen den Kandidaten fiir jede Frage fiinf vorgegebene
Antworten zur Auswahl, von denen genau eine richtig ist.

a) Eswerden 5 Fragen gestellt. Der Kandidat besteht den Test, wenn er mindestens drei
Fragen richtig beantwortet. Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht Max Gambler, der
vollkommen unvorbereitet seine Kreuzchen zufillig setzt, den Test?

b) Bei einem Blitztest werden nur 2 Fragen gestellt. Der Kandidat kommt in die nichste
Auswahlrunde bei mindestens einer richtigen Antwort. Wie viele Antwortmdglichkei-
ten muss man bei einer Frage vorgeben, dass ein Kandidat, der vollkommen zufillig
auswihlt, mit hochstens 5% Wahrscheinlichkeit diesen Blitztest besteht?

c) Bei der grolen Schlussrunde gibt es 100 Fragen mit je 5 Antwortmdglichkeiten. Wie
hoch sind Erwartungswert und Standardabweichung der zufallig richtigen Antworten?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden auf gut Gliick mehr als 25% der Fragen richtig
beantwortet?

d)  Wie hoch muss man die Anzahl der richtig zu beantwortenden Fragen (aus den 100
gestellten) ansetzen, dass ein Kandidat, der nur zuféllig ankreuzt, nur mit hdchstens
0,1% Wabhrscheinlichkeit den Test besteht?

e) Ineinem Betrieb nehmen 80 Angestellte an einem derartigen 100-Fragen-Test als Ab-
schluss einer firmeninternen Fortbildung teil. Es ist bekannt, dass die Absolventen der
Fortbildung i.a. 60% der Fragen richtig beantworten. Die Firmenleitung setzt Pramien
aus, und zwar:

Werden mindestens 40 bis hochstens 60 richtige Antworten gegeben, dann gibt es eine
Pramie von 200€, von 61 bis 75 richtigen Antworten betragt die Pramie SO0€, beant-
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wortet ein Mitarbeiter 76 bis 90 Antworten richtig, dann erhélt er 750€ und wenn die
Anzahl der richtigen Antworten dariiber liegt, betrdgt die Pramie 1000€.

Welchen Gesamtbetrag fiir die Ausschiittung der Pramie sollte die Unternehmenslei-
tung ungefahr bereitstellen?

f)  Erzeuge eine Simulation fiir das Ergebnis des Abschlusstests und verwende dabei die in
e) gewonnenen Werte fiir die Gewinnwahrscheinlichkeiten.
Fiihre mehrere Simulationslédufe durch.
R L sebr e ot ot her P amialc1e ey ug| |
Losungsvorschlag:
mnCrin, % p (1 - p)" T F 3 dbin(n, B, o)
Dot
H
a) Binomische Verteilung mitn=5undp =02 |* Zp intn:r- k2 vbinin. e, Done
B -ubingS, 2,20 oiares
B tistat.binomcditS, .2, 3,5 - O57S
pPX23)=1-p(X<2)~528% TIStat.binomCdf(5, .2 _3,59]
HMAIN RRD ALTO FUNC 4/30
Die DERIVE-Funktionen haben eine etwas andere Syntax:
BINOMIAL_DEMSITY{k, n. p)
BINOMIAL_DISTRIBUTION(Kk. n. p}
1 — BINOMIAL_DISTRIBUTION(Z, 5, @.2) = B.857%2
b)  Binomische Verteilung mit » =2 und A1 a5 alc ot clother [promiojciean ue| |
p = 1/m, wobei m die Anzahl der angebote- k=o
. . Bl —ubingS, .2, 2 L0579
nen Antwortmoglichkeiten darstellt. " bistat.binomcdf(S, .2, 3, 5) .0573
L] solue[i - dbin[2,%, B] = .03, m]
pX=21)=1-pX=0)=0,05 m=39.4936 or m=.5064
. . o mzoluell —dbind2, p, @ = .05, p)
Es miissten zumindest 40 Antwortmdglich- F=1.5747 or p=.0253
. solvedl—dbin<2_ p . 0>=_05_ p>
keiten vorgegeben werden. FiRIN AL ATD FIRE 8736
¢) Binomische Verteilung mit » = 100 und p=0,2.

Mittelwert =100 x 0,2 =20 und 6 =+/100x0,2x0,8 =4 .

p(25<X<100)=1 - p(X<25)

Die Antwort kann mit den entsprechenden Funktionen der Binomialverteilung sofort
gegeben werden. Die Approximation iiber die Normalverteilung (inklusive Stetigkeits-
korrektur) ist auch angezeigt. Sie konnte eventuell in der Angabe explizit verlangt wer-
den.
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d)

T A1 et a|o ot |0t e [Pram10[c1eam U] |
m =39, 4935 ar M= . 5064

Bznluell —dbind2,p, 00 = .05, p)
p=1.9747 or p=.0253

] —ubin{l0Q, .2, 25) L BE7T
mtistat.binomcdf{180, .2, 26, 100) L BE7T
= tistat.hormcdf (23,5, 100.5, 20, 42

L HE45
®{istat.normodfl. 375, 20, 125) 845

tistat.normcdf(1.375,20.125>
] EaD AUTO

HMall FUMEC 10050

p(X>a)<0,001 > p(X<a)=> 0,999

p(26 < X< 100) =

ch(

100+0,5—2o) @(26—0,5—20) ~

4 4

= d(20,125) - ®(1,375)

Die Wahrscheinlichkeit liegt bei 8,8%, bzw
iiber die Approximation bei 8,5%.

Auch hier ist die frither erforderliche Approximierung der Binomialverteilung durch

die Normalverteilung nicht mehr erforderlich. Eine einfache Moglichkeit ist es, die

Verteilungsfunktion in der Tabelle zu betrachten:

Fi T FEw Trzv‘[ FH"]’ FE T FE™ ]’]
- E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up
- TS

L=

= Listat. norncdfl . 375, 200125 « D5
Btistat.binomcdf 100, 2, 0, =) > gl

nlalyt
mubing 100, 2, %) 9200 Date
= tiztat. norncdf] -, 5, 33,5, 20, 4 PR

mzoluedtistat.normodf -.5,a+ .5,20,4):p
a=31.8613
wFC~.5,a+.5,.20.45=.99% 531020
FAD ALTO

MAIN FUNC 14/20

Wenn der Einsatz der Normalverteilung

gewiinscht wird, dann ist der Weg iiber den

NumericSolver zu empfehlen. Auch die Bi-

nomialverteilung kann iiber dieses schone

Werkzeug angesprochen werden.

B

g1

1 £
- E Setup|:

=4, DOE],

Xx=33.

MAIM ERD RUTO FUMC

T FE 5 & FE FB
- E SolueTGr‘aphTGeL Cursor |[Egns[Cle a—z...]

tistak.binomcdf (100, . 2,0, ==, 999
[ 33

bound=40. . 100,
wleft—rt=2.6311640007E -4

EAD AUTO FUMC

MAIN

Das Minimum der richtig zu beantwortenden Fragen muss 33 sein.

Nun miissen 5 Wahrscheinlichkeiten berechnet werden.

p1=pPr=0)=p(0<X<39)
p2=p(Pr=200)=p(39 <X <60)
p3=p(Pr=>500)=p(60 <X<75)
ps=pPr=750)=p(75 <X<90)
ps = p(Pr=1000) = p(90 < X < 100)

1 Fer FEr | FI™ FE 54
- E AlgebralCalc DLher‘TF‘r‘ngDTClean Upﬁ
mubinll00, .6, 3%+ pl 1.8041e-5
B ubind100, .6, 680 — wbin( 100, &, 39 + p2

5379
=ubin(108, &, 730 - vbin(100, .6, 60) + p3

4515
= ubin( 100, (6, 90) - vbhind 100, .6, 75) + p4

. BEE
=ubin(108, .6, 108) - vbin(108, .&, 90) + PS5
3.77e712)

ERD RUTO FUMC 2020

MAIM

Die Pramienwahrscheinlichkeiten sind der Reihe nach
1,8 x 107 %, 53,79%, 46,15%, 0,06% und 3,8 x 107 %. Die Summe ergibt 100 %.
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AL el [t o PrenT0|C 1o e Up Der Erwartungswert fiir die Summe aller aus-
L4615 . .
u obinC188, .6, SO - vbin 10, .6, 7S)+ pd zuzahlenden Primien betréigt ca 27100,75€.
. BEEE
= ubing 108, &, 100D - vbind 100, &, 900 + 5
3. 7TEEE 12 .
Wpl+pZ+pT+pd +pS 1.omma  Es sollten daher ca 27000€ bereitgestellt wer-
=0-(pl 0+ F2 200 +p3 500+ p4 TIPS | qoo
27100, 7582 .
2*2Bﬂ+p3*599+p4*?53+p5*1ﬂﬂﬂﬂ
FUMC 21./20
f)  Die Verteilungsfunktion fiir die Zufallsvariable Prdmie X lautet:

0fir X <0
p, fir 0< X <200
p, + p, fir 200 < X <500

F(X)=
p, + p, + p; fiir 500< X <750
p, + p, + p; + p, fir 750 < X <1000
1 fir X 21000

- :[— CDnLPDl IFJB’E L}l-;; Flrnd MFDEJE'

EEESL(D

ilacal x_

Srakied g

tphenix_Zpl, 0, when(x_Spl+p2, 200, whenix_2
14p2+3, S80; whentx_pl+p2tpated, ro0, 100

:EndFunc

MAIN EAD ALTO FUNC

I‘Fi T Fev Trsz ruv]’ FE T 5 T]
-E Algebra|Calc|0ther|Prgmld{Clean Up

Fi T FEw Trzv‘[ FH"]’ FE T FE™ ]’]
- E Alaebra|Calc|0ther|Pram]0|Clean Up

Fiir die Simulation wird die Umkehr-
funktion der Verteilungsfunktion
bendtigt. Das Intervall (0,1) wird
gemil den Wahrscheinlichkeiten in
Intervalle zerlegt. Jeder der gleich-
verteilten Zufallszahlen rand ()
wird, je nachdem, in welches Inter-
vall sie fillt, die entsprechende Pré-

mie zugesprochen.

®fest() 20E)
®fest() 20E)
®fest() 20E)
®fest() =0t

®zeqitesti), k, 1, 80)
L2000 200 S00 20 200 S0 200 p
= syml L2000 200 500 200 200 S0Q 2
2EE00

B syl seqltestd, k. 1, 8000
B syl seqltestil, ka1, BE0)
B syl seqltestd, k. 1, 8000
B syl seqltestil, ka1, BE0)
B megni {26800 ZYFOQ0 0 2F400 27100

msuym L2000 200 SO0 ZOO 200 500 Z(p

26800
27700
27400
27100
26300

2E5p
27100

EAD AUTO FUHC Z0./%0

EIEI, 272700, 27400, 2721 00, 265003 >

sum€anzs (13>
HMAIN RRD AUTO

FUNC 27/20

Die Simulation von 5 Testldufen zeigt
im Durchschnitt ein verbliiffend gutes
Ergebnis.
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Die Mathe macht mich ganz krank

Den Kern dieser Aufgabe bilden die Poisson-Verteilung und die mit ihr eng ver-
bundene Exponentialverteilung. Der Rechenaufwand wird weitgehend reduziert,
dafiir wird sehr viel mehr Wert darauf gelegt, die Fragen in das entsprechende
mathematische Modell umzusetzen.

Wenn man Betonung darauf legt, kann man ja durchaus die partielle Integration
in Teilaufgabe d) und die Auswertung des uneigentlichen Integrals in traditionel-
ler Weise verlangen.

In einem Krankenhaus kann man langfristig beobachten, dass jéhrlich durchschnittlich
48 Sonderbehandlungen - SB - (= Aufnahmen in die Intensivstation) auftreten. Dieses Auf-
treten erfolgt zufdllig und unterliegt keinen saisonalen oder anderen Schwankungen.

a)  Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind in einem beliebigen Monat mehr als 4 SB not-
wendig?

b) Wie wahrscheinlich ist es, dass 3 Monate hintereinander hochstens 3 SB auftreten?

¢) Der zeitliche Abstand von Fall zu Fall ist eine stetig verteilte Zufallsgrofe X. Bestimme
Dichte- und Verteilungsfunktion f{.X), bzw F(x). Ermittle die Graphen beider Funktio-
nen und {ibertrage sie in einem geeigneten Mafstab aufs Papier.

d) Bestimme und interpretiere den Mittelwert der Verteilung. Welchen Wert hat die Vari-
anz?

e) Heute ist eine SB notwendig. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb der
néchsten 10 Tage wieder ein Fall fiir eine SB auftritt?

f)  Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt die ndchste SB nach Ablauf von 2 Wochen auf?

g) Innerhalb eines welchen Zeitraums wird mit 90% Sicherheit ein néchstes Bett auf der
Intensivstation bendtigt werden? (1 Monat = 30 Tage)

h) Im Zuge von Rationalisierungsmafinahmen wird erwogen, die Intensivstation des
Krankenhauses im Nachbarbezirk zu schlieBen und dafiir soll die eigene Station auf die
Kapazitdt von maximal 8 SB/Monat erhoht werden. Bis zu welcher durchschnittlichen
Anzahl von SB/Jahr reicht dieser Ausbau, wenn man hochstens 5% Risiko eingehen
will, eine notwendige Aufnahme wegen Uberlastung ablehnen zu miissen?

i)  Eine Untersuchung iiber die Zahlen der letzten Jahre ergab, dass im dann groferen
Einzugsbereich des KH im Jahr mit durchschnittlich 70 SB zu rechnen wire. Auf wel-

che Kapazitiat miisste die Abteilung ausgebaut werden, dass das Ablehnungsrisiko unter
5% bleibt?
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Losungsvorschlag:
(Dieses Mal wird mit DERIVE gearbeitet. Es werden Ausschnitte aus einem DERIVE-Arbeitsblatt

gezeigt.)

a) Poisson-Verteilung mit A = 4 (SB/Monat)
Zitat aus der DERIVE-Hilfe:

POISSON_ DENSITY (k,t) wird zur Dichtefunktion der Poisson-
Verteilung vereinfacht, die als é”*-t-t"k / k! definiert
ist.

POISSON DISTRIBUTION (k,t) wird zur Verteilungsfunktion der
Poisson-Verteilung vereinfacht, definiert als die Summe
von é"-t-t”j / j! fur j=0 bis k.

Es zahlt sich aus, die Funktionen in verkiirzter Form zu definieren und dann damit
weiter zu arbeiten.

CaseMode := Sensitive

Sensitive Mode, urmn X und x unterscheiden zu kinnen.

dpois{x. X} = POISSON_DENSITY{X. *}

vpois{i, x) := POISSOM_DISTRIBUTION(x, )

2l ped=1-opit4)=1-F(x=4)~ 37.12%
Precision := Approximate
Motation = Decimal

188 €1 — vpois(4, 4)) = 37.1163
by (p({< 313 = F(3)3~ B8,14%

3
100 vpoisc(4. 3) = 8.14474
) Dichtefunktion f{x) = 4 &%-4X) fir alle X = 0, 0 sonst

Verteilungsfunktion  F0<) = int{f{t) 0=
X
F{x) == I; £{t> dt
o

J‘ -4t
o IF{t * B, 4 & - B} dt

F{x)

1
=%

F{w)
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Die geschlossene Farmel und die Graphen sehen dann so aus:

Precision == Exact

x
‘I‘ -4t -4 x
4 @8 dt =1 — &

a

-6l Dichtefunktionf(®) -

® @ R R R R R

__tfer_teilung_sfun ktion Fiz).

d) Mlittehwert

ol

i
I Af{RY d¥ = —
a 4

I Durchschnitt muss man - nicht dberraschend - 144 Monat =7 5 Tage -

auf die nachste SB warten.

Die handische Rechnung verlangt die partielle Integration.

“arianz = 1/16

o
J‘ 2 1 1
B f(i) dd - —— = ——
a 2 16
4

e)  piX< 10/30) = F(1/3) ~ 73, 6%
1
188 F[T] = 73.6402

f) (X = 14/30) = 1 - F(14/30) ~ 15.5%

a) pir<u)=0840

F(u) = 8.9

NSOLUE(F{u} = 8.9, u. Real)
u = B.575646

B.575646 38 = 17.2693

Innerhalb der nachsten 18 Tage

h) Wieder zuriick zur Poissonverteilung
A ist gefragt.
p=8)=000-pX<8)=085

vpois{x. B3 = B.95

NSOLUE(upois{x. 8) = B8.95, x. 8. 188)
= 4.69522

4.69522 12 = 56.3426

& =47 SBManat - ~ 58 S8/ Jahr
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1 - upu:i.s[

56

- 8] = B.8484863

Schon bei 57 SBJahr steigt die VWahrscheinlichkeit,
dass mehr als 8 SE/Monat nobwendig sind auf Oher 5%,

57
1 - upu:i.s[
) A =T0/12
78
upu:i.s[ - n] = A.95%

NSOLUE [upu is [
falze

Die Gleichung lasst sich nicht lésen - nur ganzzahlige n sind maglichl

- 8] = B.8529888

pi¢=n) =005 1-p(X<n)=0052p(X<n) =085

78

Daherwird eine Wertstabelle aufgestellt.

THBLE[Upnis[
12

7a

» n], n, 1., 15]

THBLE[i - upuis[
12

-, n] = @.95. n,. B, 188

7a

, n]. n. 1. 15]

1 8.828018084771 1 8.9799899528
2 B.86983181355 2 A.9301681864
3 B.1667874687 3 A.8332925318
4 @8.3877844664 4 A.6928155335
5 8.4728876301 5 A.5271923678
6 B.6338523726 [ A.3669476273
7 B.7665876581 ? A.2334183418
8 ©.8637685953 8 A.1368374046
? 8.9278713888 ? 8.87292861192
18 B.76388681°71 18 A.03611398285
11 B8.78348897264 11 A.81659107350
12 B.99289222%6 12 8.087188778341
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Das Ablehnungsrisiko - weil zuwenig Betten - sinkt erst bei einer
Kapazitat von 10 Betten unter 5%

Alch die Zeichnung zeigt dies deutlich:
[ )
1 - vpois . N
12

A.a85%

jury
'
=

[ ]

2 oL@ e e @
W 1 s] 50 0
|

=
'
b

=
'
-y

1 Hi12'é45'é'§éé1ia1'11'21'31'41

Mit dem 77 kann analog vorgegangen werden. Die Poisson-Verteilung ist im Statistik-
werkzeug bereits implementiert, aber iiblicherweise konnen die Schiiler auch ohne die-
se ,,fertigen” Funktionen arbeiten, da sie sich die wichtigsten diskreten Verteilungen im
Rahmen des Unterrichts selbst in geeigneter Form bereitstellen.

Nachwort

Ich méchte die Gelegenheit beniitzen, allen Kolleginnen und Kollegen, mit denen ich
im Lauf meiner Tétigkeit an der BHAK St.Polten gemeinsam Matura abgehalten habe,
fiir die kollegiale Zusammenarbeit zu danken. Dank gebiihrt auch allen jenen, die im
Lauf von Fortbildungsveranstaltungen die vorliegenden Aufgaben getestet und mir da-
bei wertvolle Hinweise und Anregungen gegeben haben.

Josef B6hm, November 2002
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Wichtige und hilfreiche Funktionen

End- und Barwert eines Kapitals kap nach zeit  in Jahren beim Aufzin-
sungsfaktor r und zp Zinsperioden / Jahr.

zeit_-=p
ew{kap. zeit_, »_. =p} = kap-r_
kap
bu{kap, zeit_, »_. zp)} ==
zZeit_-=p

|

End- und Barwertformeln fir vor- und nachschussige Renten.
Rentenbetrag rente

Anzahl der Zahlungen anzahl

Rentenperioden/Jahr rp

Zinsperioden/Jahr zp

Aufzinsungsfaktor (fir die jeweilige Zinsperiode!) r

— zp-anzahlsrp
rente -{r_ - 1)

burv{rente, anzahl. rp. »_. 2p) :
- Zp/rp
r —

burv{rente, anzahl, rp. r_. zp)

bwrn{rente,. anzahl, rp. r_. zp} ==
Zp-rD
r_
anzahl -zp-srp
ewrv{rente, anzahl, rp. r_. 2p) := burv{rente, anzahl, vrp. »r_, 2p)-r_

anzahl -zp-srp
burn{rente, anzahl, rp. »_. Zp}-r_

ewrn{rente, anzahl, rp. »r_. 2p) :

Kapitalwertformel
Zahlungsliste zl_ (als Vektor [ ] in DERIVE, bzw. als Liste beim Tl {})
Falligkeitsliste fl_ (als Vektor [ ] in DERIVE, bzw. als Liste beim Tl {})

Aufzinsungsfaktor r_

=z1_

DIM{=1_3} i
kapu{=1_, f1__, »_) == H _—

i=1 £1_

Fir die trigonometrischen Funktionen benutzen Sie bitte die entsprechenden
Dateien auf der Diskette.

SSS(sl,s2,s3) =2 [wl,w2,w3]
SWS (sl,w3,s2) =2 [wl,s3,w2]
WSW(wl,s3,w2] =2 [sl,w3,s2]
SSW(sl,s2,wl) 2> [w2,w3,s3]
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