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Vorwort

Im Rahmen der Internationalen DERIVE Konferenz 2000 in Liverpool hielten Pat und Carl
Leinbach einen Vortrag ,,Estimating Time Since Death*. Dies war das erste Mal, dass ich mit
dem Begriff ,,Coroner in Beriihrung gekommen bin. (Im Worterbuch fand ich: Coroner =
amtlicher Leichenbeschauer. Dass dies aber mehr bedeutet als bei uns, kann auf Seite 111
nachgelesen werden.) Pat berichtete iiber den Fund eines Leichnams und der Aufgabe, den
Zeitpunkt des Todes zu ermitteln. Carl referierte iiber das Abkiihlungsgesetz und die entspre-
chende Differentialgleichung. Es wurde aber erst richtig interessant, als auch die Daten der
Wetterstation fiir die entsprechende Nacht in den Modellierungsprozess mit einbezogen
wurden — und vorbei war es mit dem relativ einfachen Gesetz von Newton.

Alle Zuhorer waren von der Lebendigkeit des Vortrags von Pat und Carl begeistert. Als es
nun darum ging, fiir die Konferenz 2006 in Dresden einen Hauptvortragenden zu nominie-
ren, fiel unsere Wahl auf einen Mann der ersten Stunde, was den Einsatz von CAS in der
Mathematikausbildung betrifft, auf Carl Leinbach, Professor fiir Computer Science und Ma-
thematik am Gettysburg College, Pennsylvania, USA. Viele TV-Serien, wie etwa CSI Miami
und andere brachten die Gerichtsmedizin — Forensik — in den Mittelpunkt des allgemeinen
Interesses. So baten wir Carl um einen entsprechenden Vortrag. Carl sagte zu — und hielt
dann einen anderen — sehr gut aufgenommenen — Vortrag mit dem Titel: ,,Teaching and
Learning Mathematics in the Age of Technology — What is the Right Mathematics? Aber er
hatte unseren Wunsch nicht vergessen und so gaben Pat und Carl auch einen Workshop zu
wForensic Mathematics“. In diesem Workshop brachten sie weit mehr als damals in Liver-
pool.

Als ich die angebotenen Themen und die Unterlagen sah — und bei den Vorbereitung zur
Herstellung der ,,Blutspritzer* mit roter Tinte helfen durfte — war mir klar, dass diese Materi-
alien in deutscher Sprache an die Offentlichkeit kommen sollten und zwar nicht nur im Rah-
men der Konferenz-CD.

Pat und Carl waren mit einer Ubersetzung nicht nur einverstanden, sondern boten an, noch
weitere Beitrdge zur Verfligung zu stellen. Mit bk-teachware war auch gleich ein Verlag
gefunden.

Ich kenne Pat und Carl Leinbach seit 1992, als die erste DERIVE-Konferenz in Krems ab-
gehalten wurde. Carl hatte schon mit MuMath, dem Vorginger von DERIVE gearbeitet und
war dann unermiidlicher Tester und Vorkdmpfer fiir alle Versionen von DERIVE und die
spéter auf den Markt gekommenen CAS-TI-Taschenrechner. Sein Hauptinteresse gilt neben
allen Einsatzmoglichkeiten von CAS vor allem der Biomathematik.

Pat und Carl haben neben ihrem hohen Berufethos grofie soziale Kompetenz. So waren sie
unter den ersten, die nach den verheerenden ,Katrina“-Zerstdrungen als freiwillige Helfer
viele Wochen vor Ort titig mitgeholfen haben, den Tausenden von Betroffenen Hilfe ange-
deihen zu lassen.

Ich habe versucht, moglichst viel vom Charme des Originals zu belassen. Zur Zeit der Ver-
fassung der Ubersetzung sind die angegebenen URLs aktiv, das kann sich aber immer #n-
dern. Ich bitte dafiir um Versténdnis.

AbschlieBend gilt mein Dank Pat und Carl fiir die schone Zusammenarbeit und Bernhard
Kutzler von bk-teachware fiir die Moglichkeit zur Ver6ffentlichung.

Josef B6hm
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Die Formel von Sherlock Holmes
»Es ist eine ganz simple Rechnung.*

WAS GESCHAH ...

Die Nacht war warm und sehr feucht. Knapp vor Geschéftsschluss wurde ein
kleines Kaufhaus tiberfallen, ausgeraubt und der Eigentiimer getétet. Die Poli-
zei war rasch am Tatort, weil die Alarmsirene des Kaufhauses ausgelost wur-
de. Der mutmaBliche Tater war zu Fuf3 durch die Hintertiir geflohen. Vor dem
Hintereingang waren eine Rasenfliche und ein FuBweg. Die Polizei fand auf
dem FuBweg deutlich erkennbare nasse Fufispuren. Diese Spuren wurden so-
fort fotografiert und ihre Grofe und der Schrittabstand gemessen. Aus diesen
Tatspuren war die Polizei im Stande, die ungefdhre Korpergrofie, Schuhgrofle
und Schrittweite zu bestimmen. Auflerdem bestand die Mdglichkeit, spéter
das Profil der Schuhsohle eines Verdédchtigen mit dem auf dem Fullweg ge-
fundenen Muster zu vergleichen.

Hintergrundinformationen

Weit verbreitet ist die Ansicht, dass das erste Auftreten einer echten forensischen (kriminal-
technischen) Untersuchung in der Literatur in den 60 Abenteuern von Sherlock Holmes,
geschrieben von Sir Arthur Conan Doyle, erfolgte. Holmes mit seinem Begleiter Dr. Watson,
das alter Ego von Doyle, war im Stande, den Tatort eines Verbrechens zu betrachten und
daraus bemerkenswerte Schlussfolgerungen auf die Art des Verbrechens und auf den Téter
zu ziehen. In keinen Abenteuern von Holmes, aufer in den beiden letzten, kam Holmes'
,Erzrivale®, der manisch kriminelle Mathematikprofessor Moriarty vor. Diese Charakterisie-
rung eines Mathematikprofessors ist unfair und hat den Ruf der Mathematiklehrer fiir Jahre
beschédigt. So ungerecht das auch ist, so miissen wir doch wieder zu unserem Tatort zuriick-
kehren.

In einem seiner frithen Abenteuer — 4 Study in Scarlet — (,,Studie in Scharlachrot™) - macht
Holmes im Kapitel 15 die folgende Bemerkung: “Why the height of a man, in nine cases out
of ten, can be told from the length of his stride.” (,,Nun, in neunzig von hundert Fillen 14sst
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sich aus der Schrittlinge eines Menschen auf seine Korpergrofie schlielen. Es ist eine ganz
simple Rechnung. Mit den Zahlen will ich sie nicht langweilen. Ich sah die Schrittspuren des
Burschen drauBen im Lehm so gut wie auf dem staubigen Boden im Zimmer.“)' Holmes ist
es nicht eingefallen, weder Watson, noch die anwesenden Polizeibeamten oder gar uns ein-
zuweihen, welche Rechnung er da angestellt hat.

Welche Formel hatte Holmes im Sinn, wenn er seine ,,ganz simple Rechnung” ansprach?
Wie fest konnen wir uns auf diese Rechnung verlassen? Holmes erklart im Kapitel 15 weiter:
»Zudem gab es noch eine Probe auf mein Rechenexempel. Wenn ein Mann etwas an die
Wand schreibt, wird er den Text unwillkiirlich in seiner Augenhohe anbringen. Die Inschrift
befindet sich genau einen Meter achtzig iiber dem Boden. Also war die Bestimmung der
KorpergroBe ein Kinderspiel.“ Man beachte den sarkastischen Ton am Ende des Zitats. Wir
wollen nun versuchen, die ,,simple Formel* des Meisterdetektivs zu entdecken. Dazu werden
wir Informationen benétigen, die wir mit einem Maflband sammeln kénnen. Weiter hilft uns
dann der FIT-Befehl von Derive (oder die Bestimmung einer Regressionslinie mit einem
anderen geeigneten Werkzeug).

Deine experimentelle Methode ldsst dich und deine Klassenkameraden zehn Schritte machen
und die dabei zuriickgelegte Entfernung messen. Notiere jeweils Namen, Korpergrofle, Lan-
ge eines Schritts (= Entfernung/10) und fiir eine spitere Untersuchung auch die Lénge eines
Schuhs. Wenn die Daten erhoben worden sind, kannst du mit den zusammengestellten Listen
und dem Regressionswerkzeug iiberpriifen, ob die Behauptung von Sherlock Holmes stimmt.
Wenn dem so ist, kannst du diese Formel dazu verwenden, um die Grofe einer beliebigen
Person aus ihrer Schrittlinge zu schétzen.

Forensische Aufgaben

e Untersuchung, ob zwischen der Korpergrofie einer Person und ihrer Schrittlinge ei-
ne Beziehung besteht

e Uberpriifung der Hypothese, dass ein Zusammenhang zwischen der SchuhgréBe
(Schuhlédnge) einer Person und ihrer Korpergrofe besteht
Naturwissenschaftlich-mathematische Aufgaben
e  Erstellung zweier Hypothesen iiber die Bestimmung der Korpergrofle einer Person
e Sinnvolle und effektive Erhebung von Daten, um diese Hypothesen zu stiitzen

o Einsatz der linearen Regression zur Bildung von geeigneten mathematischen Mo-
dellen

e Beurteilung der Eignung und Grenzen der Modelle

Materialien

! Ubersetzung: Beatrice Schott, erschienen im Ullstein Verlag 1977.
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Derive oder ein anders CAS, CAS-Rechner, Graphischer TR oder Excel
Einen freien Raum von mindestens 10m Lénge

Kreide oder Klebeband, um eine Startmarkierung von ca. S0cm Lénge am Boden
anzubringen; von hier weg werden die Schritte gemacht

Datenblitter, um die Namen, GroBen, Schrittlingen und Fuf3-(Schuh-)langen der
Personen zu notieren

Mafiband

Durchfithrung

Legt ein Datenblatt mit vier Spalten nach folgendem Muster an:

Name Korpergrofie (cm) | Schrittlinge (cm) | Schuhlinge (cm)

Richtet drei Stationen mit jeweils einem ,,Datensammler” und einem ,,Datenschrei-

ber” ein. (Sammler und Schreiber kdnnen auch in einer Person vereinigt sein.)

Station 1 — Messt die Grofe jeder Person und notiert sie gemeinsam mit deren Na-
men.

Station 2 — Ermittelt die SchuhgrofBe (Schuhlénge oder FuBldnge) jeder Person und
notiert siec gemeinsam mit deren Namen.

Station 3 — Sucht eine freie Fliche mit einer Mindestldnge von 10m und bringt die
Startmarkierung an. Messt die von jeder Person mit 10 — normalen —
Schritten zuriickgelegte Strecke, teilt sie durch 10 und notiert die ge-
wonnene durchschnittliche Schrittgrofle gemeinsam mit dem Namen.

Auf Station 3 soll jede Person die Fersen an die Startlinie setzen und 10 normale
Schritte in gerader Richtung machen. Nach dem 10. Schritt sollen die Fersen wieder
nebeneinander gesetzt werden. Die Position der Fersen wird markiert und der Ab-
stand zur Startlinie gemessen.

Wenn alle Daten erhoben sind, werden sie in eine gemeinsame Tabelle {ibertragen.

Ubertragt die Daten in Form einer Matrix mit drei Spalten fiir Gré3e, Schrittweite
und SchuhgrifSe(-ldnge). Thr konnt auch eine Spalte mit den Namen fithren, aber
diese werden in den folgenden Berechnungen nicht mehr gebraucht. Beachtet, dass
in jeder Zeile der Matrix die zu jeweils einer Person gehdrigen Daten stehen.

Jetzt kann die Analyse der Daten beginnen. Beginne mit der Erstellung eines Dia-
gramms Schrittweite — Korpergrofie!

© bk teachware
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10.

11.

Richte geeignete Bereiche fiir die Achsen ein. (Lasse in horizontaler und vertikaler
Richtung etwas Spielraum nach beiden Seiten. Achte auf passende Skalierungen.)

Erzeuge ein Streudiagramm der Daten. Glaubst du, aus den Daten einen Zusam-
menhang erkennen zu kdnnen?

Wir wollen annehmen, dass ein lineares Modell den Zusammenhang zwischen der
Schrittlinge s und der Koérpergrofie g beschreibt und stelle die GroBe g als lineare
Funktion der Schrittweite s dar: g(s) = a«s + b. In Derive verwendet man dazu die
FIT-Funktion, auf den Taschenrechnern wird die lineare Regression direkt angebo-
ten und in Excel setzt man die Funktionen STEIGUNG und ACHSENABSCHNITT
ein, bzw. lasst sich zum vorliegenden Streudiagramm die lineare Trendgerade
zeichnen. (Einen Punkt anklicken ...)

Im taunassen Gras werden Schrittspuren entdeckt. Ihr Abstand betrdgt durchschnitt-
lich 72,4 cm? Welchen Schétzwert fiir die KorpergroBe ergibt das?

In einer Miilltonne werden blutverschmierte Herrenschuhe der Grofie 7 (US-Mal3)
und der GréBe 37 (EU-MaB) gefunden. Welche Mutmafiungen auf die Korpergrofle
des Besitzers der Schuhe ldsst das zu?

Mogliche Ausfiihrungen fiir die unterschiedlichen Plattformen werden nun mit Musterdaten

vorgestellt. Die Daten wurden mit US-Schiilerinnen und Schiilern erhoben, daher stimmen

die SchuhgroBen nicht mit unseren iiberein. (Informiere Dich in einem Schuhgeschéft iiber

die entsprechenden Gréfien bei uns.)

Beispieldaten
(erhoben in einer Klassen von 12jihrigen Schiilern - Sixgraders)
Name Grofie g (cm) | Schrittweite s (cm) | Schuhgrofie f
Josephine 150.8 62.6 4
Carl 149.5 62.1 5.5
Stanley 151.2 62.6 6.5
Terence 153.1 63.4 7.5
Larry 150.6 62.2 7.5
Walter 149.9 61.9 5
Patricia 146.5 60.9 4.5
Eleonor 146.5 62.9 6
George 151.5 62.8 8.5
William 153.5 63.4 6.5

© bk teachware



P. und C. Leinbach: Forensische Mathematik

Durchfithrung mit Derive

#1: daten :=

70, 0.01)

Carl

Josephine 150.8

149,

Stanley 151,

Terence 153,
Larry 150.
Walter 149.
Patricia  146.
Elecnor  146.

George 151.

William 153,
#2:  APPROX(FIT([s, a:s + b]
#3.  2.162183544.s + 15,21677215

#4: TABLE(2.162183544.s + 15.21677215, s, 55,
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Durchfiihrung mit dem TI83/84
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Ausschnitt aus dem Excel-Arbeitsblatt

all LAl N LA 50 [OE TR TpT » o -
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= =
I In
o D

Nach diesen Daten lautet die geheimnisvolle Formel von Sherlock Holmes also:
y=2,16x+ 15,22
Wie lautet die Formel in Worten?

Mit der Formel ldsst sich nun die Aufgabe 10 sofort 16sen. (Die Korpergrofe liegt etwa zwi-
schen 171 und172 cm.)

Fiir Frage 11 musst du entweder die Regressionen zwischen den unterschiedlichen Schuh-
grofien und den Korpergrofen bestimmen, oder du findest die Losung {iber den Zusammen-
hang zwischen SchuhgréBen und Schrittweiten als Funktion oder du beschaffst dir Umre-
chungstabellen (Schuhfachhandel, Internet, ...).

Unter den Datenpunkten fallt ein ,,Ausreifler* deutlich auf. Zu welcher Person gehort dieser?
Konnte es Erkldrungen fiir diesen Ausreifler geben?

Andert sich Holmes” Formel wesentlich, wenn man den Ausreifer unberiicksichtigt l4sst?

Fiihre die Untersuchungen aber auf jeden Fall mit deinen erhobenen Daten durch. Decken
sich die Ergebnisse ungefahr oder gelten fiir US-Jugendliche andere Werte? Wie lautet deine
Formel? Was konnte die Ursache fiir eventuell deutlich andere Ergebnisse sein?

Beantworte auch mit ,,deiner” Formel die Fragen 10 und 11.

© bk teachware
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Weiterfiihrende Aufgaben und deren Durchfiihrung
Erweiterung #1

Erinnere Dich an den Anfang des Kapitels. Holmes hat behauptet, die Rechung sei ,,simple
enough®. Die aus deinen Daten gewonnene Formel ist sicherlich recht gut, um deine Daten
zu modellieren, aber sie enthdlt doch Koeffizienten, mit denen man nicht so einfach im Kopf
rechnen kann. Man kénnte annehmen, dass Holmes einen Zusammenhang im Sinn hatte, der
ganze Zahlen oder einfache Briiche fiir den Koeffizienten der Schrittlinge und die additive
Konstante enthélt. In dieser ersten Erweiterung wollen wir versuchen, eine lineare Funktion
(Gerade) mit moglichst einfachen Koeffizienten zu finden, die moglicherweise nicht so ge-
nau zu deinen Daten passt, aber einfacher und dennoch ausreichend genau ist.

1. Versuche ganze Zahlen, die nahe beim Koeffizienten der Schrittlinge (Anstieg der Reg-
ressionsgeraden) liegen und trage sie in eine Tabelle mit folgendem Aufbau ein.

Name x = Schrittweite | y=Grofle | y—a;x mitag;=... | y—ayx mita, =...

usw.

2. Nimm den ersten Ndherungswert a; und erzeuge ein Streudiagramm fiir die Punkte (y | y
— a;x). Kannst du eine Gerade y = b so finden, dass die meisten Punkte innerhalb eines
Abstands von wenigen Zentimetern von dieser Geraden liegen, dann nimm diesen Wert
als Abschnitt b;. Zeichne nun die Gerade y = a;x + b; ins bestehende Streudiagramm zur
Regressionsgeraden von vorhin. Vergleiche ...

3. Wiederhole Schritt 2 und beginne mit einem anderen ,,bequemen* Wert a,. Versuche
eine moglichst ,,simple” Formel zu finden.

Erweiterung #2

Diese Erweiterung ist ziemlich genau eine Wiederholung der Prozedur 1 bis 9 von oben,
allerdings mit dem Unterschied, dass du anstelle der KorpergroBe die Lange der Schuhe
nehmen sollst. Zeigt das Streudiagramm auch hier einen auffélligen Zusammenhang?

KOMMENTAR des CORONERS

Die Polizei verfiigte damit sofort {iber ein sehr gutes Beweismittel. Im Geschéft wurden
Hinweise auf die Waffe, sowie Fingerabdriicke gefunden. In der Hand des Opfers fanden
sich fremde Haare. Aulerdem gab es noch Zeugenaussagen. Nachdem alle Beweismittel
gesichert waren, hatte die Polizei bereits ein klares Profil des Tatverdéchtigen, der wenig
spéter nach diesem Profil festgenommen werden konnte.

© bk teachware



bk teachware Schriftenreihe

Kriminologie mit dem Wetterhiuschen

Schiitzung des Todeszeitpunkts bei wechselnden Wetterverhéltnissen

WAS GESCHAH ...

Es ist 3 Uhr morgens and du bist der Coroner vom Dienst. Die Polizei ruft
dich zu einem kleinen Wéldchen am Fluss. Dort ist der Leichnam eines jun-
gen Mannes von einem Fischer aufgefunden worden, der sehr frith dorthin ge-
kommen ist, um einen guten Platz fiir sein Hobby zu finden. Bei deiner An-
kunft am Ort des Geschehens stellst du fest, dass der junge Mann eine schwe-
re Kopfverletzung aufweist. Der Boden ist nicht felsig und es fiihrt keine
Blutspur zum Ké&rper. Nach einer kurzen vorldufigen Untersuchung auf weite-
re Verletzungen und einer Sicherung des (Tat-?)Orts nimmst du dein Tempe-
raturmessgerdt zur Hand und stellst eine Lufttemperatur von 18,5° C fest.
Dann machst du einen kleinen Schnitt in den Leichnam knapp unterhalb des
rechten Brustkorbs und fiihrst die Messsonde zur Leber des Opfers. Du misst
die Temperatur und notierst weiterhin fiir die nichsten 1 1/2 Stunden alle 15
Minuten die Korpertemperatur. Deine Temperaturaufzeichnungen sehen fol-
gendermalen aus:

. Temperatur der
Zeit T eber in °C
03:30 34,00
03:45 33.89
04:00 33,67
04:15 33,56
04:30 33,33
04:45 33,00
05:00 32,78

Das Opfer ist ein junger Mann von 19 Jahren mit einem Kdrpergewicht von
96 kg. Er wurde am Abend zuvor um 21 Uhr zum letzten Mal lebend gesehen.
Er hatte seinen Freunden gesagt, dass er noch ,.etwas herumfahren” wiirde.
Das Fahrzeug des Opfers wurde dann auch auf dem Parkplatz eines ca. 8 km
vom Tatort entfernten Fastfood-Restaurants gefunden.

© bk teachware
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Hintergrundinformationen

Die Kenntnis des Todeszeitpunkts ist ein sehr wichtiger Faktor, wenn es darum geht, das
Alibi eines Verdéchtigen zu erschiittern oder tiberhaupt zu widerlegen. Wenn es keinen Tat-
zeugen gibt, ist es sehr schwierig, den genauen Zeitpunkt des Todes festzustellen. Der Ein-
satz der Temperaturwerte kann zu einer Schétzung verhelfen, aber auch die genauesten Da-
ten und deren Analyse kdnnen bestenfalls eine Schitzung auf eine Stunde genau ermdgli-
chen. Bernard Knight, ein bekannter und geschitzter Gerichtsmediziner der Universitit von
Cardiff in Wales behauptet sogar, dass man umso weniger auf die berechnete Todeszeit ver-
trauen kann, je mehr man sich auf ihre Feststellung durch Messung der Temperatur stiitzt
und beruft. Der Abkiihlungsvorgang eines Korpers ist ein komplexer Prozess, der von weit
mehr Komponenten abhéngt als nur von der Umgebungstemperatur. Andererseits ist aber,
wenn man die damit verbundene Ungenauigkeit akzeptiert und beriicksichtigt, eine sorgfalti-
ge Schitzung, die auf der Temperaturmessung beruht, eine niitzliche Moglichkeit, einen
Zeitraum anzugeben, innerhalb dessen der Tod eingetreten ist.

Die auf der Temperatur beruhende Schétzung wird durch das Newtonsche Abkiihlungsgesetz
begriindet. Dieses Gesetz besagt, dass fiir jeden Zeitpunkt ¢ nach Beginn des Abkiihlungs-
prozesses gilt:

10) = a(1(?) - K) (1)

wobei 7(f) die zum Zeitpunkt 7 auftretende Abkiihlungsrate ist. 7(¢) ist die zu diesem Zeit-
punkt herrschende Korpertemperatur, K ist die Umgebungstemperatur, die wir als konstant
annehmen wollen. a ist eine Proportionalititskonstante, die von den Korpereigenschaften
abhéngt.

Diese Annahmen fiithren — nach Losung der Differentialgleichung (1) — zu einer schonen
Exponentialform fiir die Koérpertemperatur, ndmlich

T(t) = (Ty-0)~ K)e“' + K (@)

Diese Formel kann auf unserem Rechner mit Hilfe einer exponentiellen Regression von

(T - K) beziiglich ¢ realisiert werden, wie zB auch in der Online-Hilfe von Derive fiir die
FIT-Funktion vorgeschlagen wird. (Hinweis: die Regressionen sind im Index unter FIT zu
finden.) Wenn wir nun die Daten unserer Story verwenden, dann kdnnen wir den Zeitpunkt
des Todes schétzen — unter der Annahme einer konstant gewesenen Auflentemperatur vom
Eintritt des Todes bis zum Ende unserer Messung an der Leber des Opfers. Nun, der junge
Mann wurde im Freien aufgefunden und die Aulentemperatur war sicherlich nicht konstant.
Dabher lasst sich diese vereinfachte Form des Newtonschen Abkiihlungsgesetzes nicht fiir die
seit dem Tod verstrichene Zeit heranziehen.

Wenn aber die Umgebungstemperatur nicht konstant ist, dann ist es unwahrscheinlich, dass
es fiir die sich anpassende Korpertemperatur eine ,,schone* Formel gibt. In diesem Fall miis-
sen die entsprechenden Funktionswerte ndherungsweise gefunden werden. Man sucht eine

© bk teachware
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numerische Approximation zur Bestimmung der Temperaturwerte. Dazu werden wir eine
lineare Interpolation verwenden. Am Taschenrechner kdnnen wir entweder den Data/Matrix-
Editor oder die CellSheet-Applikation einsetzen. Mit Excel arbeiten wir direkt mit der Tabel-
lenkalkulation.

Diese Untersuchung ist zweigeteilt. Im ersten Teil wirst du die Abkiihlungsgeschwindigkeit
eines ,,Korpers™ unter der Annahme eines groflen Temperatursprungs in der Umgebung mes-
sen. Das werden wir nur simulieren. Im zweiten Teil werden wir darauf aufbauend aktuelle
Wetterdaten heranziehen, um eine realistischere Schitzung fiir den Zeitpunkt des Eintritts
des Todes fiir das Opfer unseres Szenariums zu erhalten. In beiden Fillen werden wir eine
Tabellenkalkulation beniitzen, um auf die Temperatur des lebenden Kérpers (37° C) zuriick
zu extrapolieren.

Forensische Aufgaben

e Erstellen einer Schitzung des Todeszeitpunkts als Teil der Beweissicherung am Ort
des Geschehens

Naturwissenschaftlich-mathematische Aufgaben

e Beschreibung der Rolle des Newfonschen Abkiihlungsgesetzes fiir die Schitzung des
Zeitpunkts

e Anwendung der linearen Interpolation zur Gewinnung einer Abschitzung des Zeit-
punkts flir den Fall einer nicht konstanten Umgebungstemperatur

Materialien
e Derive oder ein anders CAS, CAS-Rechner, Graphischer TR oder Excel

Durchfiihrung
Deine lokale Wetterstation kann dir die folgenden lokalen Temperaturwerte fiir die Nacht
des Geschehens zur Verfligung stellen.

Zeit | Temperatur in ° C
5:00 18.3
4:30 18.4
4:00 18.4
3:30 18.5
3:00 18.5
2:30 18.9
2:00 18.9
1:30 19.2
1:00 19.3
0:30 20.0
24:00 20.4
23:30 21.1
23:00 21.7
22:30 22.2.
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Damit wollen wir nun den Zeitpunkt des Todes schitzen. Dazu werden die Daten durch eine

Exponentialfunktion angenéhert.

1.

Erzeuge die Listen zeit und temp aus deinen Daten fiir die Kérpertemperatur. Die Liste
zeit enthilt die seit 3:30 verstrichene Zeit, daher [0, 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25, 1.5].

Die Umgebungstemperatur scheint zwischen 3:30 und 5:00 ziemlich konstant geblieben
zu sein. Sie wird fiir die Zeit, in der wir die Temperatur des Opfers gemessen haben mit
18,4° angenommen. Erzeuge eine dritte Liste d1iff, die die Temperaturdifferenzen aus
temp und 18,4 enthilt.

Wir wollen die Abkiihlungsgleichung aus (2) herleiten:

T(0) = (Ty=0) — K" +K — T—K=be* | diese Gleichung wird logarithmiert.

In(T-K)=Inb+ «a-t
die lineare Regression angewendet werden. Zuerst wird die entsprechende Datenmatrix
A = [zeit, LN(diff)]" erzeugt.

| die linke Seite ist eine lineare Funktion von . Daher kann

Die Regression erfolgt iiber die FIT-Funktion: approx(fit([t, a_ + at],A). Wel-
cher Wert fiir o ergibt sich und welche Bedeutung hat er?

Entlogarithmieren und Aufldsen der Gleichung nach y (fiir # wird y—18,4 substituiert)
liefert die Abkiihlungsfunktion, die sofort gezeichnet werden kann. (Hier wurden auch
die gemessenen Werte eingetragen.)

| Igebra 1 [Z =] 'X‘ ==ZD—plm 1:1 Tracing expression #9 E@@
#1:  zeit = [0, 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25, L.5] = v la1 i
#2: temp = [34, 33.89, 33.67, 33.56, 33.33, 33, 32.78] 40

diff = VECTOR(tewp = 18.4, i, DIM(temp))
#3: i
39
#4:  diff = [15.6, 15.49, 15.27, 15.16, 14.93, 14.6, 14.38] 15
#5: A = [zeit, LN(diff)]"
37
0 2.747270914
0.25 2.740194654 36
0.5 2.725390119 35
#6: A= | 0.75 2.718660330 4
1 2.703372611
33
1.25 2.681021528
32
1.5 2.665838352
#7:  APPROXCFIT([t, a_ + a-t], A)) = 2.753017092 — 0.05502306357-t 31
#8:  SOLVE(LNCy - 18.4) = 2.753017092 - 0.05502306357-t, y) 230
- 0.05502306357-t 25
#9: y = 15.68989841 ¢ + 18.4
#10:  [zeit, temp]' 28
- 0.055.-t 27
EIR PR IS01 VE(37 = 15.69-¢ 4+ 18.4, £) = (t = -3.093419075)

I Cross: -3.09575 , 37.00155 Center: 0.72222 , 33.624 [Sealei 0.5 1

Mit dem Trace-Werkzeug (F3) kénnen wir nun jenen Punkt auf der Kurve suchen, der
der Korpertemperatur von ca. 37° entspricht: -3,10. Damit ergibt unsere Schitzung
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3 Stunden und 6 Minuten vor 3:30, das wére etwa 0:25 Uhr (aber unter der Vorausset-
zung einer konstanten Aullentemperatur von 18,4°). Natiirlich kannst du auch die Expo-
nentialgleichung 16sen (siche Ausdruck #11).

Nach der Auskunft der Wetterstation war die Temperatur wihrend der Nacht nicht kon-
stant. Wir miissen daher die entsprechende Temperaturfunktion — die dann die Rolle der
bisherigen Konstanten K iibernehmen soll — entwickeln. Eine Moglichkeit ist, die Funk-
tion abschnittsweise durch die Verbindungsstrecken zwischen den Datenpunkten zu de-
finieren — damit ist zwischen den Zeitpunkten jeweils linear zu interpolieren (3:30 ent-
spricht £ = 0!).

k
#13: zeit2 == VECTOR[—S + —, k, 0, 13J
2

#14: =zedt2 := [-5, -4.5, -4, -3.5, -3, -2.5, -2, -1.5, -1, -0.5, 0, 0.5, 1, 1.5]

#15: umg := [22.2, 21.7, 21.1, 20.4, 20, 19.3, 19.2, 18.9, 18.9, 18.5, 18.5, 18.4, 18.4, 18.3]

#16: [=zeit2, umg]’

umg - umg
DIM(zeit2) - 1 i+l i

#17: K(t) := ¥ x(zeitz |, t, zeit2 ) +(t - zeit2 ) + umg

q=1 1 i+l zeit2 - zeit2 i
i+l 1

P

Ausdruck #16 erzeugt das Streudiagramm der von der Wetterstation zur Verfiigung ge-
stellten Daten und #17 das Diagramm der so angenédherten Temperaturkurve. Die Funk-

tion CHI(a,x,b) f(x) wird verwendet, die f{x) genau zwischen a und b realisiert.

Offensichtlich gibt es kein verniinftiges analytisches Verfahren, die (Differential-) Glei-
chung (1) zu 16sen, wenn die Konstante K durch die abschnittsweise definierte Funktion
K(?) ersetzt wird. Daher miissen wir eine numerische Methode finden, die uns hilft, die
seit dem Zeitpunkt des Todes vergangene Zeit zu schitzen. Wir konnen annehmen, dass
der Tod erst nach 22:30 eingetreten ist.

Die einfachste aller numerischen Methoden, die von einer momentanen Anderungsrate
zur zugehorigen Funktion fiihrt, ist die Eulersche Methode. Schlage in der Online-Hilfe
von Derive nach und erzeuge eine numerische Losung fiir die Kdrpertemperaturfunktion
aus der Gleichung (1), die nun so lautet: (f) = T'(¢t) = a*(7(¢) — K(¢)). (Tipp: Verwende
den bereits ermittelten Wert fiir o und eine negative Schrittweite.)

Fiir welchen Zeitpunkt kann nun eine Korpertemperatur 37° geschitzt werden?

© bk teachware
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#18: EULER_ODE(- 0.055.(v - K(t)), t, v, 0, 34, —0.025, 150)

38

\E3,33|37) ternp = 37

‘36
SELECT(36.95 < v < 37.05, v, EULER_ODE(- 0.055.(v - K(t)), t, v, 0, 34, —0,025, 150))
#19: 2

=3.3 36.96736103

-3.325 36,99036115

-3.35 37.01336540

#20:

-3.375 37.03637377

Wir kdnnen den Graph von #18 mit der 37°-Geraden schneiden (iiber Trace oder mit
dem Cursor) und lesen ¢ = —3,33 ab oder wir approximieren #18 und suchen jenen Zeit-
punkt, fiir den der Funktionswert moglichst nahe bei 37° liegt. Eleganter wird es, wenn
wir mit Hilfe der SELECT-Funktion den Ausgabebereich der Wertetabelle sinnvoll ein-
schrinken. Wir erhalten nun einen Zeitpunkt, der 3,33 Stunden von 3:30 liegt. Das ist
etwa um 0:10 Uhr. Wenn wir iiberlegen, dass der Korper bei einer hoheren Umgebungs-
temperatur langsamer abkiihlt, dann passt dieser gegeniiber der Losung von Aufgabe 5
frithere Zeitpunkt ins Bild.

Die Umgebungstemperaturfunktion ldsst sich fiir den interessanten Zeitraum auch iiber eine
polynomiale Regression recht gut modellieren. Wir zeigen den Einsatz der Regressionspoly-
nome 6. und 3. Grades (eine exponentielle Regression ist nicht so giinstig!)

6 5 4 3 2
#25: Ke(t) = FIT(lt, a_t + bt + cvt +dvt + et + Fot + g], [zeit2, umgl')

6 5 4 3
#26: K6(t) := - 0.0007856897144.t - 0.005769786457.t - 0.006629223889.t + 0.006248655884.t +

2
0.07625229912-t - 0.1920798999.t + 18.49217421

3 2
#27. K3(t) = FIT(lt, d't + et + F.t + g]. [zeit2, umgl™)
3 2
#28: K3(t) = — 0.007280954339.t + 0.08182993477.t — 0.1810762766:t + 18.46291061
. 24
Regression 3. Grades
22
20
Regression 6. Grades 1
1A
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SELECT(36.98 < v < 37.02, v, EULER_ODE(- 0.055-(v — K3(t)), t, v, 0, 34, —0.025, 150))
#29: 2

-3.325 36.98776454
#30:

-3.35 37.01079640

SELECT(36.98 < v < 37.02, v, EULER_ODE(- 0.055.(v - K6(t)), t, v, 0, 34, -0.025, 150))
#31: 2

#32:

-3.325 36.99138974 ]

=3.35 37.01445445

Die Durchfithrung auf den Taschenrechern (CAS und [P dabralcore |offer Prantofciemn up

GTR) ist sehr dhnlich. Mit Hilfe der exponentiellen
Regression finden wir rasch die Abkiihlungskonstante

fiir den Leichnam. Aullerdem wird fiir spatere Zwecke

. . . ={l3.5 18.3 18.53 18.7 18.9 1&8.9
eine Liste der Umgebungstemperaturmessungen (in {18.5 18.5 18.5 e

wa1,21.4.21.7,21.95,22 .2}->u.m3.
HAIN RAD_AUTO TEG 1750

T FE & FE_ [ [B¥ [_F7 [‘Frm‘l’ rzv_T rsz rnv‘T TE T Fs_ﬁv
STHT VARE (illstat| || = #=|Algsbra|Calc|0ther PramI0|Clean Up
E)

Intervallen von 15 Minuten) angelegt.

- !— Plot, Set,up Cell Header‘ Calc, Ut,11 St,at,
T 12, 4

L 211/4St,dn e
T 54 B DB

2 |1 ek A= o]alo]e] o

3 [Z 33, 67000

4 [3 33, 560000

5 [@ 33, 330000 = 18,5 18,5 18.5 18 18.9 18.9 »
6 5 33 N £1g.500000  18.500000 18.599990 18.0
[ 32, 7ON000 |14, 350000 Erter=0K u 1n(. 92E3IE) - B1375E|
c3 c2-18.4 ] ln(EI FEEELD)

RAD AT TEG " FAD AT TEG FAD_AUTD FEn 230

Weiterfiihrende Aufgaben und deren Durchfiihrung

Erweiterung #1
Die erste Erweiterung konnte auch als Einleitung verwendet werden. Gleichung (1) von Seite

11 ist eine Differentialgleichung. Sie 14sst sich auch als Differenzengleichung formulieren:

Die Temperaturab-(zu-)nahme ist proportional zum Zeitintervall und zur Differenz aus mo-
mentaner Temperatur und Umgebungstemperatur K:

Tn:Tn-lJra'(Tn-l*K) (3)

e pomEdit] v AL [state mes..
FLOTE 2 = e

e e 7. 0000[1, 7oan 3, Seg)

425200 - 1) - LDITS6 - (u2n - 1) - 18.4) £.0000 LS00 9. ghe

i e [ o] ]] W] =T
S o 1. 000[. Fo0ee 36. 530
+ ud=udin - 1)+ 013756 -(udn - 1) - 15.4) L

Jreec 57052

s 4, 000[0, BBEE| 57, 266
ub<na= ud{n>=37 031991938119
HAIN RAD AUTO ZEQ HAIN RAD AUTO ZEQ

u1 und U2 zeigen die rekursiven Definitionen von Zeit und Temperatur bei konstanter Um-
gebungstemperatur 18,4° ab 3:30 Uhr, u3 und u4 entwickeln die rekursiven Folgen zeitriick-
laufig.
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T Fov | _FF [F9 [FET]_ FET . F7
vE Zoom|Edit| ~|All|Stule|Axes..

FLOTE

uiZ=34
< MZEUIn - 1) - W25
ui3=3.5

uid=34

uiS=EEl

u2=u2in - 1) — 013756 -(u2in - 13 - 15.4)

+ ud=udin = 17+ 013756 (udin - 11 - 18.4)
< US=uS(n = 11+ .013?56-[u5(n - 13- ungn]

uib=34

HMHIN EhD AUTO SEQ

1
G

™

FE 2] 7
Setup|isl i Header‘ﬁi-i-i

ud ¥l

o) K]
Fa BEEE 1, PO 35, SEf 25, 536

2. BEEE 1, SHHH 35, SE 25, FEE

SoEEne i, 250036, B35, 991

Bl BRG] 1 L DO S6, 284 36 228

1. BEE . PO EE, S ZE . 454

2, 0000, SO0 36, PR35, 685

Z.000l, 25008137, 03236, 815
4, 000[0, D037, 252 .

ub(n>-37.14492796
HAlN Kl

b AUTD

ub zeigt die zeitriicklaufige Korpertemperatur unter Einfluss der Umgebungstemperatur, die

in der Liste umg gespeichert worden ist.

Ausschnitte aus dem Excel-Arbeitsblatt

Zuerst bestimmen wir mit dem
Solver die Abkiihlungsfunkti-
on des Korpers. Dabei wird die
Summe der Fehlerquadrate in
Zelle E10 minimiert. Die Ab-
kithlungskonstante fiir Viertel-
stundenabsténde ergibt sich
mit 0,0137. Sie wird weiter
verwendet.

In Spalte G tragen wir die interpolierten Werte fiir
die Temperaturdaten ein. In Spalte H erzeugen wir 3]
die riickgerechneten Kdrpertemperaturwerte gemaf

der Differenzengleichung (3).

Auch hier liegt der theoretischen Zeitpunkt des
Todes zwischen 0:00 Uhr und 0:15 Uhr.

Erweiterung #2

02 -] =| =§E$ 14" EXPAZTECH14)
A B C 1] E
1 |Zeitin1/4h | Leberternp. | Temp-differenz Modell SSE
|2 | 1] 34,00 1560 I 15 BB5B555 ! 0,00733687
3 1 3389 1549 15472838 | 0,00029453
4 2 3367 1527 152629079 | 5 [0297E-05
5 3 3356 15,16 150558261 0,0108522
] 4 3333 1493 14,8519539  0,00615378
Fi 5 33,00 1460 146500532  0,00250532
g B 32,73 14,35 144512364  0,00508175
9
10 003227476
11 [Umg.temp. 158,40
12
13 b alpha
14 15 6856555| -0,013660533
15
H3 | = =H2-5CH147(H2-G2)
F G H |
1 Zeit Umgebung
2 | 0330 18,50 34
3 | 0315 1850 I 34 211?383_'
4 | 0300 1850 34 426369
5 | 0245 18,70 34 5439317
6 | 0230 18,20 34 8617343
7| 0215 18,20 350797801
g | 0200 18,20 35,3008045
9 | 0145 19,05 355248482
10 01:30 19,20 357499034
11 01:15 1925 359759839
12 01:00 19,30 362044695
13 00:45 1965 36,4353938
14 00:30 2000 36 FB46913
15 00:15 2020 36,8923398
16 | 00:00 2040 371203661
17| 2345 20,75 373487752
18 2330 21,10 37 5755233

Als zweite mogliche Erweiterung kommt die Durchfiihrung des Ubergangs von der Differen-

zengleichung (3) iiber die Losung der Differentialgleichung (1) zum Newtonschen Abkiih-

lungsgesetz (2) in Frage.
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T;l :]—;7—1 _(X.( n-1 _K)At

T -T

BT LR

£:—oc~(T—K) N ﬂz—a-(T—K) Den Rest iiberlassen wir einem CAS.
At dt

AT [

T-K

Da am Taschenrechner nicht zwischen 7 und ¢ unterschieden werden kann, nehmen wir ¢
und ¢. Als Anfangsbedingung wird daher ¢ (+=0) =¢ 0 in den Rechner eingegeben.

[ﬂ T Fiv TFs-T FH-T FE T (g ‘|' ]
- E Algebra(Calc|dther Praml0|Clean Up

R

[ g)at-=raat - k=ated Tto=et S kb= b0 and L =D

- _.c

mzolusilnft_o - k)=t +o,t) LSt
A mzoluelt B=e%+k,c)

c=1nl [k-t_@)) and k- t_B < Q|
mh_=e T E T ko=t 0 and =0 . £ L
mi_=e®E T ey ko= 1n (k- o))

. - o s to=k-(k-t0) %Y

HAIN FAb RUTO SEQ EE HAIN FAb RUTO SEQ ESIN

KOMMENTAR des CORONERS

Obwohl in vielen TV-Serien (und Kriminalgeschichten und —romanen) dem geschétzten
Todeszeitpunkt grole Bedeutung beigemessen wird, sind gerade die Temperaturwerte die am
wenigsten verlédsslichen fiir diese Schitzung. Da sind eher Informationen iiber den letzten
Zeitpunkt zu dem das Opfer lebend gesehen wurde ein guter Ausgangspunkt. Im Fall, dass
der Tod zu Hause eingetreten ist, sind die angehéufte Post, Telefonaufzeichnungen, Nach-
weise liber die zuletzt verzehrte Nahrung und auch lirmende Wecker gute Hinweise. Aber
nichts ist so gut wie genaue zeitliche Angaben, wann, wo und mit wem das Opfer zum letz-
ten Mal lebend gesehen worden ist.

Im hier berichteten Fall sagten Zeugen aus, dass sie gesehen hatten, dass sich das Opfer am
Abend vorher mit drei ,,Freunden im Fastfood-Restaurant unterhalten hatte, bevor sie zu
viert in das Auto des Opfers eingestiegen und weg gefahren sind. Das hatte sich um 22 Uhr
30 ereignet.

Bei der genauen Untersuchung des Fundorts der Leiche und seiner Umgebung bei Tageslicht
wurde im hohen Gras eine Radkappe gefunden. Auf der nahe gelegenen Stral3e konnten
Spuren eines Reifenprofils gesichert werden, die mit dem Profil der Reifen des Opfers iiber-
einstimmten. Die drei ,,Freunde* wurden identifiziert und befragt. Einer der drei berichtete
iiber eine hitzige Auseinandersetzung zwischen ihnen und dem Opfer. Er erzdhlte, dass sie
die Autoschliissel genommen und mit dem Auto weggefahren seien und das Opfer allein zum
Restaurant zuriick gegangen sei. Sie wurden verhaftet und auf sie wartet eine Gerichtsver-
handlung.
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Eine Buchstabensuppe

Unfall oder Selbstmord? Ein merkwiirdiger Abschiedsbrief!

WAS GESCHAH ...

Du wirst gerufen, um bei der Untersuchung eines vermuteten Selbstmordes in
der besseren Wohngegend deiner Stadt mitzuwirken. Bei der Haustiire wirst
du von Polizeibeamten empfangen, die gerade den Ehemann des Opfers be-
fragen. Du wirst dann zum Biiro im ersten Stock des Hauses geleitet, wo du
das Opfer findest. Es handelt sich dabei um eine Frau im Alter von etwa vier-
zig Jahren, deren Oberkorper tiber den Schreibtisch gestreckt liegt. Offen-
sichtlich blieb der Ort des Geschehens nicht unberiihrt, denn auf dem Schreib-
tisch befindet sich nichts auler einem halb geleerten Wasserglas. Du machst
Fotos und notierst alle Auffilligkeiten. Dabei findest du auch eine Schreib-
tischlade, in die augenscheinlich hastig Gegenstinde vom Schreibtisch ge-
rdumt worden sind. Darunter befindet sich eine leere Schachtel von Schlaf-
pulvern und auch ein sehr seltsames Schriftstiick, das unten abgebildet ist. Bei
einer Besprechung mit den Polizeibeamten erfahrst du, dass der Ehemann, der
offensichtlich finanziell von seiner Frau abhéngig ist (war), darauf dréngt,
dass der Tod als Unfall und nicht als Selbstmord erklért wird. Er behauptet,
dass seine Frau oft Schlafmittel gebraucht hitte und offensichtlich dieses Mal
ungliicklicherweise eine zu grofle Dosis genommen hétte. Im Falle eines Un-
falls hétte er sehr rasch Zugriff auf das Erbe. Nachdem du die Medikamenten-
schachtel genauer betrachtet hast, kommst du zum Schluss, dass auf Grund
des Datums der arztlichen Verschreibung und der vorgeschriebenen Dosie-
rung es mehr als unwahrscheinlich ist, dass jemand durch einen Zufall eine
derartige Menge von Schlafpulvern einnehmen kénnte. Uberdies bist du natiir-
lich sehr neugierig geworden, was die ,,Botschaft” mit der zehnstelligen Zahl
am Ende bedeuten kdnnte.

dv kadautfwa dra zhll xvka dv tc ehwi hxxvgwd gla dra
wgteau eamvj. zhfu dra kfgfdl. nvu ahxr zhfu xgea dra
wgteau hwk draw dhia dra uathfwkau jraw kfbfkak ec
nfndaaw. zmhxa dra ualgmdl dvgadrau hwk cvg rhba fd!

1113051208
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Hintergrundinformationen

Die Nachricht ist offensichtlich auf irgendeiner Weise verschliisselt. Man konnte glauben,
dass die am Ende angegebene Zahl fiir die Entschliisselung von groer Bedeutung ist. Du
wirst diese Meinung besonders dann vertreten, wenn du gerade einen Bestseller iiber Vermo-
gen, die in SchlieBfachern von Schweizer Banken liegen, gelesen hast. Du bist davon begeis-
tert, dass die von Null verschiedenen Ziffern zu den ersten sechs Zahlen der Fibonaccifolge
gehoren. Weitere Untersuchungen ergeben, dass die Bank des Opfers den ausdriicklichen
Auftrag hat, die Gelder ihres betréchtlichen ,,Schenkungskontos® jenen Personen auszuzah-
len, die die Geheimnummer ihres Kontos wissen. Die Zahl am Ende der Nachricht ist nicht
diese Nummer. Die mit der Untersuchung des Falls beauftragen Beamten kommen zum
Schluss, dass es wichtig sei, die Botschaft zu entschliisseln.

Geheimschriften und Verschliisselungen sind fast so alt wie die Schrift selbst. Es gab immer
Umsténde, die geheime Informationen erforderten oder von denen man zumindest annahm,
dass sie geheim gehalten werden mussten. Einer der éltesten Codes war der so genannte
Caesar-Code. Er wird Julius Caesar zugeschrieben, der damit mit seinen Generdlen Nach-
richten ausgetauscht haben soll. Die Idee ist sehr einfach: wihle eine Zahl, zB 5, und ver-
schiebe dann jeden Buchstaben des Alphabets um 5 Stellen. Dann wird in diesem Fall aus A
ein F, aus B ein G, usw. Am Ende des Alphabets beginnt man wieder von vorne: so wird
dann aus V ein A, aus W ein B usw. Diese Verschliisselung war eine Zeit lang recht wir-
kungsvoll, aber die Codeknacker kamen bald dahinter, dass sie in maximal 25 Versuchen die
Botschaft entschliisseln konnten. Es geniigte meist schon fiir ein geniigend langes Wort die
Verschiebungszahl zu finden, die dieses Wort zu einem sinnvollen transformierten machte,
um den ganzen Text zu decodieren.

Der logische nichste Schritt in der Entwicklung von Verschliisselungen (= Codes) war der
Substitutionscode (nach Caesar’s Veschiebungscode). In diesem Fall wird das Alphabet
durchgemischt und dann ersetzt jeder Buchstabe des gemischten Alphabets jenen, der an der
gleichen Stelle im normalen Alphabet steht. Wenn zB R und U die ersten beiden Buchstaben
und A und E die letzten beiden des Mischalphabets (das ist dann der Code) sind, ersetzen sie
A und B bzw. Y und Z im zu verschliisselnden Text. Der Empfanger der Nachricht muss
natiirlich eine Kopie des Codes besitzen und braucht nur den Vorgang umzukehren um die
Originalnachricht lesen zu konnen. Leider ist dieses Verfahren, obwohl es in vielen Rétseln
in Zeitschriften auftaucht, eben nur das, ein einfaches Rétsel. Es ergibt keine sichere Ver-
schliisselungsmethode. In jeder Sprache treten die Buchstaben mit gewissen — bekannten —
Haufigkeiten auf.

In der folgenden Tabelle finden wir die Haufigkeiten der Buchstaben in ,,normalen* engli-
schen Texten. Die anschlieBende Zusammenstellung reiht die Buchstaben in ,,Héaufigkeits-
gruppen®, wobei mit dem héufigsten Buchstaben, dem ,,E“ begonnen wird. Etwa gleich hiu-
fig (selten) treten die Buchstaben V, K, X, J, Q und Z auf (héchstes 1%).

Hinweis: Wir verwenden keine Umlaute und kein scharfes f3.
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A B C D E F G H I J K L M

7,81 | 1,28 | 2,93 | 4,11 | 13,05 | 2,88 | 1,39 | 5,85 | 6,77 | 0,23 0,42 3,60 | 2,62

5,00 | 2,50 | 1,50 | 5,00 | 18,50 | 1,50 | 4,00 | 4,00 | 8,00 | >0,50 | 1,00 3,00 | 2,50

N o P Q R S T U v w X Y V4

7,28 | 821 | 2,15 | 0,14 6,64 | 6,46 | 9,02 | 2,77 | 1,00 | 1,49 0,30 1,51 | 0,09

11,50 | 3,50 | 0,50 | <0,50 | 7,00 | 7,00 | 5,00 | 5,00 | 1,00 | 1,50 | <0,50 | <0,50 | 1,50

Tabelle 1: Tabelle der Buchstabenhdufigkeiten (in %) in der englischen (2. Zeile) und deutschen Spra-
che (3. Zeile)

I ~13% E
II ~9% T
I 6—8% A,O,N,R, LS
v 5-6% H
\Y 2,5-45% | D,L,F,C,M,U
VI 1-2,5% G, Y,P,W,B
VII hochstens 1% | V, K, X, J,Q,Z

Tabelle 2: Buchstabengruppen geordnet nach Haufigkeiten (englische Sprache):

Die Haufigkeiten fiir die verschiedenen Sprachen findet man in vielen einschldgigen Publika-
tionen und im Internet. Eine Adresse ist:

http://www.santacruzpl.org/readyref/files/g-l/Itfrgeng.shtml

Diese Internetseite bietet auch die Héufigkeiten des Auftretens der Buchstaben in anderen
Sprachen wie Deutsch, Franzosisch und Spanisch. Man gelangt zu diesen, indem man das
»eng“in der URL (Iltfrgeng.shtml) ersetzt durch ger, fr oder sp.

Die Haufigkeitstabellen erwiesen sich als das Ende der Substitutionscodes. Sie waren nicht
mehr sicher. Wihrend es sehr unwahrscheinlich ist, dass die Haufigkeiten in einer kurzen
Nachricht auftreten, folgen sie in langeren Texten zumindest in der Reihenfolge fiir die wich-
tigsten Buchstaben. Sind einmal diese Buchstaben identifiziert, kann die Botschaft mit gro-
Ber Wahrscheinlichkeit entziffert werden. Kurze Nachrichten passen sich oft den Werten der
Haufigkeitstabelle iiberhaupt nicht an. Hier kann die grobere zweite Tabelle ein guter Start
zum Knacken der Nachricht sein. AuBlerdem gibt es auch Tabellen fiir die Haufigkeiten von
Zweier-, Dreier- und Vierergruppen von Buchstaben. Im Deutschen fithren ,,EN“, , ER* und
,,CH® die Hitliste der Buchstabenpaare an.

Andere Codierungsverfahren ersetzten die Substitutionscodes fiir militdrische und diplomati-
sche Kommunikation. Ein bedeutendes wurde vom franzdsischen Kryptographen Blaise de
Vigeneére (1523-1596) entwickelt. Er verwendete ein Schiisselwort, wobei die Buchstaben
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des Originaltextes um die Position des Zeichens des Schliisselworts an dieser Stelle verscho-
ben werden.

Ein Beispiel soll das verdeutlichen: Unser Text beginnt mit ,,SEE“ und das Schliisselwort
beginnt mit ,, THIS*.

Original S(19) E®) EOB) .. In Klammern stehen die Positionen
Schliissel T(20) HE®) 1(9) S(19) im Alphabet, bzw. die den Positio-
Summe mod 26+1 [ 14 (N) 14(N) 15(M) ... nen entsprechenden Buchstaben.

Der verschliisselte Text beginnt demnach mit ,NNM®“. Wenn wir zum Rest nach Division
durch 26 (mod 26) nicht 1 hinzufligen wiirden, gédbe es auch das Resultat 0, was keiner
Buchstabenposition entspricht. Man konnte die Buchstaben auch von 0 bis 25 nummerieren,
und den Einser weglassen. Falls das Schliisselwort kiirzer ist als der zu codierende Text, wird
es einfach periodisch wiederholt.

Nun wollen wir NNM wieder entschliisseln, wobei die Prozedur einfach umgekehrt wird.

codierter Text N (14) N(14) M(15) .. Hinweis: —6 mod 26 =20
Schliissel TR0 H® 10O S19
Differenz mod 26—-1|19(S) 5(E) 5(E)

Womit SEE wieder gewonnen wurde.

Damit haben wir eine Situation wie beim Blick durch ein VergroBerungsglas. Die Welt des
Entschliisslers ist der Gegensatz zur Welt des Verschliisslers. Das Schliisselwort spielt dabei
die Rolle des Vergroferungsglases.

Von diesem Code hat man lange angenommen, dass er nicht zu knacken sei. Daher auch sein
Name ,,Le Chiffre Indéchiffrable”. Es gelang jedoch dem Engldnder Charles Babbage, der
auf dem Gebiet der Informatik Pionierarbeit geleistet hat, und dem preussischen Offizier
Friedrich Wilhelm Kasisk,i diesen Code unabhingig voneinander erfolgreich zu attackieren.
Sie verwendeten statistische Methoden und die Untersuchung der Haufigkeiten von Wieder-
holungen. Die Kryptoanalyse fiir diesen Code ist aber bei weitem schwieriger als beim einfa-
chen Substitutionsverfahren.

Bis vor nicht allzu lange Zeit wurde eine Variante der Vigenére-Methode, die fiir jedes Do-
kument einen eigenen Schliissel verwendet, im diplomatischen Austausch von Nachrichten
verwendet. Der Schwachpunkt liegt aber darin, dass sowohl Sender wie auch Absender iiber
eine Kopie des Schliissels verfiigen miissen. Es beeintrachtigt natiirlich die Sicherheit unge-
mein, wenn der Schliissel in unrechtméBige Hénde gelangt.

Moderne Verschliisselungsmethoden basieren auf Ergebnissen der Zahlentheorie und ab-
strakten Algebra. Mit einer dieser Methoden lésst sich auch die Zahl am Ende der Nachricht
der Toten entschliisseln. Dieses Verfahren werden wir spéter genauer behandeln.
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Jetzt ist es aber an der Zeit, zu unserer Aufgabe zuriickzukehren, diese letzte Nachricht zu
dechiffrieren. Wir vermuten, dass ein Substitutionscode verwendet wurde. Um dir bei dieser
Aufgabe zu helfen, werden dir Hilfsprogramme fiir Derive und den TI-CAS-Rechner zur
Verfiigung gestellt. Diese Programme werden fiir dich die Haufigkeit der Buchstaben heraus-
finden und auch eigene Nachrichten mit Hilfe eines gemischten Alphabets verschliisseln.

Forensische Aufgabe
e Den Wert einer genauen Beweissicherung am Ort eines Todesfalls demonstrieren,
dass die Todesart bestimmt werden kann: natiirlicher Tod, Selbstmord, Mord oder
Unfall
Mathematische Aufgaben

Verfahren 1 — ein einfacher Substitutionscode

e Ermitteln der Haufigkeiten des Auftretens der Buchstaben in einer verschliisselten
Nachricht und vergleichen dieser Haufigkeiten mit den bekannten Haufigkeiten der
Buchstaben in englischsprachigen (oder anderen) Texten

e Verwenden dieser Haufigkeiten, um den Inhalt einer Nachricht herauszufinden

e  Arbeiten mit bereitgestellten Programmen zur Unterstiitzung von Ver- und Ent-
schliisseln von Nachrichten

Verfahren 2 — der Vigenére-Code

e Vergleichen der Ergebnisse einer Vigénere-Codierung mit einer einfachen Substitu-
tionsmethode

Verfahren 3 — der RSA-Code

e Kennen lernen der Modulararithmetik

e Verstehen der Grundlagen des RSA-Verfahrens, eines Systems mit 6ffentlichem
Schliissel (Public Key Crypto-System)

e FEiniges iiber Primzahlen und deren Rolle im RSA-Codierungssystem lernen

e Kennen lernen einiger beachtenswerter Eigenschaften der MOD-Funktion im Zu-
sammenhang mit einfachen zusammengesetzten Zahlen (Produkt zweier Primzah-
len)

Materialien
e Derive oder ein anders CAS, CAS-Rechner, Graphischer TR oder Excel

e FEin englisches (oder anderssprachiges) Worterbuch

© bk teachware



24

bk teachware Schriftenreihe

Verfahren 1 — ein einfacher Substitutionscode

Folge den Anweisungen deines Lehrers / deiner Lehrerin und lade die Hilfsprogramme:

Scramble () erzeugt eine Zufallsanordnung des Alphabets
No Caps (Text) wandelt Grof3- in Kleinbuchstaben um
Encode (Text) codiert einen Text im Substitutionsverfahren

Encode Code (Text) codiert einen Text im Substitutionsverfahren und gibt auch

den verwendeten Ersetzungscode aus

freq(Text) gibt die Haufigkeit der Buchstaben in einem Text aus (ab-

solut und in %)

Du wirst diese Programme dazu verwenden konnen, die verschliisselte Botschaft der tot

aufgefundenen Frau zu entziffern und auch eigene Botschaften zu verschliisseln.

WIR ENTSCHLUSSELN DIE NACHRICHT

1.

#6:
#7:
#8:
#9:

#10:

Bevor wir uns mit dieser Nachricht beschiftigen, wollen wir das Entschliisselungsver-

fahren an einem kiirzeren chiffrierten Text versuchen. Hier ist eine Derive-Sitzung (am

TI-Rechner geht es genau so, wie der Bildschirmausschnitt zeigt!)

Notation = Decimal

NotationDigits = 3

msg := kdkf zbh xek vtokx nkghj, fbx kdkhyxeofl os jii gijam jfw peoxk

freq(msg)
a b ¢ d e f g h
1 2 0 2 3 4 2 3

1.96 3,92 0 3,92 5.88 7.84 3.92 5.88
o p q r s t u v W

4 1 0 0 1 1 0 1 1

i j k 1 1] n
3 4 8 1 1 1
5.88 7.84 15.6 1.96 1.96 1.96

X y z

5 1 1

7.84 1.96 0 0 1.96 1.96 0 1.96 1.96 9.30 1.96 1.96

"

(Die Zeichenkette muss unter

Wenn wir die, mit dem Programm freq(Text)
erzeugte Haufigkeitstabelle betrachten, fillt auf,
dass das ,,k* der am héaufigsten vorkommende
Buchstabe ist, gefolgt vom ,,x*, das 5 mal vor-
kommt (15,6% bzw. 9,8%). Nach Tabelle 1
konnten das die Buchstaben ,,e und ,,t“ sein.

Wir fiihren die entsprechenden Ersetzungen durch:

"e e te et e tee t

eingegeben werden: msg:= "kdkf z ...)

I’fi 'l’rz TrsTruTrs F& T‘|
vE ngevbr*a Calvc. Dth:':-r‘ Pr‘ngDTClear: Up

® Jdkhuxeof]l os jii gijam jfu peomdck" + msg
"kdkf zbh xek vbtokx nkahi, fbx kdkhgxde
B eyl msg)
e T P g npn mgw
l1.00 2,00 0.00 Z.00 3,00 4,00 Z.Ck

1.9 3.%2 0.00 3.92 5.88 V.84 3.%

fregimeg)

CREYFTO RAD AUTO FUNC 2/20

e

"kdkf zbh xek vtokx nkghj, fbx kdkhyxeofl os jii gijam jfw peoxk"
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Der Text ist natiirlich viel zu kurz, dass die Statistik hier ihre wirkliche Macht zeigen
kann, aber wir kdnnen ja unseren Hausverstand und unsere Kenntnisse der englischen
Sprache einsetzen. Wir vermuten, dass das dritte Wort ,,t . e der Artikel ,,the sein
koénnte, und substituieren fiir alle ,,e* ein ,,h*":

"e e the et e tee th h te"
"kdkf zbh xek vtokx nkghj, fbx kdkhyxeofl os jii gijam jfw peoxk"

Wir kehren zur Haufigkeitstabelle zuriick und finden, dass die Buchstaben ,,f*, ,,j* und
,0" die gleiche Haufigkeit aufweisen und damit hochstwahrscheinlich in die Gruppe 11
(A, O,N, R, I, S) gehoren. Wie sollen wir uns entscheiden? Etwas Kombinationsgabe ist
gefragt. Im vorletzten Wort tritt das Buchstabenpaar ,,jf* auf, von dem wir annehmen
konnen, dass nicht beide Vokale sind. Es bleibt aber noch immer eine Menge von Mdg-
lichkeiten offen. Nach Tabelle 1 versuchen wir es mit ,,a“ fiir ,,j* und ,,n“ fiir ,,f*.

"e en the et e a ntee th a a h te"
"kdkf zbh xek vtokx nkghj, fbx kdkhyxeofl os jii gijam jfw peoxk"

Schon langsam verlassen wir den Bereich, in dem die Statistik hilft, aber von den hau-
figsten Buchstaben im Text ist noch das ,,0% iibrig und von Gruppe III sind noch O, R, I
und S zu vergeben. Wenn wir das letzte Wortfragment ,,h. te betrachten, fallen wohl R
und S, aber auch O aus und ex bleibt ,,i fiir ,,0:

"e en the djet e a ntee thi i a a hite"

"kdkf zbh xek vtokx nkghj, fbx kdkhyxeofl os jii gijam jfw peoxk"

Jetzt miissen wir uns auf unsere Kenntnisse der englischen Sprache berufen. Versuche
das Sprichwort zu vervollstandigen. (Tipp: ,,0s“ und ,,j i1 kdnnen weiter helfen. Die
Losung findest du im Verlauf der néchsten Seite.)

Nun solltest du auch den Abschiedsbrief von Seite 19 dechiffrieren konnen. Wenn es
gelungen ist, fithre die darin gegebenen Anweisungen aus. Wie lautet dein Ergebnis?

CODIERE EINE EIGENE NACHRICHT

1.

Verfasse eine ,,Top Secret“-Nachricht im Umfang von ca. 200 Buchstaben an einen
deiner Freunde. Schreibe in Englisch oder Deutsch.

Wende das Programm freq() auf die Nachricht an und vergleiche die auftretenden
Haufigkeiten mit den Werten aus der Tabelle. Erzeuge fiir deinen Gebrauch auch eine
Tabelle nach Art der Tabelle 2 fiir die deutsche Sprache.

Codiere die Nachricht mit dem Encode-Programm.

Wende freq() auch auf den codierten Text an und vergleiche die Haufigkeiten mit
denen der unverschliisselten Nachricht.

Sende (oder iibergib) die Nachricht einem Freund oder einer Freundin. Du solltest auch
von ihm/ihr eine auf diese Weise chiffrierte Nachricht erhalten.
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Versucht nun beide, die Nachrichten zu entschliisseln. Je ldnger der Text und je ,,norma-
ler* er ist, desto eher werden die Héufigkeiten aus den Tabellen 1 und 2 angewendet
werden kdnnen. (Wenn du zB die Lebensgeschichte von Abraham a Sancta Clara er-
haltst, wird es nicht so einfach werden! Warum nicht?)

Verfahren 2 — der Vigenére-Code

1.

Lade die Hilfsprogramme

— Ltrs_Only(Schliissel) entfernt alle Leer- und Sonderzeichen aus dem

Schliisseltext, wandelt in Kleinbuchstaben um.

— Vig_Encode(Schliissel,Text,Richtung) verarbeitet den Text mit dem vor-
liegenden Schliissel (Richtung = 0: verschliisseln
und Richtung = 1: entschliisseln).

Vergiss nicht, dass alle Zeichenketten zwischen " eingeschlossen werden miissen, die
dann aber im Derive-Fenster nicht aufscheinen. Arbeite mit Variablen fiir die Zeichen-
ketten (strings).

Teste das Programm, indem du deinen vollen Namen mit dem Schliissel ,,Master Spy*

codierst und dann wieder entschliisselst.

Verwende den Satz ,,Even for the gentle zebra not everything is all black and white.*,
um die Nachricht, die du als Coroner gefunden und bereits entschliisselt hast, nun mit
dieser Methode zu codieren.

Untersuche die Haufigkeit der Buchstaben in dieser Form der Nachricht. Gib einen kur-
zen Bericht deiner Ergebnisse und begriinde diese.

|f1 T Fr ‘l’rsTru 'l’rs FE T‘|
- E ngevbr*a Calvc. Dth;r* Pr‘ngDTClear: Up

V_Encode(Master Spy, James Bond, 1) = xcgzy uied

my_gncodel "Master Spu", "Pat and Carl Lip
"dem wtw werz ngrol foibdusn® V_Encode(Master Spy, xcgzy uied, 0) = james bond
= y_shcode "Master Spu", "doh wiw wrrz nep
"pat._and carl lewis leinbach"

wncode("Master Spy" . ansC1> . 0>
CRYFTO RAD AUTO FUNWC 2/30

Verfahren 3 — der RSA-Code

In der HighTech-Welt des modernen Geschéftslebens besteht der dringende Bedarf, Nach-
richten so zu verschliisseln, dass der Absender moglichst einfach codieren, dass aber nie-

mand aufler dem befugten Empféanger die an ihn gerichtete Information wieder decodieren

kann. Die Losung dieses Problems sind die so genannten Public-Key-Kryptosysteme (Syste-

me mit 6ffentlichem Schliissel). Das heif3t, dass jede Person an eine andere Person oder an

eine Einrichtung (Firma, Universitdt, Geheimdienst, ...) iiber einen von dieser Person oder

Einrichtung 6ffentlich aufgelegten Schliissel kommunizieren kann. Dieser Code entpuppt

sich jedoch als eine Falltiire (trap door), denn, wenn der Text einmal verschliisselt wurde, ist
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nur mehr der Ausgeber des Schliissels (und damit der Empfianger der Information) in der
Lage, diesen wieder zu entschliisseln. Diese Idee entstand in der Mitte der 70er Jahre und
wurde einige Jahre spiter in eine praktikable Form umgesetzt. Die Erfinder dieser Methode —
Ronald Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman vom MIT — gaben mit den Anfangsbuch-
staben ihrer Namen der Methode die Bezeichnung RSA-System.

Was ist nun die Falltiire? Man kann sehr einfach zwei — auch sehr groBe — Zahlen multipli-
zieren, aber es ist schon viel schwieriger, ein Produkt zu faktorisieren. Kannst du zB rasch
im Kopf die Faktoren von 119 bestimmen? Und wie schnell multiplizierst du 7 mit 17? Die
Ironie des RSA-Verfahrens liegt darin, dass es sofort geknackt werden kann, wenn man die
Faktoren eines der ver6ffentlichten Schliissel kennt. Diese Zahl ist das Produkt zweier au-
Berordentlich groBer Primzahlen. Die in der Praxis verwendeten Primzahlen haben eine Lén-
ge von 300 oder mehr Stellen. Wenn sie sorgfiltig genug gewéhlt werden, benotigen selbst
die zur Zeit schnellsten Computer Jahrhunderte, um das Produkt von derartigen Zahlen zu
faktorisieren. Probleme wie diese, die zwar 16sbar sind, aber nicht in verniinftigen Zeit, kann
man widerspenstige (intractable) Probleme nennen.

Fiir die folgende Untersuchung benétigst du die Funktionen PRIME?, NEXT_PRIME und MOD,
wenn du mit Derive arbeiten kannst/willst. Uber die Online-Hilfe kannst du mehr iiber diese
Funktionen erfahren. Auf den Taschenrechnern ist nur die MOD-Funktion verfiigbar, die aber
in diesem Zusammenhang die wichtigste ist. AuBBerdem musst du das Hilfsprogramm
Keys(Primzahl1l, Primzah12) laden. Beginnen wir nun mit unserer Verschliisselung:

EINE SCHRITTWEISE EINFUHRUNG IN DIE RSA-METHODE

1.  Waihle zwei beliebige Primzahlen. Wir nehmen gleich p =7 und ¢ = 17 von oben.
2. Bilde das Produkt »=p - g. r = 119 ist Teil des 6ffentlichen Schliissels.

3. Als nichstes miissen wir zwei ganze Zahlen m und n bestimmen, die den 6ffentlichen
Schliissel vervollstandigen. m und #» miissen die Gleichung

m-n=k(p-1)(@g-1)+1
fiir irgendein ganzzahliges £ erfiillen. Das Programm Keys findet fiir dich einen Satz von
Werten fiir k, m und n. Fiir so kleine Zahlen wie p = 7 und ¢ = 17 kdnnen wir das mit
Hilfe der Funktionen PRIME? und FACTOR selbst erledigen. Mit dem Taschenrechner
missen wir auf PRIME? verzichten, konnen aber liber das Faktorisieren sofort feststel-
len, ob es sich um eine Primzahl handelt oder nicht.

4. Wir setzen fiir k£ der Reihe nach ganze Zahlen, beginnend mit k£ = 1 ein und versuchen,
das entstehende Produkt zu faktorisieren. In der Abbildung sichst du die Vorgangsweise
mit Derive und am CAS-Taschenrechner. Leider faktorisiert Derive in der Tabelle nicht
vollstdndig. 5 - 77 lieBe sich natiirlich noch weiter zerlegen in 5 - 7 - 11. Wenn du 77 ak-
tivierst und die Tabelle nochmals faktorisierst, macht das Derive dann auch. Fiihre die
Tabelle selbst bis £ = 20 weiter.
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#1:  TABLE([k-(7 - 1).(17 - 1) + 1, PRIME?(k-(7 - 1)-(17 - 1} + 1), FACTOR(k.(7
- 1)-(17 - 1) + 1)1, k, 10)

1™ FZ B & FE FEY | F7
» f—|Flot. Setup|Cell |Header|Calc|Util|[Stat
197 true 97 TATR [k Rk 16 Falktorizie]
o1 [ _
2 193 true 193 1 1 Er a7
2 2 193 193
2 3 3 289 1772
3 289 false 17 4 4 385 SHFE]
=] S 481 13437
4 385 false 5.77 ] g SFF SFF
T i EF5 EF5
S 481 false 13.37 c3=fFactoric?>
#2: CRYFTD FAD AUTO FUNC
6 577 true 577

5. Fiir k=1 und 2 gibt es keine Werte fiir m und n. Fiir k= 3 wire m =n = 17. Da es nicht
sinnvoll ist, fiir m und n gleiche Zahlen zu wéhlen, suchen wir weiter. Fiir £ = 4 gibt es
drei Faktoren 5, 7 und 11. Jetzt diirfen wir zwischen m = 11 und n = 35 oder m = 5 und
n =77 aber auch m = 7 und n = 55 wiahlen. Jede Auswahl ist geeignet. Wir nechmen das
Paar (11,35). Der offentliche Schliissel wird durch das Zahlenpaar (» =119, m = 11) ge-
bildet und folgendermafien verwendet:

6. Nun konnen wir die Nachricht schon verschliisseln. Sie soll der Einfachheit halber
»WER" lauten. Die Buchstaben werden in der gleichen Weise dargestellt, wie das im
Computer geschicht. Im ASCII-Code (American Standard Code for Information Inter-
change) werden die GroBBbuchstaben dezimal durch Zahlen von 65-90 und Kleinbuch-
staben von 97-122 représentiert. Alle Sonderzeichen haben auch ihre Codezahlen.

A B C D E F G H I J K L M

65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77

N O P Q R S T U v w X Y V4
78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

7. Zur Verschliisselung eines Buchstabens (oder eines anderen Zeichens) suchen wir des-
sen ASCII-Code a und transformieren in a* so, dass

a* = Rest nach Division von a” durch r.

Wenn wir das nur Buchstabe um Buchstabe durchfiihren, wird der Code um nichts si-
cherer als ein Substitutionscode, daher werden in der Praxis Buchstabengruppen auf die-
se Weise codiert. Das soll im Rahmen dieser kurzen Illustration vernachléssigt werden.
Ubung: Zeige an einem Beispiel, dass die zeichenweise RSA-Codierung die gleichen
Eigenschaften wie eine Substitutionscodierung aufweist.

8. Unsere Botschaft beginnt mit dem ,,W*, dessen ASCII-Code ist 87. Nach der Vorschrift
ist seine Verschliisselung der Rest von 87'" bei Division durch 119. Um das zu berech-
nen verwenden wir die MOD-Funktion, die den Divisionsrest ausgibt.

11
MOD(87 , 119) = 110 Damit senden wir 110 fiir den Buchstaben W.

Ubung: Zeige, dass ,,WER* als (110,69,10) codiert wird.
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9. Fiir die Entschliisselung verfahren wir mit a* genau so wie mit a, nur mit dem Unter-
schied, dass mit »n potenziert wird:

a = Rest nach Division von (a*) " durch r.
1 debralcatc jother Prantolclemn Up Mit Hilfe von MOD ist das auch rasch erledigt.

Ubung: Ver- und entschliissle deinen Namen.

Wir wollen alle Nachrichten in Grof3buchstaben um-

wmod(a71l, 119) 110 .

= mod 11033, 113) s wandeln und so verschliisseln.
Al AUTO

CRYFTO0 [T FUNEL 2730

Ein Satz der Zahlentheorie, der vom franzosischen Rechtsanwalt und Hobbymathematiker
Pierre de Fermat (1608-1665) stammt, stellt sicher, dass der Code eindeutig umkehrbar ist,
wenn nur die Zahlen m, n und » auf die oben dargestellte Weise gewihlt werden. Darin be-
steht die Schonheit und die Eleganz des RSA-Verfahrens, wenn p und ¢ sehr grofle Primzah-
len sind.

Einsatz der Stéarke eines Computeralgebra Systems
In diesem Abschnitt wirst du zuerst zwei grof3e Primzahlen erzeugen und damit deinen Na-
men im RSA-Code chiffrieren. Den ASCII-Code hast du schon kennen gelernt.

Suche im Internet oder in IT-Biichern eine Tabelle des ASCII-Codes. Der Standardcode ist
der 8-bit-Code, aber um noch mehr Zeichen darstellen zu kénnen, wurde er in einen 16-bit-
Code umgewandelt. Vereinfachend bleiben wir bei der Verschliisselung von GroB3buchsta-

ben. Mit den iiblichen Sonderzeichen sind die Codes dann zweistellig.

Fiir die nichste Ubung benétigst du die folgenden Hilfsprogramme:

— To_Caps(Text) wandelt die Information in Grof3buchstaben um.

— Chunk_Message(Text) bildet Gruppen von maximal 7 ASCII-Codes.

— RSA_Encode(Text,r,m) verschliisselt den Text mit dem Offentlichen Schliissel
(r,m).

— Chunk_ASCII(Zah1) wandelt iiber den ASCII-Code in Kleinbuchstben um.

— RSA_Decode(Liste,r,n) entschliisselt die Nachricht mit dem privaten Schliissel.

Ein kleines Demo zur Verwendung von gro8en Primzahlen

1. Wir wollen zwei grof3e Primzahlen suchen, die mindestens 14 Stellen haben. So wihlen
wir vier Daten von geschichtlicher Bedeutung:

14. Juli 1789 Erstiirmung der Bastille 14071789
4. Juli 1776 US-Unabhingigkeitserklédrung 4071776
15. Juni 1215 Magna Charta 15061215

12. Sept. 1683 Ende der 2. Tiirkenbelagerung Wiens 12091683
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4.

mess

mess

Wir erzeugen die Primzahlen aus diesen vier Zahlen mit Hilfe der Derive-Funktion
NEXT_PRIME(). Mit den gewonnenen Primzahlen p und g kénnen wir iiber das Hilfspro-
gramm Keys(p,q) die fiir uns wichtigen GroBen », m und n gewinnen. Da es i.A. meh-
rere Moglichkeiten fiir m und n gibt, wie du oben gesehen hast, liefern verschiedene
Aufrufe von Keys(p, q) unterschiedliche Paare (m,n).

[p := NEXT_PRIME(14071789-4071776), q :- NEXT_PRIME(15061215-12091683)]

[p = 57297172727303, q := 182115437374861]

r m n
Keys(p, q) = [ ]
10434699671575743142140529883 13 4816015233034847875167889717

e ) = [ r m n ]
10434699671575743142140529883 277 37670395926265356424297573
MOD(13-4816015233034847875167889717, (p - 1)-(q - 1)) = 1
MOD(277 -37670395926265356424297573, (p - 1)-(q - 1)) = 1
Die Derive-Funktionen PRIME? und NEXT_PRIME konnen fiir den TI-Rechner nachge-

baut werden, sie laufen aber dort doch wesentlich langsamer, sodass es wenig Sinn
macht, mit den hier verwendeten groflen Zahlen zu arbeiten.

| a1 i st [ofher [rrimIo]c1stn Up %EHL t1111151
Do
Fr-amPREIME
= prine(1111111) 1111151 SAHLE 1111153
"ppims(1111151) tLE| HEIH
mprine(1111153) falss Daone
CRYFTO FRD_AUTO FUND 2430 .

Die wichtige Information ,,Mathematics rules* wird RSA-codiert und soll dir iibermittelt
werden. Du kannst den 6ffentlichen Schliissel, bestehend aus » und m beniitzen und
brauchst nur einzugeben: RSA_Encode (“Mathematics rules“,10436...,277). Es st
sicherlich interessant zu sehen, was nun tatsichlich verschliisselt wird. Uber
Chunk_Message(“Mathematics Rules*) kannst du die Blocke von ASCII-Codes er-
kennen. Der erste sollte 77658472697765 sein. Dieser Block wird codiert, indem er zur
Hochzahl m = 277 erhoben wird. Dann wird der Rest der Potenz bei Division durch
r=104346...883 bestimmt. Damit ist der erste Block verschliisselt. Das Ergebnis der
kompletten Verschliisselung ist eine Liste von vielstelligen Zahlen. Uberpriife, ob der
erste Block richtig codiert wurde.
[169535547044888470632651119, 5054567503042132270929888254,
8144035635331890996721506610]
Du erhiltst diese Nachricht und verwendest deinen privaten Schliissel n =376703...573
i= RSA_EncodelMathematics Rules, 10434699671575743142140528883, 277)

1= [169535547044888470632651119, S054567503042132270820888254 , 81440356353318909967 21506610

RSA_Decodel(mess, 10434699671575743142140529883, 37670395926265356424297573) = MATHEMATICS RULES

und kannst die Information im Klartext lesen. Und das funktioniert auch am TI-Rechner!
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5. Um deutlich zu machen, dass man wirklich ,,groBe* Primzahlen fiir dieses Verfahren
bendtigt, faktorisiere mit Derive (oder dem CAS-Rechner) die 28-stellige Zahl » und be-
achte die dafiir aufgewendete Rechenzeit. Mit Derive kann man diesen Code innerhalb
weniger Sekunden knacken. Er ist also nicht wirklich ,,geheim®, aber bei Zahlen in der
GroBenordnung von 300 Stellen oder mehr, wird das Verfahren widerspenstig.

6. Nimm vier Daten, die fiir dich von Bedeutung sind (Geburtstage, historische Daten, die
du weiBt, ...) und erzeuge einen Code mit Hilfe des dir zur Verfliigung stehenden Werk-
zeugs. Stelle einem Freund oder einer Freundin den 6ffentlichen Code zur Verfiigung
und er oder sie soll dir eine Nachricht zukommen lassen. Du entschliisselst anschlieBend
die Botschaft.

Hier sind einige Bilder von der Durchfiihrung am CAS-Rechner. keys(p, q) lduft natiirlich
wesentlich langsamer als am PC.

|f1 ‘|’ Fev T [ ‘|’ i ]’ FE ‘|’ FE™ T b |f1 T 5 ‘|’ Fiv T Fiv ‘|’ FE T [ ]’ ]
'E Alaebra|Calc[0therPranIl|Clean Up va Alaebra|Calc|0ther |Pramld|Clean Up
AL " h_prime(122) 12?
.
kews(7, 17 [“9 5 - ) o 1o -
Wen o owgw wen ]
" keus(37, 47) [ r nooon ] S Eotte [??4? 1 481 1]
1733 123 33 = n_prime( 1580 151
= h_prime(6E) 61 " n-prine(255) 237
= prime(122) 127 y Y Hpn [
W wgw wew ]
® keueral L 1271 [ | Fustist, 2570 [3330? 101 1301
kews {151 . 2575
TRYFTO AD ALTO FUHLC 8730 CRYFTD FAD AUTO FUNC 8770
1 Fzw Fiw Fyw FE FE* 1 Fzw Fiw Fyw FE [
- E Alasbra(Cale|[0ther Pr‘gnIDTClean Upﬁ A E Alacbra(Calc|0ther Pr‘ngDTCIean Upﬁ
=1 E4E4E9967 157 S743142140529883 + r 16953554 TA4482847REIZES1119
T 184346996?15?5?43142140529232 |:5l35456?503l3421322?0929888254
» ITETOIS59 262653564 242975TI 4 1 IEZBEE11013392242 26625014102
?6?839592626535642429?5?3 16953554 FO44 8884 70632651119
= rsa( "MATHEMATICS RULES" . 14, g0 ® rzaback|| SOS456FSOI0421 3227092933925 [ »
1635355470448554706 32651119 3028661101339224226625014102
SOS4SETS03042132270929888254 MATHEMATICS RULES"
~C"MATHEMATICE RULES" .14 .m,»> rzabackeansCid. . n, r>
CRYFTD KAD ALTO FUNC 4750 CRYFTD FiiD_AUTD FINC E/%0

Der 2. Parameter in rsa() ist die Lange der zu erzeugenden Blocke.

Erweiterung #1
Versuche, ein Programm (eine Funktion) fiir den Verschiebungscode zu entwickeln. Das
konnte zB so oder so dhnlich aussehen. (Die Leerstelle hat den ASCII-Code 32)
caesar(OMNTA GALLTA DTVISA EST TN PARTES TRES, 20, 1)
HFGBUT UEEBUTXBOBLUTYLMTBGTIUKMYLTHMKYL
caesar(HFGBUT UEEBUTXBOBLUTYLMTBGTIUKMYLTMKYL, 20, —1)

OMNTA GALLTA DIVISA EST TN PARTES TRES
Erweiterung #2

Im Verlauf des RSA-Verfahrens sind Divisionsreste fiir sehr grofle Zahlen zu bilden. Dabei
stoBBen auch Computer an die Grenzen ihres Leistungsvermdgens, manche frither, manche
spater. Die Modulararithmetik ist Rechnen mit Divisionsresten. Deshalb kann hier ein einfa-
cher Algorithmus eingesetzt werden: Quadrieren und Multiplizieren.
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Hier ohne Beweis: MOD(a-b,m) = MOD(a,m) - MOD(b,m). Oder ein Beispiel in Worten:
Wenn du 3656 - 5718 durch 19 dividierst, bleibt der gleiche Rest, wie bei der Multiplikation

der Divisionsreste von 3656 und 5718 durch 19. Probier’ das aus!

Das wird fiir das Potenzieren ausgeniitzt.
Beispiel: Wir brauchen MOD(2389%'° 93).

Der Exponent 215 wird in die Summe von 2er-Potenzen zerlegt: 1+2+16+32+64+128. Damit
gilt 2389%'° = 2389 - 23897 - 2389' . 2389°% . 2389% . 2389'%* Nach dem oben angefiihrten
Satz kdnnen wir jetzt mit den Resten arbeiten, die durch Quadrieren erhalten werden:
MOD(2389,93) = 64

MOD(2389%,93) = MOD(64%,93) = 4

MOD(2389*93) = MOD(4%,93) = 16

MOD(2389% 93) = MOD(167,93) = 70

MOD(2389',93) = MOD(70%,93) = 64

MOD(2389% 93) = MOD(64%,93) = 4

MOD(2389'* 93) = MOD(4%,93) = 16

MOD(2389%'° 93) = MOD(64-4-64-4-16,93) = MOD(1048576,93) = 1

Da bleibt genau 1 als Rest, wer hétte das gedacht.

Wir testen am TI-Rechner: a1 depralcate ot her Pramtolc e ug| |

Schon bei dieser vergleichsweise kleinen Aufgabe
ist der Taschenrechner liberfordert. Derive hat damit

; ® modl 2389219 93) Errar: Ouerflow

keine Probleme. "G4 B4 416 1048576

; ; ® modi 1048576 , 93) 1

In das Programm powmod(Bams, Exp, Modul) ist . ot 2368 015, a3 h
der Square&Multiply-Algorithmus eingebaut. poumod (2389 215,937

CREYFTO EAD EHACT FUMC 4720

Ubung: Wende diesen Algorithmus an und berechne MOD(21456°*, 217) und
MOD(153*°, 71)

KOMMENTAR des CORONERS

Dieses Beispiel handelt von einem Geheimcode und einer geheimen Kontonummer. Die
eigentliche forensische Aufgabe ist, die Umsténde des Todes auch dann sehr sorgfiltig zu
untersuchen, wenn alles augenscheinlich zu sein scheint. Auch scheinbar harmlose Fille
konnen auf Grund von Beobachtungen vor Gericht enden. In diesem Fall brachte die Autop-
sie das Ergebnis, dass die Tote eine so groBe Menge an Tabletten geschluckt hatte, dass eine
ungliickselige Einnahme der Uberdosis ausgeschlossen werden konnte. Der Tod wurde als
Selbstmord erkannt und auch offiziell als solcher erklart.

Leider werden in manchen Fillen von der Familie die Umstdnde eines Todesfalles verdndert,
um die Untersuchungen zu erschweren um damit leichter an Versicherungssummen heranzu-
kommen. Das ist Versicherungsbetrug und wird schwer geahndet.
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Todliche Geschwindigkeit

Eine Untersuchung von Unfillen mit Fuligingern

WAS GESCHAH ...

Im Biiro des Coroners wurde wegen eines schweren Verkehrsunfalls, bei dem
ein FuBginger getdtet wurde, angerufen. Du sollst den Unfall untersuchen.
Am Unfallort angekommen, ist die Todesursache fiir dich klar. Das Fahrzeug,
das den Passanten niedergestoBen hatte, steht 15 Ful} hinter dem am Boden
liegenden Unfallopfer. Das Fahrzeug — ein dlteres Modell eines Pick-Ups —
weist am rechten vorderen Scheinwerfer eine Beschddigung auf. Das Opfer ist
ein ca. 35jdhriger Mann. Er ist vollstindig bekleidet und hat auch noch die
Schuhe an den Fiilen. Er liegt mit dem Gesicht nach unten am Boden. Man
sieht auch noch die Schleifspur des Mannes am Boden, die vom Ort des Zu-
sammenpralls bis zu seiner letzten Liegeposition fiihrt. Du kannst deutlich
Briiche an den Beinen und Quetschwunden am rechten Oberschenkel und an
den Rippen erkennen. An diesem Straflenstiick ist die vorgeschriebene
Hochstgeschwindigkeit 35 Meilen/Stunden. Die Polizei muss feststellen, ob
der Chauffeur des Kleinlasters die vorgeschriebene Hochstgeschwindigkeit
iiberschritten hatte.

Hintergrundinformationen

Im Jahr 2003 berichtete das U.S. National Highway Traffic Safety Board (Nationale Ver-
kehrssicherheitskommission der US Highways), dass {iber 70 000 Personen bei einem Unfall
mit einem Motorfahrzeug verletzt wurden, 4 749 wurden getotet. 22% der Kinder zwischen 5
und 9 Jahren, die bei einem Verkehrsunfall um Leben kamen, wurden als FuBgénger von
einem Fahrzeug angefahren. Bei Jugendlichen unter 16 lag dieser Prozentsatz noch immer
bei 17%. Die folgende Abbildung zeigt den Zusammenhang zwischen dem Prozentanteil der
Personen, die als FuBgénger bei einem Verkehrsunfall getdtet worden sind und der Ge-
schwindigkeit des in den Unfall verwickelten Fahrzeugs.
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100%
80%

40%

5%

<32 49 65 >80 Geschwindigkeit (km/h)

Es ist nur zu klar, dass die Geschwindigkeit des Fahrzeugs ein wesentlicher Faktor fiir die
Folgen eines Zusammenstosses mit einem FuB3génger ist. Daher ist es wichtig, diese Ge-
schwindigkeit zu ermitteln. Gerade diese Frage lasst sich aber auf Grund der am Unfallort
verbliebenen Daten sehr schwer beantworten.

Dabei ist die Grundlage sehr einfach. Der Impuls p (engl. momentum) eines sich bewegenden
Objekts ist gegeben durch die Formel:

p=m-v
wobei m die Masse und v die Geschwindigkeit des Objektes sind. Weiters bleibt auch bei
einem Unfall zwischen einem Sattelschlepper und einem Fullgdnger ein Restimpuls erhalten.
Das Problem liegt nun darin, herauszufinden, wie viel Impuls das Fahrzeug beim Zusam-
menstof verloren hat. So ist zB ein entscheidender Faktor fiir die Ubertragung des Impulses,
wie der Passant angefahren wurde. War der Treffpunkt oberhalb oder unterhalb seines
Schwerpunkts oder genau im Schwerpunkt? Wichtig ist auch, welcher Teil des Fahrzeugs
das Unfallopfer getroffen hat. War es die Mitte des Fahrzeugs, oder war es ,,nur die StoB3-
stange? Weitere Faktoren sind Grof3e und Gewicht des Fahrzeugs und natiirlich auch Grofie
und Gewicht des FuBBgéngers. Alle diese Daten gehen in die Rekonstruktion der Dynamik
eines Unfalls ein.

Eine fiir die Untersuchung eines Unfalls bedeutsame GroBe ist, wie weit das Opfer durch den
Zusammenprall geschleudert worden ist. Es herrscht aber keine Einigkeit unter den Fachleu-
ten, wie diese GroBe zu bewerten ist. Mehrere Formeln wurden vorgeschlagen: Die erste
stellt einen Zusammenhang zwischen der Entfernung und dem Quadrat der Geschwindigkeit
her, eine andere findet eine Beziehung dieser Entfernung zu einem linearen und einem kubi-
schen Term und wiederum andere schlieBen auch den Winkel mit ein, in dem das Opfer weg-
geschleudert wurde, wobei gerade dieser Parameter sehr schwer zu ermitteln ist. In einem
sind sich alle einig: {iblicherweise werden Kinder weiter weggeschleudert als Erwachsene.
Eine weitere Ubereinstimmung liegt in der Ansicht, dass Fahrzeuge mit hohen Kiihlerhauben
die FuBlgénger weiter weg schleudern als solche mit niedrigen Vorderfronten.

In den folgenden Experimenten wirst du zuerst die letztgenannten Behauptungen des vorigen
Absatzes untersuchen, nimlich dass Kinder im Allgemeinen weiter weg geschleudert werden
wie Erwachsene. Dabei wirst du ein Spielzeugauto iiber eine verschieden hohe Rampe runter
fahren und eine Spielzeugfigur am Full der Rampe anfahren lassen. Eine dieser Figuren wird
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eine erwachsene Person darstellen und eine leichtere Ausgabe dieser Figur ein Kind. Du

wirst die Entfernung und die Position der Figur nach dem ZusammenstoB festhalten. Dabei

wird der Zusammensto mit dem rechten Kotfliigel des Fahrzeugs erfolgen. Nach Sammlung

von ausreichend vielen Daten wirst du mittels Regressionsrechnung herausfinden, ob und

wie gut ein Zusammenhang zwischen der Entfernung und einer Potenz der Geschwindigkeit

hergestellt werden kann.

Forensische Aufgaben

Untersuchung der Auswirkung eines Zusammenstof3es zwischen einem Fahrzeug
und einer Person, wobei die Masse der Person sehr deutlich kleiner ist wie die Mas-
se des Fahrzeugs

Untersuchung des Unterschieds der Entfernungen von verschieden schweren Objek-
ten, die vom gleichen Objekt mit gleicher Geschwindigkeit angefahren werden

Naturwissenschaftlich — mathematische Aufgaben

Genaue Messung der Entfernung und des Winkels fiir ein von einem bewegten
Fahrzeug getroffenes Objekt

Erstellung von systematischen Aufzeichnungen mit nachfolgender Analyse von Da-
ten, die aus verschiedenen ,,Unfillen mit FuBgéngern* erhoben wurden

Testen von einigen Hypothesen, die den Zusammenhang zwischen der zuriickgeleg-
ten Entfernung des getroffenen Objekts mit der Geschwindigkeit des Fahrzeugs be-
treffen

Materialien

Derive oder ein anderes CAS, CAS-Rechner, Graphischer TR (teilweise) oder Excel
Vernier Dynamik-System!" (Satz mit Rampe und Fahrzeugmodell) (Option 1)

Ein 90 x 30 cm grofBes Stiick Wellpappe (Option 2)

Ein ca. 8,5 cm hohes Spielzeugauto mit einem Gewicht von ca. 4,5 N (Option 2)
Ein Holzdiibel 2,54 cm x 11,5 cm

Ein Holzdiibel 1,6 cm x 8,5 cm

Zwei 5 cm lange Stiicke einer Schaumstoff-Schwimmnudel
- ein Stiick zurecht geschnitten zu einem 4 x 4 cm quadratischen Quader mit
einem Loch in der Mitte zur Aufnahme des grof3eren Diibels
- das andere Stiick zurecht geschnitten zu einem 3 x 3 cm quadratischen
Quader mit einem Loch in der Mitte zur Aufnahme des kleineren Diibels

Ein 1m-MafBstab oder ein Mallband

Ausreichend viele Biicher, um eine Rampe mit der Hohe 30 — 35 c¢m errichten zu
konnen (ca. 5 bis 6 Biicher)

Papier fiir die Datenaufzeichnung

1 Kann ebenso wie Easy Link iiber http://shop.bk-teachware.com bezogen werden.
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Durchfiihrung

1.

Montiere den groBeren Diibel in die Mitte des grofleren Schaumstoffquaders, so
dass das untere Ende des Diibels mit dem unteren Ende des Schaumstoffquaders ab-
schlieft. Den kleineren Diibel stecke bis etwas iiber die Hilfte ins Zentrum des klei-
neren Schaumstoffteils. Beide Figuren sollten ungefahr gleich hoch sein.

Wenn du eine Rampe aus Wellpappe verwendest, dann zeichne Gerade in den Ent-
fernungen 25 c¢cm, 35 cm, 50 cm, 70 cm, 80 cm und 85 cm vom Ende der Rampe und
schreibe die Entfernung dazu. Zeichne auch Gerade, die im rechten Winkel zu den
eben gezeichneten Entfernungslinien verlaufen. Langs dieser Geraden wird das
Fahrzeug die Rampe hinunter fahren.

Staple die Biicher sorgfiltig iibereinander, um die Rampe einzurichten und richte
sie so ein, dass die 85 cm-Marke mit dem Rand des obersten Buchs zur Deckung
gelangt. Vergewissere dich bei jedem neuen Versuch, dass diese Lage (wieder) her-
gestellt ist

Miss die Entfernung vom Ful} des Biicherstapels zum Full der Rampe (oder miss die
Hohe des Stapels).

Mit der Lange der Rampe (85 cm) und entweder der horizontalen Entfernung oder
der Hohe ldsst sich der Winkel Za, unter dem die Rampe geneigt ist, leicht bere-
chen (entweder mit cos™ oder sin™ auf dem Taschenrechner oder mit ARCCOS
bzw. ARCSIN mit Derive).

Wir bezeichnen die Erdbeschleunigung wie iiblich mit g = 9,8 m sec™. Die Be-
schleunigung des Autos bei der Fahrt die Rampe hinab, ist dann a = g - sin o.. Damit
ergeben sich fiir die Abwiartsbewegung des Autos die folgenden Bewegungsglei-
chungen:

a=g-sinq

v=t-g-sina
I _

d=—-g-sina
2

wobei a = Beschleunigung léngs der Falllinie,
b = die Fahrzeit ldngs der Falllinie,
v = die Geschwindigkeit des Fahrzeugs nach ¢ Sekunden,
d = die nach ¢ Sekunden zuriick gelegte Strecke.

Mit Hilfe der angegebenen Gleichungen ldsst sich die Geschwindigkeit des Fahr-
zeugs am Fufl der Rampe nach der zuriickgelegten Strecke d ermitteln. Wende nun
die Formeln an und berechne die Fahrgeschwindigkeiten fiir dein Fahrzeug nach
den zuriick gelegten Wegstrecken von 80, 70, 50, 35 und 25 cm.

Ubertrage diese Geschwindigkeiten in dein Datenblatt.

Stelle die groBere Figur so auf, dass sie vom rechten Rad des Fahrzeugs getroffen
wird und markiere die Stelle, dass du sie bei jedem Versuch wieder findest. Damit
simulierst du einen Schlag mit der rechten Stostange unter dem Schwerpunkt.

10. Stelle das Fahrzeug auf die 80 cm Marke und lasse es los.
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11. Miss und notiere die Entfernung des Bodens der Figur von ihrer urspriinglichen
Standposition.

12. Wiederhole die Schritte 9 bis 11 fiir die kleinere Figur.
13. Wiederhole die Schritte 9 bis 12 fiir die Abstédnde 70, 50, 35 und 25 cm.

Die Datenanalyse

Im Unterschied zu anderen Experimenten in diesem Buch werden wir hier keine bereits
festgelegte Formel oder Gleichung zur Analyse der Daten verwenden, um zu einer Schluss-
folgerung fiir die Beweissicherung am Tatort eines Unfalls oder einer kriminellen Handlung
zu gelangen. Wir werden hier mit den gewonnenen Daten verschiedene Modellformen ,,ex-
perimentell* untersuchen.

Wir werden dich immer auffordern, dass du diese Experimente mit deinem CAS (oder GTR
oder Tabellenkalkulationsprogramm) nachvollziehst und dich dann fragen, welches Modell
nach deiner Meinung am besten die im Experiment gewonnenen Daten beschreibt. Verglei-
che deine Daten mit denen im Buch und auch mit denen deiner Kollegen. Beeinflussen diese
Vergleiche deine Meinung {iber das beste Modell zur Beschreibung eines Verkehrsunfalls
zwischen einem Fahrzeug und einem FuB3génger? Was niitzen diese Messungen?

Simulation eines Unfalls mit einer erwachsenen Person (mit bereits erhobenen Daten
aus dem Experiment)

Die folgenden Daten wurden mit einem ca. 12cm hohen Spielzeug-LKW und einer ,,erwach-
senen® Spielfigur (2,54 x 11,5 cm Diibel in einem 4 x 4 x 5 cm Schaumstoffquader) erzeugt.
Die StoBstange des LKW sollte die ,,Beingegend* der Figur anfahren. In der Datenmatrix
sind die errechneten (siehe oben) Geschwindigkeiten und die von der weg geschleuderten
Figur zuriickgelegte Entfernung zusammengefasst. Wir zeichnen die Datenpunkte, um ein
Gefiihl fiir den Funktionsverlauf zu erhalten:

Entfernung
B B . . 50 . . .
0.8% 19 -
40 -
1.119% 21.9
30 - -
#1: daten := | 1.33 32.4
20 - W-"
1.65 43,7
L 1.708 46.3 ] Geschwindigkeit
-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Eine quadratische oder kubische Funktion diirfte passen. Wir versuchen es mit einer kubi-
schen Regressionslinie. Um nur den interessanten Bereich zu zeichnen, schranken wir den
Definitionsbereich mit Hilfe der IF-Funktion (Derive) ein und erhalten den folgenden Graph:
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#2: MotationDigits = 6

3 2
#3: FITC[}:. ax + bex + cox o+ d]. daten)

3 2
#4 - 95.8307.x  + 384.033.x - 464 . 685.x + 195,461

dethix =
#5 . Ifu=0.8aAx <175
1
3 2

#G: (- 95.6307.x + 384.033.x - 464, 685.x + 195.461) .defb(x)

Natiirlich ldsst sich die Untersuchung auch auf den Taschen- 50
. . Entfernun
rechnern und mit Excel durchfiihren. a0 &
Rz E [ e [RearaphMEth Dra - ¢ [ )
FLOTEL 30
PPlot 1fle Owetwez
yl=-35.63074IETTF - 34 384. 03313835558 #
/ ,gzigl(x),.8< %€ 1.79 o0
undef,elze
u3
gg=
4=
= 10
i
w3 (D= Geschwindigkeit
MEIN EAD AUTO FUNC HMAIN FAD AUTO FUMC
0.5 1 1.5 2

Bist du mit dem Modell zufrieden? Was spricht dafiir? Was spricht dagegen?

Eines der von den Fachleuten vorgeschlagenen Regressionsmodelle ist die Summe aus einem
kubischen und einem linearen Term. Unter der Annahme, dass der Graph steigt, ist er auch
nach oben konkav. Beachte, dass der Graph des vorgeschlagenen Funktionstyps immer durch
den Ursprung verlduft und entweder monoton steigt oder links und rechts vom Ursprung
symmetrisch liegende Extremwerte aufweist. Diese Eigenschaft wird hochstwahrscheinlich
das Auftreten von lokalen Extremwerten, wie sie im obigen Graph vorkommen, verhindern.
Damit konnte die entstehende Kurve besser unseren Erwartungen entsprechen.

Mit Derive lésst sich die gewiinschte Form des Regressionspolynoms

leicht festlegen: 50 -
[ ’ °
#7: APPROACFITOLx, asx + cex ], daten)) = 3.21502.x + 17.7537.x
30 -
3
#8: (3,21502.%  + 17,7537 %0 defbix) i
1d

Auf den CAS-Rechnern muss auf ein Hilfsprogramm zuriickgegriffen

werden und mit Excel wird fiir den Solver die Fehlerquadratsumme

der jeweiligen Form der Regressionslinie angepasst und minimiert.
Die Vorgangsweise am GTR wird am Ende des Kapitels gezeigt.

Das Hilfsprogramm genregd() ermdglicht eine allgemeinere Regressionsrechnung auf den
CAS-Rechnern und basiert auf der Methode der Normalmatrix. Die Daten seien {iber den
Data-Matrix-Editor in der Datentabelle speed festgelegt worden:
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[F: T Fv T FEr T o T FE T FE™ T ] Fi T Few T i T For T FE T FE™ T ‘

- E AlasbraCalc0ther |PramI0|Clean Up va Algebra|Calc|Dther |PramiIlClean Up

= Oatarfat speed, sp Dok ll 65000000 43, FO00a000
86900008 19 1. POSEEEO0 46, 30000000

1.11900003 21.30908000 ®gerrea[x® x]»<F)

"sp 1.33000080 32, 48000008 3.21902874 7 + 17. PSIFT205  »
LolEsbl s rahs st o[ 3. 21502074227 55 + 17. 75377204842 %, . ),
170300008 46. 30008000 uhdef, elze

moenpreal.d o] . =pl Dot
genregCllx"3 x1]1, sp w2 7204842 %, undef X193 (x>
AN AD AUTH HAIR FAD AT FUNE 4750

FUNC 430

B Fav TF?

1 FEw |_F2 i F
Priud] Trace|Rearaph|Mat.h|Draw|«

- |2

HMalN FhD AUTO FUNC

In Excel legen wir die variablen Werte fiir ¢ und ¢ in die Zellen A9 und B9. In Zelle C2
definieren wir die Modellfunktion =$A$9*A2/3+$B$9*A2 und in Zelle D2 das Fehlerquad-
rat fiir jeden Datenpunkt =(B2—C2)"2. Mit dem Solver minimieren wir die Summe der Feh-
lerquadrate in Zelle D9. In A9 und B9 findest du die Koeffizienten von x°’ und x. Vergleiche
die Ergebnisse!

] j = =SUMME(D2:DE)
A B C 1]

1 Geschw. Entfernung hodell
2 0,569 19 17 5378415 2137907485
3 1,118 218 243712858 6,107 15517
4 1,33 324 31176311 1497414841
5 155 437 437360323 0001295329
5] 1,708 463 4653429215 0001842266
7
B a C

9 | 3215028260 17 7537715 SSE=I 9745518081!

=

-

60

(o]
o

™

N
o

Entfernung
w
o

N
o
|

-
o

o

1,5 2
Geschwindigkeit

o
3
N
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Dieser Graph kommt schon besser unserer Vorstellung entgegen, wie ein leichter Korper auf
einen Zusammenstofl mit einem schweren Fahrzeug reagieren konnte. Aber ist das auch die
beste Antwort?

Maoglicherweise beschreibt eine Exponentialfunktion die Daten besser. Um mit Derive eine
exponentielle Regression durchzufiihren, miissen wir eine lineare Regression mit Logarith-
men durchfiihren:

bx _

Wenn y=ce’*=e" ¢ ¢ ", dann ist In(y) = a + b-x, wobei a = In(c).

[ 0.869  LN(19)
1.119 LN(21.97 50
#12° Ldaten = | 1.33  LN(32.4) 40
1.65  LN(43.7)
30
| 1.708 LN(46.3) |
| |
#13. FIT([x, a-x + b], Ldaten) = 1.11664.x + 1,93337 20
1.11664.x + 1.93337 1.11664 10
#4 e = 6.91276.
1.11664 x
#15: 5.,91276.e vdefb(x) 0,5 1 1.5 2

Als néchstes versuchen wir die Anpassung iiber eine Potenzfunktion y = a-x”. Wenn wir die
Potenzfunktion logarithmieren, dann erhalten wir In(y) = In(a) + b-In(x) = ¢ + b-In(x). Gliick-
licherweise kann Derive die Logarithmusfunktion (ebenso wie sin, cos, atan, exp, ...) ge-
meinsam mit Potenzen fiir die Regression einsetzen, solange die Variable (hier x) in der
Funktion linear auftritt.

50
#16: FITE[x, < + b«LM{x2], Ldaten)
40
#17:  1.38948L.LN{x) + 3.06353
30
FIT([x, c + b+«LM{x>], Ldaten)
#18: e &
20
1.39481
#19:  21.4030.% 10
1.39481
#20.  21.403.x vdefhix) 05 1 1.5 2

Mit den TI-CAS-Rechnern lassen sich sowohl eine Exponential- als auch eine Potenzfunkti-
on als Regressionslinie ohne Logarithmieren direkt ermitteln. Wenn wir die Datentabelle
speed 6ffnen, kdnnen iiber den Meniipunkt F5 Calc diese Regressionslinien ausgesucht und
dann im [Y=]-Editor gespeichert werden. Auch die graphischen TR lassen diese Regressio-
nen problemlos zu (siche bei den Erweiterungen).
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rdintsFeed Caloulate il
Calculation Tape..

:0nellar

g4=6.912?88818?9?4-(3.8545826884?93]x

StE s PR i
lse Freq and Categ g g5=21_4?93 158113?? ,%51.394815??53146
H Yl . ES .

3:58255299 b undef,else
B: bnartheg wgpad 9300, B U (1.7
B=SinReE . uhdef . elze
Cilogistic

¥ —

Ent.er=SAVE HCEL IO

HMHIN EhD AUTO FUNT HAIN RAD AUTO FUNC

kubisch+Hinear - blau

Fotenzfunktion - schwarz

Expaonentialfunktion - rat

Hier wurden die letzten drei Regressionslinien {ibereinander gelegt.

Weiterfiihrende Aufgaben und Fragen

1.

Erzeuge eine Regressionsparabel von der Form a-x* + b-x zu den vorliegenden Daten.
Wie passt diese Kurve im Vergleich zu den bereits erzeugten Regressionskurven?

Welche Regression beschreibt nach deiner Meinung am besten den Zusammenhang
zwischen der Geschwindigkeit des Fahrzeugs und der Strecke, die die Person wegge-
schleudert wurde?

Wenn jemand die Regressionslinie deiner Wahl betrachtet, dann wird er dich mogli-
cherweise fragen, welche Bedeutung die Konstanten in der Regressionsgleichung haben.
Gib eine Erkldrung, die im Zusammenhang mit dem beschriebenen Problem steht.

Ist es immer die beste Wahl, jene Kurve zu wihlen, welche die kleinste Fehlerquadrat-
summe liefert?

Jedes der verwendeten Modelle hat nur eine unabhingige Variable, ndmlich die Strecke,
die die Person weggeschleudert worden ist. Wenn du als Sachverstindiger bei einem
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derartigen Unfall aussagen solltest, wérest du dann mit deinem Modell zur Bestimmung
der Geschwindigkeit des Fahrzeugs wirklich zufrieden? Warum? Warum nicht?

6. Welche anderen Faktoren sollte (kdnnte) man zusétzlich beriicksichtigen, wenn man ein
mathematisches Modell fiir derartige Unfille bilden will? Wie kdnnte man sie in deinem
bestehenden Modell beriicksichtigen?

Simulation eines Unfalls mit einem Kind (mit aus dem Experiment erhobenen Daten)

Die Daten wurden mit dem gleichen Spielzeugfahrzeug erhoben, das fiir die Simulation des
Unfalls mit einem Erwachsenen verwendet wurde. Nun war der ModellfuBBgénger ein ,,Dii-
belkind“ (1,6 cm x 8,5 cm in einem 3 cm x 3 cm x 5 cm Schaumstoffstiick). Die Stostange
trifft die Figur in der Gegend des Oberschenkels oder der Hiiften.

q FZ F3 & FE FeY | _F7
F'lot, Setup|Cell Header[Calc|ltil|Stat
oaTh N E-Daten [K-Daten
cl =] [ [=t: ] o
1 2690000/ 13 23 o
2 . 1190060[21 . SRE0E] 4. FEGEE]
3 L 3ILOEO[IZ . 40000] FE . PEEEE)
4 L BIHOHO[43. FOOOE] 73 . SEGEE)
5 . FHEOH0[46 . INC00] 2D . 2EGEE]
g

7

C

1wy Fer 7 F= & FE: Faw [Fr
~ §—|2oom|Trace |Regraph [Math |Draw| =

1. Title="u"
IN

HMAl

RAD AUTO FUNC MAIN EAD AUTO FUNC

Nun gelten die Spalten v und K-Daten. Bei der Darstellung des Streudiagramms bemerken
wir, dass die Datenpunkte nicht so schon verteilt sind wie vorhin.

Wir erzeugen wiederum alle moglichen Regressionslinien (Funktion 3. Grades, modifizierte
Funktion 3. Grades, Exponential- und Potenzfunktion). Hier zeigt die kubische Funktion ein
unpassendes lokales Maximum am oberen Ende des Definitionsbereichs.

Die Abbildung zeigt zum Vergleich alle Reg-

ressionslinien. yl14 wire auch einen Versuch i8= :
410=-97. 3B96952771 18+ + 329, 2873121 160
wert: y14(x) ~ 35,45 + 92,50:In ... Ul1=7. 39773164431 - =7 + 29, T6247671283 -«

y12=7, 3990557530173 (4. 3917637e42241)%
U13=32. 500056505415 - » 1 - 064233850033
313351 4525013947587 + 52. 504018994771 - 1)

g
plSCxd=

HMAIN RAD AUTO FUNC

Weiterfiihrende Aufgaben und Fragen
1.  Welcher Regressionstyp konnte mit y14 gemeint sein?

2.  Welche Regressionslinie ist nach deiner Meinung am besten geeignet? Ist dies der glei-
che Funktionstyp wie der bei der Simulation mit dem ,,Erwachsenen®? Erklére deine
Antwort.

3.  Warum sind die Funktionen fiir die grofe und kleine ,,Holzdiibelfigur* verschieden?
Wird das in der Realitét auch so sein?

4. Gibt es unter den Datenpunkten einen Ausreifier?
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Erweiterung

Nimm an, dass wir den Ausreifer mit der Geschwindigkeit von 1,33 cm sec™ fiir unsere
Analyse entfernen. Wir fithren dann mit den verbleibenden vier Datenpunkten die verschie-
denen Regressionen nochmals durch.
Wir wollen an Hand der Punkte (0,869|23), (1,119|40,7), (1,65]73,8) und (1,708|89,2) die
moglichen Regressionen mit Hilfe verschiedener Technologien berechnen (lassen):

1.

Die kubische Regression mit Derive:

[ an s b’ v o v ]
FIT|Lx, ax + bix + cix + d

3 2
424,075.x - 1553.62.% + 1895.77.x

3 2

L8650 23

119 40.7

.65 ¥3.8

F08 89,2

- 729.484

(424,075 — 1553.62.x  + 1895.77.x — 729.484) «defb(x)

Die ,,reduzierte kubische Regression” mit dem CAS-Rechner:

| a1 gebralcale Dt;i;r* Fromiolciemn ue| |

1.11% 4.7

1.65 73.8

1.788 89.2
2,6753 %5 + 21,5652 =

9, 6TS34822829 - %7 + 21. 56523429704 % + u b

Done|
ans (133y15 (x>
HMalN ERD AUTO

= genreg|[5 x]s

FUNC /30

100

&0

60

40

20

05 1 1.5 2

HAIN

RAD AUTO

FUNC

Die exponentielle Regression mit dem graphischen Taschenrechner:

L.869,1.119.1.65| [ExpRed

L2r¥lz
123.868 48.78 73..
ExrReg Li.L:z

2 1.7FBE8x+L1 g=ag%kb™x
£,87 1.17 1.65 a=6.8617
{23:48. 72 73.8.89| | b=4.4873

Die Potenzlinienregression mit dem CAS-Rechner:

17 Fz, Fz F4 FE FE' F?
~§—[F1 TS Gil|stat
DATH EED pre—
R
2 [ZL. T REEE]
3 [E2 (e
4 [43. [EEelE]
5 |35,

& [ ]

v CEnter=0K__ 2
rich=23

FIMFLEY ERD EXACT FUHC

EIMFLER

RAD ERACT

FUNC
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5. Und schlieBlich eine logarithmische Regression mit der Tabellenkalkulation:

Die Regressionslinie erhilt die c2 - & =§AFE+HEEFETLMN(AZ)
Gleichung A | B | c | ] |
1| Geschw. Entfernung Modell
y=33,58 + 91,625 - In(x). 2 0,865 23' 20 ?1?’3525! £.210479483
ER 1,119 40,7 433845726 101415029
4 155 73,8 794663045 321070105
& | 1,708 892 8265317559 4314183
B
7 a+ b * In(x)
B | 335826456 91 F252386 SsSE=| 890600523
Q

6. Wenn wir alle Regressionslinien tibereinander legen, dann fillt eine ,,aus dem Rahmen®.
welche ist dies?

7. Vergleiche die Regressionslinien vor und nach Entfernung des einen Datenpunkts.

Gibt es Unterschiede? Hier ist die Abbil-
dung der exponentiellen Regression vorher
und nachher (dicke Linie).

it

EIMFLER Rl EXACT FUNC

8. Ordne die Regressionskurven nach der Summe der Fehlerquadrate. Welche sollte dann
die beste Naherungskurve sein? Ist das deiner Meinung nach wirklich die am besten ge-
eignete Kurve? Begriinde deine Antwort. Welcher Kurve wiirdest du den Vorzug geben,
und warum?

9. Welche Meinung hast du tiberhaupt zur Elimination dieses einen Datenpaares? Haltst du
das fiir vertretbar und erlaubt? Unter welchen Umstinden wiirdest du eine derartige
Nichtbeachtung von Daten zulassen?

10. Nun ist die Zeit gekommen, dass du deine eigenen Daten erzeugst und analysierst. Wenn
du andere Modellierungsvorschliage hast, dann probiere sie bitte aus.

KOMMENTAR des CORONERS

Bei der Bestimmung der Geschwindigkeit des Unfallfahrzeugs muss eine ganze Reihe von
Faktoren beriicksichtigt werden. Abhéngig von Geschwindigkeit, Groe und Gewicht des
Fahrzeugs, der Gréf3e und dem Gewicht des Unfallopfers und der Stelle, an der das Opfer
vom Fahrzeug angefahren wurde, kann der Fullgdnger nach vorne oder zur Seite geschleu-
dert werden, auf der Kiihlerhaube landen und spéter von dort herunter fallen oder sogar nach
Aufprall auf der Windschutzscheibe so iiber das Fahrzeug geschleudert werden, dass der
Korper dann hinter dem Fahrzeug am Boden landet.
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Bei jeder Untersuchung miissen die folgenden Fragen vollstindig beantwortet werden:
1. Hatte das Unfallopfer Kontakt mit der Windschutzscheibe?
2. Gibt es eine Delle am Fahrzeugdach?
3. Gab es Kontakt des Opfers mit dem Kofferraum?

4. Gibt es Bremsspuren? Wenn ja, dann untersuche die Riickstéinde im Kotfliigel. Die-
se konnen analysiert werden und geben wichtige Hinweise darauf, wo das Fahrzeug
vor dem Unfall gewesen ist.

5. Wurde das Opfer aus seinen Schuhen geschleudert?

6. Blieb das Unfallopfer in seiner Kleidung oder wurde die Bekleidung als Folge des
Mitschleifens auf der Strafie beschadigt?

7. Finden sich Spuren des Zusammenstof3es auf dem Fahrzeug?
8. Kann man am Fahrzeug Haare, Blut oder andere Spuren finden?

9. An welcher Korperstelle wurde das Opfer getroffen, wie zZB am rechten oder linken
Bein, am Becken, an seiner Vorder- oder Riickseite? Damit kann leichter festgestellt
werden, ob und wo das Opfer gegangen sein konnte, oder ob es gestanden oder
moglicherweise sogar auf der Strae gelegen ist.

10. Konnen auf dem Opfer irgendwelche Teilchen des Fahrzeugs entdeckt werden, wie

zB abgesplitterte Lackspuren oder Glassplitter.

Die Vorgangsweise am graphischen Taschenrechner zur Bestimmung einer allgemeinen

Regressionslinie mit der Normalmatrix am Beispiel von y(x) = a-x*+c-x.

Flokl Flatz Flak: [ Y v 7 [vz [T TEEEE
g s =T TS 189 BEEZZ I iz.468 | FIF
WMa=i 1118 | i8] 1lhe0iz 1119 | Z0.GH6 | e4.C06
a WMr= 133 |2y | Zxcee 1z% | PE.zes | yznaz
a® why= 159 [4g% |dEEER || DEe | B8
wMe=
wME=
wNe= Hiy =, 859 Wei=16.511
Listkpmatr( ¥l Y |ListemabrClayml L] | AEE Fletz Flob:
2x [F12 Y L sum LYY 2D s | s =Rt E
Done| ([T 2 “Me=g
[F1T+[F] Done| [~Y:B83. 215831 +17
[[.656234989 1. [|[CIF1«[F1T2-%[5] ||.793rry:
[.553 1..|| [[3.213@828742] ||~Yu=
[17.73377283]1||~Ye=
| ~NE=
JOE Floktz Flots
wN=E g
wNe=H E
WNWr=ZL, 21583+ 17
sl
SRV ERC L BEE and
AEl.Fal
He=
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Die Botschaft der Bremsspuren

WAS GESCHAH ...

Du wirst vom Biiro des Coroners beauftragt, einen Verkehrsunfall mit einem
Fahrzeug zu untersuchen. Am Ort des Geschehens findest du ein Fahrzeug,
dessen eine Seite an einem Baum lehnt. Du kannst eine lange Bremsspur er-
kennen, aber weil es bereits dunkel und keine zusdtzliche Beleuchtung ver-
fligbar ist, kannst du die Bremsspuren nur teilweise fotografieren. Der Fahr-
zeuglenker war nicht angegurtet und wurde aus dem Fahrzeug geschleudert.
Nach nédheren Untersuchungen und Befragungen kann der Unfallshergang fol-
gendermafien rekonstruiert werden: Das Unfallsopfer war ein 19jdhriger jun-
ger Mann, der mit seiner Freundin zu einer Party bei einem Freund gewesen
war. Dabei wurde Alkohol konsumiert. Wéhrend der Party hatte der junge
Mann eine Meinungsverschiedenheit mit seiner Freundin, sprang daraufhin in
sein Auto und fuhr mit hoher Geschwindigkeit davon. Nach ungefahr einer
Meile kam er in eine leichte Kurve, in der das Fahrzeug aus seiner Kontrolle
geriet und dann von der Fahrbahn abkam. Er hatte noch wenig Fahrpraxis,
hatte etwas getrunken und so verriss er das Lenkrad, geriet auf die andere
Stralenseite und das Fahrzeug begann zu schleudern. Es drehte sich auf die
Seite und begann sich zu iiberschlagen, als es die andere Stralenseite erreicht
hatte. Es iiberschlug sich mindestens dreimal und wihrend eines Uberschlags
wurde das Opfer aus dem Auto geschleudert. Das Auto kam dann mit den Ré-
dern der Beifahrerseite gegen einen Baum zum Stillstand. Wie man dem Foto
entnehmen kann, erlitt das Fahrzeug einen Totalschaden.

Hintergrundinformationen

Autoreifen spielen eine sehr wichtige Rolle fiir die Lenkung und die Sicherheit unserer Mo-
torfahrzeuge. Die Kraft der Reibung, die die Reifen gegen den StraBBenbelag ausiiben, hat
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einen Einfluss darauf, wie unser Fahrzeug reagiert und welche Zeit man fiir ein sicheres
Anhalten des Fahrzeugs benétigt. Diese Kraft erzeugt einen Verschlei3 (Abrieb) auf den
Reifen und ,,frisst* nach und nach dessen Profil weg. Demnach hat die Reibung oder der
Widerstand eine gute Auswirkung, aber sie kostet etwas. In dieser Untersuchung wollen wir
herausfinden, wie der extreme Reifenabrieb oder die als Folge eines abrupten Bremsvor-
gangs hinterlassenen Bremsspuren Hinweise auf die Fahrgeschwindigkeit des Autos zum
Zeitpunkt des Beginns des Bremsvorgangs geben konnen.

Bei einem plotzlichen Notfall ist die natiirliche Reaktion eines unerfahrenen Fahrzeuglen-
kers, stark auf das Bremspedal zu treten. In den meisten Féllen sollte man gerade das nicht
tun. Es bringt das Fahrzeug in eine Schleuderbewegung, in der es dullerst schwierig oder
iiberhaupt nicht mehr kontrolliert werden kann. Ein erfahrener und besonnener Fahrer weif3,
dass er das Bremspedal sanfter und abgesetzt einsetzen muss, um das Fahrzeug unter Kon-
trolle zu behalten. Aber leider ist es gerade dann, wenn eine extreme Situation eintritt, oder
wenn der Fahrer unter Alkohol- oder anderem Drogeneinfluss steht, oder einfach dann, wenn
er noch unerfahren ist, fiir diesen fast unmoglich, tiberlegt zu handeln und damit das Schleu-
dern weitgehend zu vermeiden. In den meisten Féllen nimmt das ein boses Ende und viel zu
oft gibt es dann noch einen oder mehrere Toten zu beklagen.

Um einen Zusammenhang zwischen der Lénge der Bremsspur und der Fahrzeuggeschwin-
digkeit zu finden, greifen wir auf das Bewegungsgesetz von Newton und auf die Gleichung
fiir die Reibungskraft zuriick. Das Grundgesetz von Newton gibt uns die Formel fiir die kine-
tische Energie des Fahrzeugs:

KE :%mwz, wobei

o . icht des Fah
KE = kinetische Energie und m = Masse des Fahrzeugs = Gewicht des Fahrzeugs ~— und

Erdbeschleunigung 9,8

v = Geschwindigkeit des Fahrzeugs.
Die kinetische Energie hdngt aber auch mit der Reibung iiber eine Gleichung zusammen:

KE =w-u-d, wobei

w = Gewicht des Fahrzeugs, 1 = Reibungskoeftizient und d = zuriickgelegte Entfernung.

Wenn wir die beiden Ausdriicke fiir die kinetische Energie eines schleudernden Fahrzeugs
gleichsetzen, und die entstehende Gleichung nach v aufldsen, konnen wir die Lange der
Bremsspur (Schleuderstrecke) mit der Geschwindigkeit zu Beginn des Bremsvorgangs in
Beziehung setzen.

Im Arbeitsblatt sollst du dann diese Gleichung selbst herleiten. Fiir die Geschwindigkeit
ergibt sich die — vielleicht iiberraschende — Formel:

v=42g-u-d. (1)
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Formel (1) ist deshalb iiberraschend, weil das Gewicht des Fahrzeugs keinerlei Einfluss auf
die Ermittlung der Geschwindigkeit aus der Lange der Schleuderspur hat. Nur die Erdbe-
schleunigung g und der Reibungskoeffizient 4, der mit der Reifenbeschaffenheit und dem
Straflenbelag zu tun hat, sind von Bedeutung.

Bei gegebenem Reibungskoeffizient ldsst sich der Funktionsgraph der Geschwindigkeit v in
Abhingigkeit von der Lange der Schleuderspur d zeichnen. Er sieht dann etwa so aus:

5
Geschwindigkeit

Linge der Schleuderspur

10 20 30 40

Es wire wohl sehr schwierig (und sehr geféhrlich sowohl fiir den Fahrer als auch fiir den
Datensammler), echte Brems- und Schleuderspuren zu erzeugen. Anstelle dessen werden wir
eine Brems- (Schleuder-)spur mit Hilfe eines Spielzeugautos und einer schiefen Ebene simu-
lieren. Nachdem das Auto die schiefe Ebene hinunter gerollt ist, wird in der Ebene auf das
motorlose Fahrzeug nur mehr die Reibungskraft einwirken. Uber die vorhin genannte Glei-
chung und der vom Fahrzeug zuriickgelegten Strecke konnen wir den Reibungskoeffizient
einfach ermitteln.

Unsere wichtigsten Experimentierwerkzeuge werden jetzt das CBR2 (Calculator Based Ran-
ger) und der Taschenrechner sein.
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Forensische Aufgaben

e  Ermittlung der Geschwindigkeit eines Unfallfahrzeugs vor Einleitung des Brems-
vorgangs und der damit verbundenen Blockierung der Rader

e  Ermittlung des kiirzest méglichen Bremswegs eines Fahrzeugs bei vorliegender Ge-
schwindigkeit

Naturwissenschaftlich-mathematische Aufgaben

e Bestimmung des Rollwiderstands (Reibungskonstante) fiir ein bestimmtes Fahrzeug

e Herausfinden des Zusammenhangs zwischen Geschwindigkeit und Bremsweg

e Darstellung dieses Zusammenhangs in einem Graph

Materialien

e Ein Spielzeugauto (mit einer Mindesthéhe von 2,5 bis 4 cm) ohne Reibungsmotor
und moglichst ohne Hilfsmittel zur Verminderung der Reibung der Radachsen in ih-
ren Lagern.

e 2 oder 3 diinne Biicher zur Herstellung einer Rampe mit einer Hohe von ca 8 cm

e Ein Stiick fester Karton, Pappe oder Sperrholz mit einer Lénge von ca 25 bis 30 cm
fiir die Bildung einer Rampe (siche Abbildung auf Seite 48).

e FEin Maflband (wahlweise, denn der CBR lésst sich fiir die meisten Messungen ein-
setzen)

Experiment — mit Verwendung des CBR (einfache Rechung)

(Hier kann das CBR oder CBL eingesetzt werden. Die entsprechenden Programme fiir die
Rechner kdnnen von den websites von Texas Instruments und/oder Vernier heruntergeladen
werden. So zB auch das Programm RANGER fiir den TI-92/Voyage 200. Hier wird stellver-
tretend fiir alle EasyData eingesetzt.)

Bestimmung des Reibungskoeffizienten

1. Stelle die Versuchsanordnung wie vorhin beschrieben auf dem Fuflboden oder auf

einem Arbeitstisch her.

2. Stecke das EasyLink-Kabel an. Der Hauptbildschirm der EasyData-Applikation
sollte im Anschluss an die BegriiBung erscheinen. Am oberen Rand findest du einen
Kasten, in dem die Entfernung des vom Sensor wahrgenommenen Objekts ange-

zeigt wird.

3.  Wenn die Entfernung nicht in Meter gemessen ist (die Alternative ist Ful}), dann
musst du erst die entsprechende Einstellung treffen. Dazu driicke auf die WIN-
DOW-Taste. (Uber ihr steht Setup auf dem Schirm des Rechners.) Damit wird ein
Menii am Schirm gedffnet, in dem du die Option 1.Distance mit der ENTER-Taste
auswihlst. Mit der ZOOM-Taste (unter Units) gelangst du in ein weiteres Ment, in
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10.

dem du als Einheit Meter einstellst. Mit der Taste unter dem OK verldsst du das
Hauptmenii.

Fiihre nun einen ,,Testlauf* mit deinem Auto durch. Stelle das Auto mit den Hinter-
rddern auf das oberste Ende der Rampe und lasse es los. Ein Mitglied deines Teams
soll dabei die Anzeigen am Rechner beobachten. Noch muss EasyData keine Bewe-
gungsdaten aufzeichnen. Versichere dich, dass das CBR die Entfernung des Autos
vom Augenblick des Loslassens bis zum Stillstand aufnehmen kann. Das CBR soll-
te so eingerichtet sein, dass das Auto in einer Entfernung von mindestens 15 cm vor
ihm stehen bleibt.

Nun kannst du mit dem Experiment beginnen: Wéhle unter der Setup-Registerkarte
die Option 2.Time Graph und setze unter Edit die folgenden Einstellungen:
Sample Interval: 0.05 seconds — das ist der kleinste Messabstand
Number of Samples: 40
Experiment Length(s): 2
Zwei Sekunden sind sicherlich ldnger als das Experiment dauern wird (auf3er du
hast eine sehr lange Rampe aufgebaut). Aber sie helfen, die Bewegung des Autos
besser aufzuzeichnen, wenn du es vor dem Start etwa eine halbe Sekunde festhiltst.

Wenn alle Mitglieder deines Teams bereit und die Einstellungen tiberpriift sind,
dann driicke die Taste unter Start und lasse das Auto vom oberen Ende der Rampe
in Richtung zum CBR losfahren. Es muss zum Stillstand gekommen sein, bevor auf
dem Schirm zu lesen ist Transferring Data.

Betrachte den Graph am Schirm. Ist er halbwegs glatt? Wenn grof3e Spriinge auftre-
ten, dann hast du eine Menge ,,Rauschen mit aufgenommen. Uberpriife die Anord-
nung des Experiments und wiederhole den Lauf und die Messung.

Wenn der Graph brauchbar ist, dann driicke die Taste unter Plots und wihle die
Option 2.Vel vs Time. Uberpriife, ob der Geschwindigkeitsgraph glatt und brauch-
bar ist. Wenn dies nicht der Fall ist, tiberpriife die Versuchsanordnung und fiihre
den Versuch nochmals durch.

Wenn du sowohl einen guten Weg- als auch Geschwindigkeitsgraph gewonnen hast,
dann fahre mit dem letzteren fort. Da sich das Fahrzeug in Richtung zum CBR be-
wegt hat, werden die meisten Daten negativ sein. Suche im TRACE-Modus den
Minimumpunkt am Graph auf — das ist der am tiefsten liegende Punkt. Damit wird
die Geschwindigkeit des Autos am unteren Ende der Rampe angezeigt. Nun ver-
langsamt sich das Fahrzeug in der Ebene durch den Einfluss der Reibung.

Driicke nochmals die Taste unter Plots und wihle nun die Option 1.Distance. Der
Cursor bleibt an derselben Stelle der Zeitachse. Damit kannst du die Entfernung des
Autos vom CBR ablesen, wenn es das untere Ende der Rampe erreicht hat.
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11.

12.

13.

14.

Wechsle zuriick zum Geschwindigkeitsdiagramm und suche jenen Punkt, in dem
die Geschwindigkeit moglichst nahe bei Null liegt. Wegen des Zeitintervalls zwi-
schen der Aufzeichnung der Daten kann der Wert zwischen zwei Datenpunkten das
Vorzeichen wechseln. Gehe zuriick zum Entfernungsgraph und notiere die Entfer-
nung. Hier ist das Auto stehen geblieben.

Mit der Differenz der beiden Entfernungen aus 11. und 10. erhaltst du die Strecke,
die das Fahrzeug unter Einfluss der Reibung zuriickgelegt hat.

Gemeinsam mit dem Absolutbetrag der Geschwindigkeit am Fufl der Rampe (ge-
wonnen in Schritt 9) kannst du mit der Formel (1) den Reibungskoeffizient u ge-
winnen. Halte diesen fest, denn du wirst ihn im nichsten Teil des Experiments wie-
der brauchen koénnen.

Verwende diesen Reibungskoeffizient und erzeuge auf deinem Rechner nach For-
mel (1) einen Weg-Geschwindigkeitsgraph fiir die Strecke, die unter Reibung zu-
riickgelegt wird. (Das ist die Strecke vom Fufl der Rampe bis zum Stillstand.) Stre-
cken von maximal 2 m sind moglich.

Bestimmung der Anfangsgeschwindigkeit

1.

Erzeuge mit einem Klebeband (ca. 50 cm) oder mit Lineal und Bleistift eine Start-
gerade auf dem Boden oder auf dem Arbeitstisch.

Positioniere das CBR so, dass der Sensor im rechten Winkel auf die Startgerade
ausgerichtet ist. Das CBR sollte zumindest 1,50 m von dieser Geraden entfernt auf-
gestellt werden.

Lege ein Buch so an die Startgerade, dass sein Riicken zum CBR zeigt.
Halte den Abstand vom Buch zum Sensor fest.

Ein Teammitglied soll nun das Auto von etwas hinter der Startgeraden in Richtung
zum CBR stoBen. Wenn das Auto die Startlinie passiert, soll nur die Kraft der Rei-
bung auf das Auto einwirken.

Notiere die Entfernung des Autos vom CBR, wenn es zum Stillstand gekommen ist.
Ein Weg-Zeit-Diagramm ist nicht notwendig, weil du ja nur diese Entfernung von
der Entfernung des CBR von der Startgeraden abziehen musst. Bei der Untersu-
chung eines Unfalls sind die Untersucher kaum einmal Zeugen des Unfalls und kon-
nen Daten aufnehmen. Sie kdnnen nur Anfang und Ende der Schleuderspuren fest-
stellen.

Verwende den Weg-Geschwindigkeitsgraph und die TRACE-Option, um die Ge-
schwindigkeit des Autos, mit der es die Startgerade passiert hat, in m-sec” zu
bestimmen.
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8.

(Optional) Veranstalte einen Wettbewerb unter deinen Teammitgliedern oder unter
allen Klassenkollegen und -kolleginnen, wer das Auto so wegsto3en kann, dass sei-
ne Anfangsgeschwindigkeit moglichst nahe an 1m pro Sekunde herankommt.

Few Fz

1 i FEw | F&™ [F7 EE]
- E Zoon|Trace|Rearaph Math|[Draw) « /
LIS F1 [HTH F1

ot
o

woil. 226 yci ~. 441 TS xctl. 516 ucti. 332 TSy
HMAIN RAD AUTO FUNC HMAIN RAD AUTO FUNC

Hier sind zwei Bilder vom CAS-Rechner, die mit dem Programm RANGER er-
zeugt worden sind. Links siehst du das Zeit-Geschwindigkeitsdiagramm und rechts
das Zeit-Wegdiagramm.

Experiment — Variante unter Einsatz von Trigonometrie

Bestimmung des Reibungskoeffizienten

1.

Stelle die Versuchsanordnung wie vorhin beschrieben auf dem Fu3boden oder auf
einem Arbeitstisch her.

Miss die folgenden Absténde:

a) die Hohe der Plattform, auf der der obere Rand der Rampe ruht,

b) die waagrechte Entfernung des unteren Rands der Rampe vom oberen Rand,
c) die Lange der Rampe.

Bestimme aus deinen Abmessungen den Sinus, den Kosinus und den Tangens des
Neigungswinkels der Rampe mit der waagrechten Basisebene.

Hier findest du das Kraftediagramm
fiir das die Rampe hinunter rollende
Auto:

Beachte, dass in diesem Fall die horizontal wirkende Kraft # den Wert 0 hat. Nimm
fiir g den Wert 9,8 m sec™® und berechne den Wert der lings der Rampe wirkenden
Beschleunigung a.

Die folgenden Beziehungen basieren auf den Bewegungsgesetzen von Newton:

v=a-t+v,

a
d==1+v,-t+s,
2
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Dabei bedeutet ¢ die Zeit, die seit dem Loslassen des Autos vergangen ist, v die Ge-
schwindigkeit des Autos zu diesem Zeitpunkt ¢, vy = 0 ist die Anfangsgeschwindig-
keit und s, die Anfangsentfernung des Autos. Berechne zuerst, nach welcher Zeit
die zuriickgelegte Wegstrecke der Lange der Rampe entspricht und dann, welche
Geschwindigkeit das Fahrzeug zu diesem Zeitpunkt hat. Das ist seine tatsdchliche
Geschwindigkeit, die mit keinem Messfehler behaftet ist — wenn die Messungen an
der Rampe von vorhin genau durchgefiihrt worden sind.

Lasse das Fahrzeug los, wie in der
nebenstehenden Abbildung zu se-
hen ist.

Miss den Abstand vom unteren Ende der Rampe zu den Hinterrddern des Fahr-
zeugs. Diese Entfernung hat das Auto nur unter Einfluss der Reibung zuriickgelegt.

Mit dem berechneten Wert fiir die Geschwindigkeit (aus 5.) und der vom Auto zu-
riickgelegten Entfernung (aus 7.) kannst du unter Verwendung der Formel (1) den
Reibungskoeffizient x gewinnen. Halte diesen fest, denn du wirst ihn im nichsten
Teil des Experiments wieder brauchen kénnen.

Verwende diesen Reibungskoeffizient und erzeuge auf deinem Rechner einen Weg-
Geschwindigkeitsgraph fiir die Strecke, die unter Reibung zuriickgelegt wird. (Das
ist die Strecke vom Fuf} der Rampe bis zum Stillstand.) Strecken von maximal 2 m
sind moglich.

Bestimmung der Anfangsgeschwindigkeit

1.

Erzeuge mit einem Klebeband (ca. 50 cm) oder mit Lineal und Bleistift eine Start-
gerade auf dem Boden oder auf dem Arbeitstisch.

Ein Teammitglied soll nun das Auto von etwas hinter der Startgeraden in senkrech-
ter Richtung zu dieser Startgeraden stolen. Wenn das Auto die Startlinie passiert,
soll nur die Kraft der Reibung auf das Auto einwirken.

Notiere die vom Auto zuriickgelegte Entfernung. Bei der Untersuchung eines Un-
falls sind die Untersucher kaum einmal Zeugen des Unfalls und konnen Daten auf-
nehmen. Sie kdnnen nur feststellen, wo die Schleuderspuren beginnen und enden.

Verwende das Weg-Geschwindigkeitsdiagramm und die TRACE-Option, um die
Geschwindigkeit des Autos, mit der es die Startgerade passiert hat, in m-sec” zu
bestimmen.
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5. (Optional) Veranstalte einen Wettbewerb unter deinen Teammitgliedern oder unter
allen Klassenkollegen und -kolleginnen, wer das Auto so wegstoBBen kann, dass sei-
ne Anfangsgeschwindigkeit moglichst nahe an 1m pro Sekunde herankommt.

Riickkehr zum beschriebenen Unfall

Die Polizei kam zum Schluss, dass sich das Auto zumindest mit 50 km/h bewegte, als es
begann, sich zu iiberschlagen. Die Schleuderspuren vor dem ersten Uberschlag wiesen eine
Lange von 55 m auf. Aus den iiblichen Tabellen fanden sie unter Beriicksichtigung des Stra-
Benbelags und der Witterungsumsténde fiir den Reibungskoeffizienten den Wert 0,7.

1. Verwende dein Werkzeug (Rechner oder PC) und erstelle mittels Gleichung (1) das
Weg-Geschwindigkeitsdiagramm mit diesen Daten.

2.  Welche Schleuderstrecke wiirde ein Kfz bei der Geschwindigkeit von 50 km/h zu-
riicklegen?

3. Addiere diese Entfernung zu den gemessenen 55 m und schitze die Mindestge-
schwindigkeit, die das Fahrzeug vor Beginn des Bremsmandvers hatte.

KOMMENTAR des CORONERS

Die errechnete Geschwindigkeit des Fahrzeugs wird dich iiberraschen. Sie scheint nicht allzu
grof3 gewesen zu sein. Aber dennoch reichte sie aus, das Auto 55 m auf der Straf3e schleu-
dern zu lassen und war dann noch grof3 genug, dass sich das Auto {iberschlug. Die Hauptur-
sache fiir den Unfall war, dass der Fahrer in die Kurve hinein beschleunigte. Da die Fahr-
tiichtigkeit des Lenkers beeintrachtigt war und er auBerdem noch wenig Fahrpraxis hatte,
verlor er in der Kurve die Kontrolle {iber sein Fahrzeug und iiberreagierte, indem er scharf
bremste. Das kommt leider nur zu oft vor: Alkohol und iiberhdhte Geschwindigkeit vergro-
Bern das Risiko fiir derartige Unfille. Es ist nicht sehr wahrscheinlich, dass das Opfer ange-
gurtet iiberlebt hitte, aber mit angelegtem Sicherheitsgurt wére es nicht aus dem Wagen
geschleudert worden. Eine geringere Geschwindigkeit hitte seine Uberlebenschance wesent-
lich erh6ht. Wenn an diesem Unfall {iberhaupt etwas ,,gut” war, dann die Tatsache, dass
keine anderen Autos und Personen darin verwickelt waren.

Bemerkungen fiir den Lehrer/die Lehrerin

Hier wird vor allem der Zusammenhang zwischen der Brems- oder Schleuderspur, die tat-
sdchlich eine Folge der Reibungskraft ist, und der Geschwindigkeit eines Fahrzeugs unter-
sucht. Der Zusammenhang ergibt sich als das Ergebnis zweier Gleichungen fiir die kinetische
Energie. Wenn diese Grundidee den Studenten noch nicht bekannt ist, lasst sie sich heuris-
tisch erkldren. Die kinetische Energie ist die Energie der Bewegung. Die Studenten werden
sehr wohl verstehen, dass es einer gewissen Energie bedarf, ein Auto mit einer gewissen
Geschwindigkeit zu bewegen. Je hoher die Geschwindigkeit sein soll, desto mehr an Energie
ist erforderlich. Das erkldrt aber noch nicht den quadratischen Zusammenhang. Das kann
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aber auch spéter behandelt werden. Der Zusammenhang zwischen der Reibungskraft und der
kinetischen Energie kann verdeutlicht werden, indem man einen Korper auf verschiedenen
Unterlagen gleiten ldsst — von der glatten Tischplatte bis zu einem Teppichboden. Dabei
konnen die Studenten die Verdnderung der Reibung tatsdchlich fiihlen. Am wichtigsten ist
es, dass sie ein Gefiihl fiir die Hauptgleichung dieses Experiments bekommen:

v=42g-u-d.

Viele Studenten werden iiberrascht sein, dass das Gewicht des Fahrzeugs in dieser Gleichung
nicht aufscheint. Das ist eine Konsequenz aus dem Gleichsetzen der beiden Gleichungen fiir
die kinetische Energie. Dabei ergibt sich eine ausgezeichnete Gelegenheit, um Galileis klas-
sisches Experiment zu erwihnen, in dem er nachwies, dass die Fallgeschwindigkeit eines
Korpers nur von der Schwerkraft und nicht vom Gewicht des Korpers abhéngt. Man kann
auch darauf hinweisen, dass diese Gleichung den Einfluss der Schwerkraft sehr wohl bertick-
sichtigt, da die Erdanziehungskraft g in ihr vorkommt. Ein Bremsspur auf dem Mond wiére
beim gleichen Reibungskoeftizient wohl ein gutes Stiick langer als hier auf der Erde.

Es wire viel zu gefahrlich, wenn die Studenten echte Bremsspuren erzeugen, oder solche auf
der Strafle (oder gar Autobahn) untersuchen miissten. In diesem Experiment wird die Rei-
bung der fixierten Reifen ersetzt durch die Reibung der Achsen in der Fiihrung eines Spiel-
zeugautos. Es findet sich zwar kein Gummiabrieb auf der Spur, aber grundsétzlich sind die-
selben Krifte am Werk. Welche Variante des Experiments sie nun tatséchlich ausfiihren,
hingt einerseits von ihrer Vorliebe und der Vertrautheit mit dem Umgang eines Datenmess-
gerits (CBR oder CBL) und andererseits davon ab, ob ihre Studenten schon iiber Grund-
kenntnisse der Trigonometrie verfiigen. Wenn die Winkelfunktionen bekannt sind und sie
iber ausreichend Zeit verfiigen ist es sicher interessant, beide Alternativen auszufiihren. Die
zweite Variante gibt mehr oder weniger den genauen Wert der Geschwindigkeit des Fahr-
zeugs am Ende der Rampe, wihrend bei der ersten Messfehler auftreten konnen, die auf der
Tatsache beruhen, dass zB das CBR nur Daten in Abstinden von mindestens 0,05 Sekunden
aufzeichnen kann.
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Blutspritzer an der Wand

»Blut ist ein ganz besondrer Saft*

WAS GESCHAH ...

Als Beauftragter des Coroners wirst du zu einem gewaltsamen Todesfall geru-
fen. Es ist nicht klar, ob Mord oder Selbstmord vorliegt. Das Wohnhaus ist ein
ebenerdiges Bauernhaus. Die Hauseigentiimer hielten sich in ihrem Schlaf-
zimmer auf, wiahrend sich ihre Tochter im Schlafzimmer auf der anderen Seite
des Hauses befand. Die Eltern hatten nichts Auffélliges wihrend der Nacht
gehort, wurden aber misstrauisch, als sie am morgen die Tochter aufwecken
wollten und die Tiir zum Schlafzimmer versperrt vorfanden. Als sie keine
Antwort bekamen, 6ffneten sie die Tiir gewaltsam. Sie fanden ihre Tochter
mit mehreren Schusswunden im Kopf auf ihrer rechten Seite liegend. Neben
der Tochter lag ein junger Mann, der nur eine Schusswunde am Kopf aufwies.
In der Wand vor dem Gesicht der Tochter gab es mehrere Locher mit deutli-
chen Blutspritzern. Wegen der offensichtlich tddlichen Verletzungen musst du
sowohl den Einschusswinkel als auch die Entfernung der Opfer vom Schiitzen
feststellen.

Hintergrundinformationen

Bei vielen kriminaltechnischen Ermittlungen im Zusammenhang mit einem gewaltsamen
Tod durch einen Schuss, einen Schlag mit einem stumpfen Gegenstand oder einem Messer-
stich ist es entscheidend, die Position des Opfers und/oder des Angreifers zu kennen. Dann
kann der Untersucher sagen, ob das Opfer bewegt oder ob am Tatort irgendetwas verdndert
wurde. Manchmal sind die einzigen sichtbaren Spuren Blutspritzer an umliegenden Gegens-
tdnden, Flichen oder Winden. Mit einigen physikalischen und mathematischen Kenntnissen
kann man die Lage des Ausgangspunkts fiir diese Spritzer bestimmen.

Die physikalische Grundlage leitet sich davon ab, dass Blut eine dicke und zihe Fliissigkeit
ist. Wenn ein Blutstropfen durch die Luft fliegt, nimmt er sofort eine Form an, die seine
Oberflache moglichst klein macht. Das ist die Kugelform. Wenn nun der Blutstropfen auf
eine ebene Oberflache auftrifft, wie zB auf eine Wand, eine Tischfldache oder den Fullboden,
dann verdndert sich die dreidimensionale Form in eine zweidimensionale. Wenn er auf diese
Fldche unter 90° auftrifft, dann breitet er sich in alle Richtungen gleichmifig aus, um den
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Inhalt des Tropfens auf eine moglichst kleine Fliche zu verteilen — es entsteht ein Kreis.
Wenn aber der Tropfen — die Kugel — unter einem anderen Winkel auf die Oberflache auf-
trifft, dann trifft der Boden der Kugel die Wand wihrend sich der Oberteil weiter bewegt.
Die Abbildung illustriert den Sachverhalt.

Dicke des Spritzers=D
Linge des Sptitzers =L

Elutstropfen Wiratud

Beachte, dass die Dicke des Spritzers an der Wand mit der Dicke des Originaltropfens iiber-
einstimmt. Das Erstaunliche ist nun, dass der Winkel, unter dem der Blutstropfen auf die
Wand aufgetroffen ist, aus seiner Dicke D und Lénge L bestimmt werden kann.

Die Form des Blutspritzers dhnelt einem Tranentropfen, der aus einer Ellipse mit einer leich-
ten Ausdehnung besteht. Diese Ausdehnung rithrt vom Flugimpuls her und zeigt die Rich-
tung an, von der der Tropfen aufgeprallt ist.

Dicke D

Lange L
Die Hauptachse der Ellipse zeigt in die Richtung, aus der das Blut auf der Fliache aufge-
kommen ist. Wenn man daher mehrere Spritzer betrachtet und ihre Hauptachsen in die zur
Ausdehnung entgegen gesetzten Richtung verldngert, sollten sich diese in einer gemeinsa-
men Stelle S an der Wand treffen.

Diese Stelle gibt aber noch keine Auskunft dariiber, in welcher Entfernung von der Wand
sich das Opfer befunden hat. Die erste Abbildung oben zeigt uns, wie wir den Ausgangs-
punkt der Spritzer feststellen konnen. Wenn wir den Winkel, unter dem die Spritzer auf die
Wand aufgetroffen sind, mit o bezeichnen, dann kdnnen wir mit elementarer Trigonometrie
die folgende Beziehung (1) ableiten.

D
sinot = — 1
i D

Beachte, dass L ohne die Ausdehnung gemessen werden muss. Um das zu gewéhrleisten,
kann man auch von der Stelle der weitesten Ausdehnung des Tropfens zum Rand messen,

der der Ausdehnung gegeniiber liegt. Damit erhélt man die halbe Hauptachse der Ellipse % .
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Aus Formel (1) gewinnt man iiber die Umkehrfunktion den Winkel a.

. (D
o =sin (Tj 2)

In Derive fiihrt die Funktion ARCSIN(D/L) sofort zur Ausgabe des Winkels in Grad wéhrend
ASIN(D/L) den Winkel im Bogenmal} ausgeben lésst.

Um auch den Herkunftsort der Blutstropfen, die zu den Spritzern gefiihrt haben, zu ermitteln,
wird ein diinner Faden im Zentrum eines Spritzers befestigt und in die Richtung der Haupt-
achse gelegt. Dann hebt man den gespannten Faden so weit von der Wand ab, dass er mit ihr
den Winkel a bildet und sucht auf dem Faden jenen Punkt, der sich genau vor dem vorhin
ermittelten Treffpunkt der Achsen S auf der Wand befindet: Von dieser Stelle aus wurde das
Blut verspritzt.

Das Experiment besteht aus zwei voneinander unabhéngigen Teilen. Im ersten Teil sollst du
ein ,,virtuelles Spritzmuster* auf dem Schirm deines Computers erzeugen und dann jene
Gerade herausfinden, die zum Ursprungspunkt fithrt. Da du nur mit einem Spritztropfen
arbeiten wirst, kannst du unmoglich die Lage der Quelle fiir das Spritzmuster feststellen.

Im zweiten Teil wirst du deinen Rechner dazu verwenden, um Berechnungen anzustellen.
Zuerst wirst du mit einer Zahnbiirste und ,,kiinstlichem Blut* (zB Tinte, ...) ein Spritzmuster
erzeugen. Das wirst du besser irgendwo im Freien machen, denn in der Schule wird es viel-
leicht keinen geeigneten Ort fiir diese eher schmutzige Angelegenheit geben. Nach der Her-
stellung dieses Musters durch Verspritzen mit einer farbgetrinkten Zahnbiirste auf ein genii-
gend grofes Stiick Papier kannst du einige geeignete Tropfmuster auswihlen und diese so
analysieren, dass du zuerst den ,,Konvergenzpunkt“ und dann auch den Einfallswinkel
bestimmen kannst. Aus diesen Informationen wirst du dann den Riickschluss auf die Position
der Zahnbiirste beim Verspritzen des ,,Blutes* ziehen konnen.

Forensische Aufgaben
e Bestimmung der Lage des Ausgangspunkts fiir verspritztes Blut
e Entscheidung, ob es nur eine derartige Quelle oder mehrere Quellen fiir das Spritz-
muster gibt
Naturwissenschaftlich-mathematische Aufgaben

e Lernen, wie man die Definition einer Ellipse einsetzen kann, um eine Ellipse mit
vorgegebener Richtung der Hauptachse zu konstruieren

e Mit Hilfe der Hauptachsen von mehreren Ellipsen, die das Spritzmuster bilden, ei-
nen Konvergenzpunkt in der Ebene finden

e Das Achsenverhiltnis der Ellipsen zur Bestimmung des Einfallswinkels einsetzen
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Materialien
Fiir das erste Experiment
e Derive oder ein anders CAS, CAS-Rechner oder Graphischer TR.
e FEin Stiick schwarzen Baumwollfaden von 1,5m Lénge
e FEin Winkelmesser
e FEin Meterstab
Fiir das zweite Experiment
e Ein grof3es Blatt Papier und ein groBes Stiick Plastikfolie
e Eine Zahnbiirste
¢ FEin Glas mit rot gefirbtem Wasser (am besten mit Lebensmittelfarbe)

e Klebeband zum Befestigen des Papiers und der Folie

Experiment 1 — Erzeugung eines ,,virtuellen Blutspritzers“

1. Erzeuge das Bild einer Ellipse, die um einen beliebigen Winkel gedreht ist. Der
Bildschirmausschnitt zeigt eine Methode mit Hilfe der Parameterdarstellung der El-
lipse und einer Rotationsmatrix, durchgefiihrt mit Derive. Wende diejenige Metho-
de zur Erzeugung der Ellipse an, mit der du am besten vertraut bist.

el7 :z [3-00S(t), 2-SINCtD]
COSCuy SINCU)
rot{u) :=
— SINCu) COosCu)
#3: spatter(u) := ell-rot{ul
#4: spatteri{30°) ———

Erzeugt eine Ellipse mit zufalligem Drehungswinkel:

Zufallsdrehung

+

#5: spatter{ (RANDOM(360) + 1)°) verschobens |E114pse

Erzeugt eine Ellipse mit zufaligem Dretwinkel mit M(-2 -1)

spatter((RANDOM(360) + 1)°) + [-2, -1]

[fi T FEv TFs-TruvT FE T FE™ T]
vE AlacbraCalc|dther [PramIdClean Up
B[3-cost) Z-sinCti]+ell

[3-cos(td 2-sin(t)]

_[cogcun sin(un]_)mt(u) — 74%
csinfu) cos(u)

® 2l -rotrand] 36000
[2-cos(2E8)-sinftl = 3 sin(26)-cos(t) -3 p h%ﬂ
B2 -cos(26) - sinit) - 3 sin(26)-cos(t) -3 p

Done|

w1l ¥xtiCtdtans (1201, 2] rutiCL>
CEYFTD TEG AUTD VHE_ 6730 TRYFTE TEG ALTH FAE,

1m0 _FEw [ FE 4 FEw |_F&™
= f—|Zoon|Trace [Rearaph|Math|Draw|

Auf dem CAS-Rechner kann dhnlich vorgegangen werden. Hier wurden drei gedrehte Ellip-
sen in Parameterdarstellung erzeugt. Am graphischen Taschenrechner geht es leider nicht so
elegant, da keine Funktionen definiert werden kdnnen, aber trotzdem:

© bk teachware



60

bk teachware Schriftenreihe

randInt C3EE. 13-+

randInt (3@, 13-+ Flokl Flokz Pleks
&1 1r B3kcos (T rtkco
228 % Wr—2Z=indTrksin
3]
; \‘l_/_)

2
11 B3#cos(Tr+=s1
¥}+251niTh*505

~HET S

'i
1]
Y
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]

Erzeuge einen Zufallswinkel, die Parameterdarstellung aus der Matrizenmultiplikation von

oben und dann den Graph der Ellipse.

2.

Der Graph stellt deinen ,,Blutspritzer* dar. Du wirst ihn dazu verwenden, um den
Winkel zu berechnen, unter dem das ,,Blut* auf deinen Schirm gespritzt ist.

Miss die Lange der Hauptachse (= L) und der Nebenachse (= D) und berechne iiber
die Formel (2) den Einfallswinkel.

Halte ein Ende des Fadens im Mittelpunkt der Ellipse fest und spanne ihn in Rich-
tung der Hauptachse, wobei du darauf achtest, dass der Faden mit dem Schirm den
eben berechneten Winkel einschliet. Damit hast du die Richtung festgestellt, aus
der der Fleck auf den Schirm gekommen ist. Du kannst den Faden mit dem Meter-
stab unterstiitzen.

Wihle einen Punkt auf dem Faden (Stab) und lasse deine Kollegen ihre Fiden zu
anderen Stellen des Schirms spannen.

Die Kollegen sollen nun ihre ,,Blutflecken® mit dem Mittelpunkt an der Stelle, wo
ihr Faden den Schirm traf, erzeugen. Das sind wieder Ellipsen mit der Hauptachse
in Richtung ihres Fadens und mit ihrem spezifischen Einfallswinkel, der sich auf
das Verhéltnis von Haupt- und Nebenachse auswirkt.

Experiment 2 — Analyse eines vollstindigen Musters von Blutflecken

1.
2.

Befestige ein grofies Stiick Plastikfolie an der Wand.

Befestige nun das Blatt Papier in der Mitte der Plastikfolie in einer Mindesthdhe
von 1,80 m iiber dem Boden.

Trage eine Schiirze oder sonstige Arbeitsbekleidung und wenn moglich auch eine
Schutzbrille.

Stelle dich in einer Entfernung von ca. 1,50 m von der Wand und 1 bis 2 m seitlich
vom Papier auf. Vergewissere dich, dass sich keine Personen und Gegenstinde zwi-
schen dir und dem Papier befinden. Am besten ist es, wenn alle hinter dir stehen.

Tauche die Zahnbiirste leicht in deinen ,,Blutbehélter®.

Halte die Zahnbiirste in Schulterhhe mit den Borsten gegen das Papier gerichtet,
ziele auf das Papier und spritze mit raschen Bewegungen aus dem Handgelenk das
,.Blut“ von der Biirste auf das Papier.
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7. Uberzeuge dich, ob du zumindest drei oder vier brauchbare Spritzspuren (Blutfle-
cken) in Ellipsenform auf dem Papier finden kannst. Wenn nicht, dann wiederhole
den Versuch mit einem neuen Blatt Papier. Wenn es wiederholt nicht gelingt, dann
solltest du das Kunstblut etwas ,,verdicken® (zB mit etwas Mehl oder Stérke).
Nimm aber nicht zu viel davon, denn sonst bleibt dein ,,Blut* nicht fliissig genug.

8.  Wenn dir eine gute Vorlage gelungen ist, lasse sie einige Minuten trocknen und
bringe sie in die Klasse.

9. Verlingere bei vier oder fiinf ,,schonen” Flecken die Hauptachse der Ellipsen und
versuche einen ,,Konvergenzbereich” in Bezug auf das Papier zu finden. (Das ist der
Bereich in dem die Achsen zusammenlaufen.) Es ist sehr wahrscheinlich, dass sie
sich nicht in einem Punkt treffen, aber die gegenseitigen Schnittpunkte sollten
schon recht nahe beisammen liegen.

10. Suche dir nun den am besten gelungenen Fleck aus und miss moglichst genau die
Léangen der Achsen der Ellipse. Der MaBstab ist dabei nicht von Bedeutung, da es ja
nur auf das Verhéltnis der Achsenldngen ankommt.

11. Nun kannst du mit dem Taschenrechner nach Formel (2) den Auftreffwinkel des
Tropfens berechnen.

12. Befestige das Papier an der Wand und markiere den Treffpunkt der Hauptachsen.
13. Befestige einen Faden im Zentrum des in 10. gewéhlten Spritzflecks.

14. Ein Teammitglied soll den Winkelmesser halten und du achtest darauf, dass der ge-
spannte Faden mit der Wand den berechneten Winkel einschlieBt, wenn du ihn bis
genau vor den ,,Konvergenzpunkt™ spannst.

15. Von dieser Stelle weg solltest du vorher mit der Zahnbiirste die Flecken am Papier
erzeugt haben. Stimmt das ungefahr?

KOMMENTAR des CORONERS

Der Coroner hat in diesem Fall groBe Bedeutung fiir die Untersuchung. Eine genaue Uber-
priifung der Wunde gibt Auskunft dariiber, wie nahe beim Opfer die Waffe abgefeuert wur-
de. Rontgenstrahlen helfen bei der Bestimmung des Einschusswinkels. Auch die Anbringung
von Holzdiibeln in den Einschusslochern in der Wand hilft zur Feststellung des Winkels. Die
Korpertemperatur und der Kaliumgehalt des Glaskorpers im Auge der Opfer sind Hilfen in
der Bestimmung des Todeszeitpunkts. Ausfiihrliche Interviews mit Familienmitgliedern
vermitteln ein vollstindiges Bild der &uleren Umsténde. Du erféhrst, dass die beiden Toten
ein Verhiltnis gehabt haben und dass die Tochter den jungen Mann kiirzlich davon unterrich-
tet hat, dass sie die Verbindung auflésen wiirde. Die Polizei wird die Projektile finden und
untersuchen, ob sie zu den am Tatort gefunden Waffen gehoren.
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Mit der Matrix zu den Tatverdichtigen
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Die ortliche Polizei ruft dich zu einer Stelle im Wald, wo zwei Jager in einer
Mulde eine seicht begrabene Leiche aufgefunden haben. Du sicherst den Tat-
ort durch Absperrungen und lisst die menschlichen Uberreste sorgfiltig ber-
gen. Es ist augenscheinlich, dass der Korper nicht erst kiirzlich dort begraben
wurde. Im Wesentlichen bestehen die Reste nur aus Knochen und einigen
Textilfetzen. Dein erfahrenes Auge sagt dir, dass es sich bei der Leiche um ei-
ne junge Frau handeln muss, aber das ist alles, was du bei dem Grab feststel-
len kannst. Du hilfst bei der sorgfiltigen Exhumierung des Korpers und ord-
nest an, dass er ins nichstliegende Leichenschauhaus iiberfiihrt wird.

Dort kannst du eine genauere Analyse durchfiihren. Aus der Liange der Kno-
chen und einer Untersuchung der Knochenenden schlie3t du, dass es sich bei
dem Opfer um ein Médchen im vorpubertdren Alter handeln muss. Die ge-
richtsmedizinische Untersuchung des Gebisses bringt die Gewissheit, dass es
sich um ein junges Médchen handelt, dass vor etwa 20 Jahren als vermisst
gemeldet worden ist. Eine weitere Untersuchung enthiillt, dass dem Opfer
zumindest dreimal in die Brust geschossen wurde. Projektile wurden keine
beim Grab gefunden, aber das Ausmal} der Zerstérung an den Knochen weist
darauf hin, dass die Schiisse aus einer Pistole vom Kaliber 45 stammen miis-
sen. Sonst ldsst sich nichts iiber die Waffe sagen.

Damit ist deine Mitwirkung an den Ermittlungen beendet. Die Aufklarung des
Falls ist Aufgabe der Polizei. Eine Gruppe von Kriminalpolizisten iibernimmt
den Fall und die Beamten beginnen mit der mithsamen Arbeit, Leute aus dem
Verwandten- und Bekanntenkreis der Toten zu befragen. Das Opfer lebte in
einer kleinen Ortschaft, daher beginnen die Polizisten dort mit ihrer Arbeit.
Sie lassen die Akten ausheben, die vor 20 Jahren bei der Untersuchung des
Verschwindens des Miadchens angelegt worden sind. Hauptverdichtigter war
damals ein 14jdhriger Afro-Amerikaner, der Sohn der Nachbarfamilie des
Maidchens. Diese Familie war die einzige nichtweile Familie in der Umge-
bung. Die Schwester des Burschen war die ,,beste Freundin” des Madchens.
Die beiden Midchen hatten aber einen kleinen Streit, der offenbar von der
Mutter des Opfers vom Zaun gebrochen worden ist.
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Die weiteren polizeilichen Ermittlungen

Die Polizei begann mit der Befragung des nun bereits erwachsenen Sohnes und seiner

Schwester. Wie bei vielen Untersuchungen wurden bei den Befragungen weitere Personen
genannt, die fiir den Fall interessant waren. Aus allen Aussagen kristallisierte sich fiir die
Polizei eine Liste von sechs Hauptverdichtigen heraus. Hier folgt eine sehr kurze Zusam-

menfassung der Ergebnisse der polizeilichen Ermittlungen. Wir wollen die Personen mit den

Buchstaben A bis F bezeichnen.

A Das afro-amerikanische Médchen: Sie war eine Freundin des Opfers seit dem Zeit-

punkt, als ihre Familie das Nachbarhaus wéhrend einer Demonstration durch das

ortliche ,,Biirgerkomitee fiir eine saubere Nachbarschaft” bezogen hat. Kiirzlich

hatte es einen kindischen Streit zwischen ihnen gegeben. Das Médchen hat dem

Opfer am Tag, an dem es verschwand, eine Nachricht zukommen lassen, dass sie

sich an ihrem ,,geheimen Ort“ treffen sollten.

B Der afro-amerikanische Bub: Seine Schwester, fiir die er sich als Beschiitzer fiihlt,

hat gerade eine ,,Zuriickweisung” durch das Opfer erfahren. Er wurde in der Nacht,

in der das Médchen verschwunden ist, auf deren Grundstiick gesehen. Er galt als

ein anstidndiger Teenager, war aber sehr empfindlich gegeniiber der seiner Familie

entgegengebrachten Diskriminierung.

C Der Obmann des Biirgerkomitees: Er fiihrte eine Demonstration an, die den Mo-

belwagen der afro-amerikanischen Familie empfing, als sie ihr Haus bezogen. Er

war sehr aufgebracht dariiber, dass das Opfer sehr gut mit B befreundet war. Er

pflegte zu sagen: ,,Das Einzige, das noch schlechter ist als ein Schwarzer, ist ein

Weiller, der ein Freund eines Schwarzen ist.” Er galt als unnachgiebiger Vater und

Ehemann. Man wusste, dass er ein Gewehr besal.

D  Grundstiicksmakler: Er versuchte, aus der Stimmung Kapital zu schlagen, die ent-

stehen kann, wenn sich eine nichtweifle Familie in einer Wohngegend ansiedelt. Er

versuchte einerseits, dort billig Hauser zu kaufen, und andererseits, Hauser in einer

neuen Siedlung am Stadtrand zu verkaufen. Er beurteilte die offene Freundschaft

zwischen den beiden Médchen als ,,schlecht fiirs Geschaft”.

E  Teenager: Sohn des Verdichtigen C: Voreingenommen, aber unsicher in seinem

Verhalten, verursacht durch die Freundschaft zwischen den beiden Miadchen. Er

wurde vom Opfer 6ffentlich zurechtgewiesen und auch leicht geschlagen, als er das

Madchen in der Schule einschiichtern wollte. Er entschuldigte sich dann beim Op-

fer und ihrer Freundin und wurde dafiir von seinem Vater bestraft. Er versuchte

immer, seinem Vater alles recht zu machen.

F  Die Mutter des Opfers: Sie war empfinglich fiir die Versuche von D, der Familie

ein neues Haus zu verkaufen, aber ihr Mann war dagegen. Sie bestand auf einer

Beendigung der Freundschaft der Madchen und brachte ihre Tochter dazu, ihre

Freundin in der Offentlichkeit nicht mehr zu , kennen®.
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Fiir jede der eben genannten Personen gibt es einen Grund dafiir, dass sie in die Liste der
Verdéchtigen aufgenommen wird. Die Arbeit der Ermittler ist es nun, diese Griinde zu sortie-
ren und zu bewerten, um herauszufinden, auf wen sich die weiteren Untersuchungen kon-
zentrieren sollen.

Eine alte Faustregel fiir die Untersuchung von Kriminalfillen ist, sich an drei Gesichtspunk-
ten zu orientieren: Motiv, Gelegenheit und Nutzen. Wer hatte das stirkste Motiv, das Mad-
chen zu téten? Wer hatte die beste Gelegenheit, das Verbrechen zu begehen? Wer kann aus
der Tat den grofiten Nutzen ziehen? Wir wollen diese Punkte mit MGN abkiirzen und sie auf
den vorliegenden Fall anwenden.

Forensische Aufgaben

e Sinnvolle Organisation von Ermittlungsergebnissen, sodass diese zur Losung des
Falles fiihren kdnnen

Mathematische Aufgaben

e Suche nach einer Moglichkeit, subjektive Eindriicke in eine geeignete Form zu brin-
gen, sodass eine quantitative Analyse moglich wird

e  Ordnen der unterschiedlichen Losungsmoglichkeiten nach Priorititen und Bedeu-
tung der Aussagen

e Anwendung eines zweiseitigen Vergleichs der Alternativen, um die Reihenfolge
herzustellen

e Kennenlernen des Begriffs des dominanten Vektors beziiglich gewisser Matrizen

Die mathematische Grundlage

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff des dominanten Vektors vorstellen. Dieser kann
zu bestimmten Typen von Matrizen gebildet werden. Im ersten Anschein mag einem das als
eine unbedeutende mathematische Spielerei vorkommen, aber es hat in der Tat mit unserem
Versuch, den Kriminalfall zu 16sen, zu tun. Die Idee des dominanten Vektors (genauer ge-
sagt, eines dominanten Eigenvektors) ist die Grundlage des ,,Analytischen Hierarchischen
Prozesses” (AHP), der von Thomas Saaty in den spéten 70er-Jahren entwickelt wurde. Dabei
werden verschiedene Alternativen untereinander abgewogen und in eine logische Reihenfol-
ge von Entscheidungen gebracht.

Wir werden das Konzept des dominanten Vektors anhand einer 2x2-Matrix einfithren. Neh-
men wir an, dass alle Elemente der Matrix positiv sind und dass die zweite Zeile kein Vielfa-
ches der ersten ist. Betrachte dazu die Matrix 4:

o]
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+1
Beobachte nun, was geschieht, wenn die
Matrix, bestehend aus den Ecken eines Qua- _ 1 _ LR 1
drats mit der Matrix A4 (von links) multipli- '
ziert wird: . ' t '
-1 0.5 0.5 1
l_p t
| l
-1

Da die Multiplikation mit der Matrix 4 eine lineare Transformation ist, werden die Seiten des
Quadrats in Seiten der Abbildung des Quadrats transformiert. Jeder Punkt im Inneren des
Quadrats wird in einen Punkt im Inneren des Bildvierecks abgebildet. Das Ausgangsquadrat
soll aus den folgenden Punkten bestehen:

Q= [-2/2, =J2/25 —J2/2, J2/2; J2/2, J2/2; J2/2, —J2/2; -J2/2, -J2/2]

Jeder Punkt(vektor) wird mit 4 multipliziert und der resultierende wird Vektor normiert,
indem wir ihn durch seine Lange dividieren.

. . 11
[ Ay J » A\ u
VECTOR v, Q _ : Yo g .
| A e P
Das Ergebnis ist das strichlierte Rechteck, das ge- _K_D' E /Cr/_'-:, 1
geniiber dem Quadrat in eine Richtung gekippt und ' ' 1-0.5 '
| I
gestaucht wurde. S
. . 11

Mit den Ecken dieses Rechtecks wird genau so verfahren: wir multiplizieren mit 4 und nor-
mieren die entstehenden Ortsvektoren. Damit entsteht das punktiert eingezeichnete Rechteck,
das noch weiter gekippt und noch mehr gestaucht wird (siche Bild auf der néchsten Seite).
Dieser Vorgang kann beliebig oft wiederholt werden. Wir produzieren das Ergebnis nach
dem 20. Schritt, indem wir gleich mit A% multiplizieren und das entstehende ,,Rechteck*
einzeichnen.

Damit wird das Ausgangsquadrat praktisch schon auf eine Strecke komprimiert. Die Strecke
liegt auf der Geraden y = 0,18301x und enthélt den Punkt D (0,8453 / 0,1547).

6-243 2@—3}

Die exakte Rechnung ergibt fiir den Punkt D die Koordinaten ( 3 3
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2 . . 11

VECTOR| ———, «, 0 ¥0.5 -

' ; "ﬁvﬁlﬂ:

20 reerh B
. — G5 s
VECTOR| ——— v, 0 1‘\ : r=0.5%

1-1

Uberpriife die oben angegebenen numerischen Ergebnisse durch eigene Rechnung.

Der Ortsvektor von D, der auf dieser Geraden liegt und die Eigenschaft besitzt, dass die
Summe seiner Komponenten genau 1 ergibt, wird als dominanter Vektor der Matrix A be-
zeichnet. Dieses Konzept des dominanten Vektors wird eine bedeutende Rolle in der Analyse
der von der Polizei gesammelten Aussagen in dem Mordfall spielen.

Es muss aber unbedingt darauf hingewiesen werden, dass nicht jede Matrix einen dominan-
ten Vektor besitzen muss. So hat zum Beispiel die Matrix B

2 2
B=

13

2 2

die Eigenschaft, dass das Produkt eines jeden Vektors mit aufeinander folgenden Potenzen
von B zu einer Liste von 12 verschiedenen Vektoren fiihrt, die sich periodisch wiederholen.

NER ¥ % NERY
B-[X.y]={ - — ]
2 22 2

13 |:._|"3-x W ® ._|"3-y:|
B o-[eyoyl= - —
2 2 2 2

k
YECTOR(E -[2, 2], k, 20

Der dritte Ausdruck fiihrt zur Liste der ersten 20 Produkte.

Gliicklicherweise haben wir es aber in unserem Zusammenhang immer mit anderen Matrizen
zu tun. Unsere Matrizen haben nur positive Elemente. Zwei deutsche Mathematiker, Oskar
Perron (1880 — 1975) und Ferdinand Georg Frobenius (1849 — 1917) bewiesen, dass jede
Matrix, die nur positive Elemente besitzt, einen zugehdrigen dominanten Vektor hat, der
ebenfalls nur aus positiven Elementen besteht. Tatsdchlich haben sie wesentlich starkere
Ergebnisse bewiesen, aber fiir unsere Zwecke soll das ausreichen.
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Da vorher von einem Eigenvektor die Rede war, soll dieser wichtige mathematische Sach-
verhalt kurz besprochen werden.

Wenn 4 eine regulire quadratische Matrix ist, kann man die Gleichung 4-v = A -v aufstel-
len. Skalare A und Vektoren v, die diese Gleichung erfiillen, heilen Eigenwerte (L) mit den
jeweils zugehdrigen Eigenvektoren v. Ein derartiger Eigenvektor wird durch die Multiplika-
tion mit 4 nur in seiner Lange, nicht aber in seiner Richtung verdndert. Du kannst die Eigen-
vektoren von 4 auch mit Derive oder mit dem CAS-Rechner aufsuchen und zeigen, dass
einer von ihnen mit dem oben experimentell gefunden dominanten Vektor iibereinstimmt.

ETGEMVALUES(A) 0 A1 sebr sl atclot her PromTolc ey U] |

[2.43 + 5, 5 - 2../3]

EXACT_EIGENVECTOR(A, 2.3 + &)

. 7o LSEIT - 8258
s 2.3 -2 IEIQUC[[l 3]] 1866 5640 ]
[.983F 18]
|: :| L] “SE=Tr. 18 [.58453 .1547]
= [.7837,..1800]1-C.2837+. 18002
Fald EAD AUTO FUHC 2/%0
[- 2.43 -2, 1]
Ti[- 2-43 - 2, 11D Die beiden Eigenvektoren werden als Spal-
[0.8452694616, 0.1547005383] tenvektoren ausgegeben. Nur derjenige, fiir

den beide Komponenten gleiche Vorzeichen
aufweisen, kann der dominante sein.

Mehr Informationen iiber AHP kannst du unter den folgenden URLSs finden:

http://en.wikipedia.org/wiki/Thomas_Saaty
http://en.wikipedia.org/wiki/Analytic_Hierarchy Process
http://www.boku.ac.at/mi/ahp.pdf

Die Anwendung von AHP fiir die Beurteilung der Anhaltspunkte

Die AHP-Methode wurde von Thomas Saaty 1977 veréffentlicht. Dabei werden die Priorita-
ten von unterschiedlichen Maflnahmen oder Personen beziiglich verschiedener Kriterien in
eine Ordnung gebracht. Hier haben wir es mit sechs Verdédchtigen zu tun, von A bis E, und
drei Kriterien oder Beurteilungspunkte: Motiv, Gelegenheit und Nutzen. Diese Technik ist
gerade dann sehr niitzlich, wenn eine Situation eintritt, die nur schwer in Zahlen gefasst
werden kann, wo wir aber Meinungen oder Gefiihle haben, wenn wir die Malnahmen oder
die Personen im Zusammenhang mit den Beurteilungspunkten vergleichen und wir die Stér-
ke unsere Meinungen in eine Reihenfolge bringen kdnnen. Du wirst sehen, dass wir mit
dieser Methode Dinge quantifizieren konnen, fiir die dies vorerst nicht méglich scheint.

Zuerst brauchen wir ein Schema, um zwei Sachverhalte in Bezug auf ein bestimmtes Kriteri-
um vergleichen zu kdnnen. Saaty schligt eine Skala von 1 bis 9 vor, mit der die Einschit-
zung von zwei Personen/Maflnahmen (zB X und Y) beziiglich eines Beurteilungskriteriums
vorgenommen werden soll:
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1 =X und Y werden gleich bewertet

3 = méaBige Bevorzugung von X gegeniiber Y

5 =X hat deutliches Ubergewicht gegeniiber Y

7 = es gibt einige sichere Anhaltspunkte fiir die Bevorzugung von X
9 = X ist ganz sicher Y vorzuzichen

Die Zwischenwerte 2, 4, 6 und 8 werden als Kompromiss genommen, wenn keine Einigkeit
in der Bewertung erzielt werden kann. Das ist eine Erweiterung der Standardskala, um auch
Kompromisse unterbringen zu kdnnen. Es geht nun darum, die Praferenzen beim Vergleich
zweier Verdéchtiger in einer nxn Matrix [a; ] festzulegen, wobei gilt:

a;; = s mit s = die MaBzahl der Bevorzugung der verdachtigen Person i gegeniiber
der verdichtigen Person j und

1 . o
a,, =-—. Damit ergibt sich aber auch: a;; =1 fiirallei=1, ..., n.

)

Wir wollen nun dieses Schema fiir den ersten Verdédchtigen A im Vergleich mit allen ande-
ren Verdichtigen B bis F beziiglich des Kriteriums Motiv verwenden. Hier ist das Ergebnis
der Beratung der vier auf diesen Fall angesetzten Kriminalbeamten.

A im Vergleich mit B:
Das Team hat keinen Unterschied in der Stirke des Motivs fiir A und B gefunden
und vergibt daher
Q1p=dx1 = 1.
A im Vergleich mit C:

Obwohl C wollte, dass die afro-amerikanische Familie wegziehen sollte, glaubten
die Beamten, dass die Beleidigung von A durch ihre frithere Freundin sehr stark
iiberwog und vergaben daher die Wertung

1
a ;3= 7 und LZ},I :7.

A im Vergleich mit D:
Das Opfer war den Geschéftsinteressen des Maklers D in doppelter Hinsicht hinder-
lich: sowohl hinsichtlich seines Projekts mit der neuen Siedlung als auch hinsicht-
lich der Moglichkeit, ein Wohnobjekt billig erstehen zu kdnnen. Alle waren sich
dariiber einig, dass dies ein deutlich stirkeres Motiv als die Verletzung von A dar-
stellen kann und vergaben daher

1
a, =3 und a4 =5.

A im Vergleich mit E:
In diesem Punkt waren sich die Beamten nicht einig. Ein Teil von ihnen glaubte,
dass die Peinlichkeit, vom Opfer in aller Offentlichkeit geschlagen worden zu sein,
zusammen mit der folgenden Bestrafung durch den Vater unzweifelhaft die ableh-
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nende Haltung des Opfers gegeniiber A tibertrifft. Der andere Teil sah das nicht als
ganz so deutlich an und man einigte sich auf

1
as= 3 und as; = 8.

A im Vergleich mit F:
Ubereinstimmend beurteilten die Beamten, dass die Zuriickweisung ein etwas stir-
keres Motiv sein kann, als der Wunsch der Mutter nach einem anderen Haus. Daher
ergab sich

1
ais=3und ag, =3

Mit diesen Wertungen kdnnen wir bereits die erste Zeile und die erste Spalte der Motivmat-

rix A fiillen. Es sind aber noch weitere 10 Vergleiche der moglichen Motive vorzunehmen

und gegeneinander abzuwégen. Dann ist die Matrix voll. Wir wollen annehmen, dass die vier

Beamten zu folgender Motivmatrix gekommen sind:

1 1
—_ 3

1
1 1 2] z — —
2]

101 1
—_ — 1 2 — 4
Motiv := 7 9 5 Q)
101 1
5 —_ = 1 — 2
2 2 3
& & 5 3 1 8
1 i 1 1
—_ 4 — — — 1
3 4 2 B

Ein Blick auf die Matrix zeigt, dass die flinfte Zeile ganz deutlich alle anderen iibertrifft. Das
bedeutet, dass offensichtlich der Verddchtige E die stirksten Motive fiir die Tat hatte. Aber
wie steht es um die Reihenfolge der anderen in Bezug auf das Motiv? Wie schneiden die
Verdéchtigen hinsichtlich der beiden anderen Kriterien ab? Das wollen wir dann gemeinsam
behandeln. Zuerst reihen wir die Verdachtigen nach der Stirke des Motivs. Dabei kommt der
dominante Vektor ins Spiel.

Wenn wir die Vergleichszahlen aus der Matrix Motiv auf jede beliebige Reihenfolge der
Verdéchtigen immer wieder anwenden, dann sollte sich der Effekt des Vergleichens lang-
zeitlich auswirken und die Reihenfolge sollte gegen eine ,,Gerade* konvergieren, die durch
den dominanten Vektor bestimmt wird.

Du kannst das probieren: Verwende dein CAS (oder auch den graphischen Taschenrechner
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oder ein Tabellenkalkulationsprogramm) und berechne nach dem Vorbild von oben néhe-
rungsweise den dominanten Vektor von mot iv mit der 30. Potenz von Mot1iv. Dabei liber-
nimmt Motiv die Rolle von 4 und anstelle des Quadrats nimmst du als Ausgangsvektor den
Vektor der Gleichbeurteilung aller Motive [1, 1, 1, 1, 1, 1]. Die ,,Normierung® wird aller-
dings anders vorgenommen: da die Summe aller Elemente des Ergebnisvektors 1 ergeben
soll, ist der Produktvektor durch die Summe aller Komponenten zu dividieren.

Im Begleitmaterial findest du die Datei MGN_Analysis.dfw. Das dort vorhandene kleine
Programm Dom_vec(Matrix) berechnet den dominanten Vektor der Matrix:

Dom_wvec{Motiv)

[0.1297259782, 0.1456126901, 0.08580762219, 0.1275785495, 0.4186657991, 0.09160856074]

Vergleiche mit deinem Ergebnis. Wie schon die 5. Zeile der Matrix zeigt, liegt nach dem
Motiv der 5. Verdachtige — das ist E — an der Spitze, gefolgt von B, A, D, F und C.

Wir kommen nochmals auf den Eigenvektor zuriick und zeigen, dass sich unsere approximie-
rende Vorgangsweise auch hochst mathematisch iiber den Eigenvektor bestétigen lasst:

EIGEMYALUES(Motiv]
[9.525092213, 0.1448988546, -1.850230785 + 4.749211729.L, -1.850230785 — 4.749211729.., 0.01523524609 +

2.871021153. L, 0.01523524609 — 2. 871021193 L]

dv = APPROX_EIGEMVECTOR(Motiw, 9.525092213)

dv = [-0.2618124729, —0.2938766355, —0.1751914252, —0.2574760579, -0, 8449398524 -0, 1848820549]
dv

Z{dv)

[0.1297271118, 0.1456147857, 0.08680670311, 0.1275784341, 0.4186645909, 0.09160837427]

Derive liefert — ndherungsweise — zwei reelle Eigenwerte (ndherungsweise, weil sie Losun-
gen einer Gleichung 6. Grades sind) und schon der Versuch mit dem ersten Eigenwert fiihrt
zum passenden Eigenvektor, der sich nach Normierung mit dem obigen Ergebnis deckt. Bei
grofleren Matrizen kann die Ermittlung der Eigenwerte zu Problemen fiihren, daher ist es
sicherer, iterativ in die Nihe der Endlage zu kommen. Neben dem angebotenen Programm,
das eine vorgegebene Genauigkeit beriicksichtigt, konnen wir auch tiber ITERATES die ersten
20 Multiplikationen durchfiihren und dann die ganze Entwicklung betrachten oder gleich nur
die letzte Zeile der entstehenden Tabelle verwenden:

Motiv.a
ITERATES| ——— a, [1, 1, 1,1, 1, 1], 20
T(Motiv.a)

21

[0.1297271819, 0.1456148412, 0.08680682625, 0.1275784064, 0.4186644587, 0.09160828539]

Auch auf dem CAS-Rechner lassen sich die Eigenvektoren fiir groere Matrizen — ohne
Umweg tiber die Bestimmung der Eigenwerte — finden:
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© a1 aebracae [fher Praniofc1e5 up - A1 gebralcae |ofher Praniofc1e5n Up
1 1 T I-5 1~ ® zigllcimativ)
1 1 9 2 1.8 1-4 - 2618 -.2032+.1926-i -.2032 - .19
. 147 1.3 1 2 1.5 4 -.2939 -.2460+ .3900-i -.2469 - 3960
SRS 5 102 142 1 143 2 - 1752 - 1697 - L2E86-1 . 1697 + .26
s & 5 =T 1 & -.2575 1889 - .0402-i  .1839 + .0402
1.3 4 124 1.2 1.6 1 - 8449 LEYVEY ETET
® eiglcimotiu) -.1849 .3256 - .0079-i 3256 + .0E7Y
313Uc(mutlu)| matillst(ans(1)7[1])+mu
ERD AUTO FUMC B/20 FUMC /30

Hinweis: Mit dem graphischen TR und Excel kdnnen die Matrizenoperationen durchgefiihrt
werden. Die Eigenwerte und —vektoren kann man damit nicht finden.

Um die Normierung vornehmen zu kénnen, mgebpa cgl.—, nther PrngDTClean upﬁ

muss die erste Spalte (der brauchbare Ei- et s oerarensratedr . 1amvesas:
. . . . ~. B4493339249977 .6?6689928’

genvektor) in eine Liste konvertiert werden. e e

J2E18 S 2939 - IFS2 -LZE5FS LB

.sun(mo)
£.1297 L1456 (0868 L1276 L4187 »

moSsumCmo 3
HMAIN KAD AUTO FUNWC 5/30

Wir lassen die vier Detektive die Vergleiche zwischen den Verdéchtigen hinsichtlich der
beiden anderen Kriterien anstellen und sehen nun die von ihnen aufgestellten Matrizen und
berechnen anschlieend auf eine der vorgestellten Arten die jeweils dominanten Vektoren:

[ 1 1 1 1 1 1 1
1 —_— 3 & 5 —_— 1 - — — — —
4 & =1 4 7
1 1 1 1
4 1 9 9 3] —_— 4] 1 _ 1 —_
2 7 3
1 1 1 1 1 1
_ — 1 5 — — 4 7 1 _ — 4
Gelegenheit = 3 9 7 6 Profit := 3 5
1 1 1 1 1 S § 3 1 7 &
- 1 -
5 8 9 1
i1 5 — 1 5]
1
_ — 7 & 1 —_—
5 6 5 1 1 1
3 3 _ — — 1
L S 2 6 9 6 1 L 4 & 5] ]

Dom_vec({Gelagenhait)
[0.1334946072, 0.2871976170, 0.03994007481, 0, 01830037297, 0.09048927793, 0.4305780499]
Dom_wec(Frofit)

[0.02237547391, 0.06672618176, 0.1511818775, 0.4855026054, 0.2127299999, 0.06048385136]
Aufgabe: Bestatige die Ergebnisse mit Hilfe der Berechnung der Eigenvektoren.

Wenn wir die drei dominanten Vektoren betrachten, erkennen wir, dass sich fiir jedes Beur-
teilungskriterium eine andere Reihenfolge der Verdachtigen ergibt. Das Team der ermitteln-
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den Beamten muss eine weitere gemeinsame Beurteilung treffen: Welche Bedeutung (wel-
ches Gewicht) miissen sie den Kriterien Motiv, Gelegenheit und Nutzen beimessen? Sie blei-
ben bei der AHP-Methode und legen die folgende vergleichende Gewichtungsmatrix fest:

[ 1 5 & ]
1
— 1 4
Gewichtung := 5
1 1
- 1
L & 4 |

Aufgabe: Versuche zu erkldren, wie diese Matrix zustande kommt.
Diese Matrix fithrt zum dominanten Vektor

Dom_vec(Gewichtung) = [0.7333845209, 0.1950699619, 0.06754551704]

Es ist klar, dass fiir diesen Fall Motiv und Gelegenheit die wichtigen Beurteilungskriterien
sind. Das wird man bei einem Mord an einem Kind aus der Mittelschicht der Bevolkerung
nicht anders erwarten. Das Motiv steht aber ganz deutlich an der Spitze. Wir miissen nun die
Ergebnisse aller Verdéachtigen fiir MNG mit der zugehorigen Gewichtung versehen und alle
Werte addieren:

0.1297259782  0.1334946071  0.0223754739 [ 0.1232251536

0.1456126901 0. 2871976169 0. 06672618175 0.1684655660
0.7333845209

0.08680¥62219 0.0399400748  0.1511818775 0, 08182589266
0.1950699619 =

0.1275789455 0.01830037297 0.4855026054 0.1300685513
0. 06754551704

0.418565799  0.09048927792 02127299999 0.3394256713

L 0.09160896074 0.4305780458  0.06048385135 L 0.15659851634 |

In der linken Matrix stehen die Werte fiir MNG zeilenweise fiir die Personen A bis F. Das
Produkt liefert die Wertungen, die jetzt nur noch der Grofe nach zu ordnen sind. In der

5. Zeile steht der groBte, in der 3. Zeile der kleinste Wert. Damit wird E zum Hauptverdich-
tigen wiahrend auf C die geringsten Verdachtsmomente hinweisen. Das kleine Programm
MGN_Verd() erzeugt gleich die geordnete Liste fiir uns:

0.3394245880 E
0.1684714950 B
0.1569841259 F
MGN_Verd(Gewichtung, Motiv, Gelegenheit, Profit) =
0.1300679955 D

01232264953 A

L 0.08182519605 C
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Nach weiteren Untersuchungen und Verhoren stellte sich endgiiltig heraus, dass tatséchlich
der damalige Teenager E den Mord begangen hatte. Er gestand, kam vor das Gericht und
wurde verurteilt.

Anregungen fiir weiterfithrende Aufgaben

1. Lies einen Kriminalroman, in dem der Téter/die Téaterin erst am Ende der Geschich-
te entlarvt wird. Stelle die Hauptverdichtigen fest. Wende die AHP-Methode an,
um den moglichen Téter zu finden. Vergleiche mit der tatsdchlichen Losung des
Autors.

2. Verfolge mit einer Gruppe von Freunden eine Kriminalgeschichte im Fernsehen, bei
der viele Verdachtsmomente deutlich gemacht werden. Alle Zuseher sollen vor En-
de der Sendung den Raum verlassen, die Sendung wird aber bis zum Ende aufge-
zeichnet. Erzeuge mit deinem Team geeignete Matrizen zur Anwendung der AHP-
Methode und lege damit einen Hauptverdachtigen fest. Vergleiche mit dem Ende
des Films.

3. Die AHP-Methode kann in vielen Gebieten angewendet werden. Versuche, sie als
Entscheidungshilfe fiir einen wichtigen Schritt in deinem Leben einzusetzen, wie
zB: Wahl einer Ferienbeschiftigung, Wahl eines moglichen Studiums, Auswahl des
Ziels fiir eine Ferienreise, ... Natiirlich wirst du da andere Kriterien einsetzen als
bei der Losung eines Kriminalfalls.

4. Suche wichtige Erfolgskriterien fiir eine bestimmte Sportart. Reihe die Mannschaf-
ten der Liga in Bezug auf diese Kriterien mit der AHP-Methode. Wie verhalten sich
deine theoretischen Ergebnisse zum Tabellenstand am Ende der Saison?

KOMMENTAR des CORONERS

Die Aufgabe des Coroners endete in diesem Fall mit der Feststellung der Art der Tat — Mord
—und der vermutlichen Todesursache — Schusswunde in der Brust. Die restliche Arbeit
verblieb der Polizei. Die fiihrte die Befragungen durch und sammelte die Beweise. Die Lo-
sung von Kriminalféllen ist — ebenso wie die Anwendung von Medizin — keine Naturwissen-
schaft. Naturwissenschaftliche Methoden werden zur Sammlung von Beweisen angewendet,
aus denen dann Schliisse gezogen werden kdnnen. Es ist aber ganz selten so, dass die Ergeb-
nisse ganz fest auf naturwissenschaftlichen Gesetzen oder auf unbezweifelbaren Tatsachen
beruhen. Es bedarf immer tiefer Kenntnisse und groer Erfahrung der Ermittler. Die hier
vorgestellte Methode zeigt einen moglichen Weg zur Organisation der Kenntnisse und ,,Ge-
fithle aus dem Bauch®. Sie kann nur eine weitere Untersuchungsrichtung andeuten, aber
keine unfehlbaren Tatsachen feststellen. Im vorliegenden Fall fithrte die Methode zu einer
Schwerpunktsverlagerung der Untersuchung, die schlie8lich zum Gestdndnis des Téters
fiihrte.
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Knochenreste vom Bruderkrieg

Wie Skelettreste zur Identifizierung fithren konnen

Bild links: Forensischer Anthropologe des Nationalparks an der Grabungsstétte

Bild rechts: Die, am 19. und 20. Mérz 1999 am ,,Railraod Cut” im Schlachtfeld
von Gettysburg gefundenen Skelettreste

WAS GESCHAH ...

Im Mérz 1996 wanderte ein Besucher aus Oregon im Nationalpark Gettysburg
(Ort der berithmten Schlacht im Biirgerkrieg zwischen den Nord- und Siid-
staaten) im nordlichen Randbereich des Parks, der unter dem Namen ,,Rail-
road Cut” bekannt ist. Hier fand am Morgen des 1. Juli 1863 das erste schwere
Gefecht der Schlacht statt. Der Tourist bemerkte Knochenreste im Verlauf des
Cut und er verstindigte den National Park Service in Gettysburg. Die Kno-
chen wurden geborgen und nach Washington ins beriihmte Smithsonian Insti-
tut gebracht, um dort von einem gerichtsmedizinischen Anthropologen unter-
sucht zu werden. Sein Bericht war im August 1996 fertig und man verstén-
digte die zustdndige Behdrde in Adams County, dem Bezirk, in dem sich der
Nationalpark befindet. Da ich Coroner in Adams County war, wurde ich be-
nachrichtigt. Wir begaben uns an die Fundstelle der Knochen. Nach dem Be-
richt des Sachverstindigen handelte es sich um einen 20 — 25 Jahre alten
Mann, der durch eine Kopfwunde getétet wurde. Die Wunde stammte von ei-
nem im Biirgerkrieg gebrauchlichen Gewehr. Die Knochen waren iiber 100
Jahre alt und stammen daher mit hoher Wahrscheinlichkeit von einem Solda-
ten, der an der beriithmten Schlacht teilgenommen hatte.

In gegenseitigem Ubereinkommen wurde die weitere Vorgangsweise der
Parkverwaltung tliberlassen, die eine archdologische Grabung an der Stelle an-
ordnete. Das Projekt wurde im September 1996 durch das National Park Ser-
vice, das Colorado Service Center Applied Archeology Center, den Gettys-
burg National Military Park und den GAI Consultants von Monroeville in
Pennsylvania ausgefiihrt.
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Hintergrundinformationen

Manchmal, wenn der Coroner zu einem Geschehen gerufen wird, und im Besonderen dann,
wenn damit ein vor langer Zeit veriibtes Verbrechen verbunden ist, oder wenn vergrabene
Korper gefunden werden, ist oft nur mehr ein Skelett iibrig. Manchmal ist es noch schlim-
mer, wenn iliberhaupt nur noch Skelettreste vorhanden sind. Man kdnnte meinen, dass die
Identifizierung der entdeckten Personen eine unmogliche Aufgabe darstellt. Doch mit Hilfe
eines guten gerichtsmedizinischen Anthropologen ist es moglich, das ungefahre Alter, das
Geschlecht, die rassische Zugehdrigkeit und die ungefihre Statur der Person zu bestimmen.
Diese Informationen reichen noch nicht zur Feststellung der Identitét aus, aber sie konnen
wertvolle Hinweise dafiir sein. Ein bedeutender Teil dieser Informationen lésst sich auch aus
Teilen des Skeletts, wie sie oben abgebildet sind, gewinnen.

Die folgenden Unterlagen sollen dir zeigen, wie Knochen einem kundigen Anthropologen
verraten konnen von wem sie stammen. Wenn du in der gliicklichen Lage bist, in deiner
Schule ein ,,echtes* Skelett zu haben, dann solltest du nach Studium des hier angebotenen
Materials in der Lage sein, einige Merkmale der Person zum Zeitpunkt ihres Ablebens zu
erkennen. Das Skelett ist ,,echt, wenn es von einem echten Menschen stammt oder nach
seinen Knochen genau nachgebildet wurde. Auch wenn du mit keinem derartigen Skelett
arbeiten kannst, wirst du einige — nicht alle — Messungen und Beobachtungen an deinen
Mitschiilern vornehmen und dann deine Ergebnisse mit den mathematischen Werkzeugen,
die die Anthropologen einsetzen, vergleichen konnen.

Zuerst miissen wir ein wenig liber die Anatomie der Knochen lernen. Die néchste Abbildung
zeigt zwei Ansichten eines Skeletts: eine Ansicht anterior (von vorne) und eine Ansicht
posterior (von hinten). (Da die Sprache der Medizin weltweit das Latein ist, werden wir auch
weitgehend die entsprechenden Fachausdriicke verwenden, um mdglichst authentisch zu
bleiben.) Die Knochen sind bezeichnet. Die Bilder stammen von der Internetseite der Hillen-
dale Elementary School in Chadds Ford, Pennsylvania:

http://hes.ucf.k12.pa.us/gclaypo/skelweb/skel04.html
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Ansicht anterior Ansicht posterior
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Aufgabe: Suche mit Hilfe eines Lexikons, eines Biologielehrbuchs oder iiber das Internet die
deutschen Bezeichnungen der Knochen.

Die wichtigsten Knochen zur Bestimmung der Gestalt der Person sind Oberschenkel- und
Oberarmknochen, sowie Schien- und Wadenbein. Du wirst die drei erstgenannten fiir dein
Experiment verwenden.

Zur Festlegung des Geschlechts und der Abstammung spielen Schédel, Becken und Kreuz-
bein eine entscheidende Rolle.

Der Grad der Verkndcherung der Knorpelschicht an den Knochenenden kann helfen, das
Alter der Person zum Zeitpunkt des Todes zu bestimmen.

Die Schétzung des Alters zum Zeitpunkt des Todes

Es ist vielleicht die schwierigste Aufgabe, dies mit einiger Genauigkeit durchfiihren zu kon-
nen. Fiir einen erfahrenen Beobachter ist es relativ einfach, eine gute Schétzung zu erreichen,
wenn der Mensch zum Zeitpunkt des Todes noch nicht voll ausgewachsen war. In Zahlen
ausgedriickt heifit dies: von der Geburt bis zu den friihen Zwanzigerjahren. Der Grund dafiir
ist, dass die Knochen wihrend dieser Zeit wachsen. Zwischen dem Knochenschaft und dem
Knochenkopf der langen Knochen befinden sich Wachstumszentren. Das sind Stellen, die
eine biochemische Reaktion zum Wachstum der Knochen anregen. Diese Enden sind von
Knorpelschichten bedeckt, die zu so genannten Wachstumsplatten oder epiphysis gehoren.
Sie befinden sich am Schaftende der langen Knochen. Die Knorpelmasse produziert Sub-
stanzen, die das Wachstumszentrum aktiv halten und die dann in Knochenmasse umgewan-
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delt werden. Obwohl dieser Vorgang wihrend der ganzen Zeit des Heranwachsens anhilt, ist
er zwischen dem 17. und 20. Lebensjahr am aktivsten. So ist fiir Personen, die zum Zeit-
punkt ihres Todes noch nicht erwachsen waren, die Menge der Knorpelmasse an den Enden
der langen Knochen ein deutlicher Hinweis auf ihr Alter.

Fiir eine erwachsene Person ist die Altersbestimmung schwieriger. Die Ermittler konnen den
Grad der Verschlechterung des Knochenbildes feststellen, aber das ist kein verldssliches
MaB. Der Allgemeinzustand der Knochen wird beeinflusst von den Erndhrungsgewohnhei-
ten, dem Gewicht, dem Ausmal und der Art der ausgeiibten Tatigkeiten und der Gesundheit
der Person, sowie von weiteren Faktoren. Am ehesten kann man noch ein Durchschnittsalter
fiir alle solche Personen festlegen, bei denen das Ausmal} des Knochenschwunds dhnlich zu
dem des gefundenen Skeletts ist.

Gerade auf diesem Gebiet, genauer das Alter von Toten auf Grund von Skelettresten festzu-
stellen, werden nun von den forensischen Anthropologen grofe Anstrengungen unternom-
men. Es werden andere Skelettteile untersucht, wie zZB das Darmbein und der Darmbein-
kamm (das Darmbein ist ein Teil des Hiiftbeins). Es gibt Fortschritte in der DNA-Analyse
von Knochengewebe. Ein Zugang ist die Untersuchung der Lénge von Aminoséurenfolgen
in bestimmten Abschnitten der DNA des Knochengewebes, die sich aus den Nukleotiden
GAG zusammensetzen. Diese Folgen scheinen ein parabolisches Wachstumsmuster aufzu-
weisen, bei dem der Scheitel in den mittleren 40er-Jahren auftritt. Zur Zeit ist nur ein ma-
thematisches Durchschnittsalter als Ergebnis zu erwarten.

Der Zahn eines Skeletts kann einen Hinweis auf das ungefdhre Alter geben. Da die verschie-
denen Zdhne zu unterschiedlichen Lebenszeiten eines jungen Menschen das Gebiss vervoll-
stindigen, kann der Zustand des Gebisses eine ziemlich genaue Altersschitzung ermogli-
chen. Wenn in einem Schédel das komplette Gebiss erhalten ist, wird die genaue Beurteilung
der Abnutzung der Zahne bzw. das Fehlen von Zéhnen einen Hinweis auf das Alter der toten
Person geben konnen.

Schlussbemerkung: Wenn du Zugang zu einem ,,echten® Skelett hast, untersuche die Enden
von Oberschenkel- und Oberarmknochen, bzw. Wadenbein auf Zeichen von Knorpelschich-
ten. Sieh dir auch die Zdhne an. Es ist in hdchstem Malle unwahrscheinlich, dass du etwas
Interessantes finden wirst, da die meisten echten Skelette von Erwachsenen stammen. Au-
Berdem ersetzen die Hersteller der Skelette zumeist fehlende Zahne.

Die Bestimmung des Geschlechts

Fiir die meisten Primaten ist die Bestimmung des Geschlechts ein bindrer Prozess. Das ein-
zelne Lebewesen war weiblich oder nicht. Die Antwort lautet JA oder NEIN, WAHR oder
FALSCH usw. Einer der Vorteile davon ist, dass man im Gegensatz zu den vorher vorge-
nommenen quantitativen Beobachtungen zur Geschlechtsbestimmung eines Skeletts qualita-
tive Beobachtungen heranziehen kann. Von besonderem Interesse sind dabei der Schédel
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und das Becken. Wir werden aber auch den Oberschenkelknochen beniitzen, wenn Schadel
und Beckenknochen nicht verfiigbar sind.

Beginnen wir mit dem Schédel. Da gibt es drei interessante Stellen: den Augenbrauenwulst,
den Unterkieferknochen und die Basis des Hinterhaupts, die das Kleinhirn (cerebellum)
beschiitzt.

Beginnen wir mit dem Vergleich der lateralen (seitlichen) Ansicht eines médnnlichen und
weiblichen Schédels.

Augenbrauenwulst

maéannlich weiblich

In der Skizze wurde etwas iibertrieben, aber es ist tatsachlich so, dass der Augenbrauenwulst
bei den Ménnern deutlicher ausgeprigt ist als bei den Frauen. Daher unterstiitzt ein relativ
flacher Bereich iiber der Augenhdhle die Annahme, dass es sich um ein weibliches Skelett
handelt. Hingegen deutet eine sichtliche Erh6hung auf einen Mann hin.

Als ndchstes betrachten wir den Unterkiefer. Eine weibliche Kinnpartie ist wesentlich glatter
und runder als eine ménnliche. Ein ménnlicher Unterkiefer ist im Allgemeinen deutlich
eckiger.

mannlich weiblich

Und schlieBlich weist auch das occipetale (hintere) Profil des Schidels einen Unterschied fiir
Mainner und Frauen auf. Wiederum erscheint das weibliche Profil (rechts) des unteren Hin-
terhauptschédels runder als das ménnliche (links).
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Den deutlichsten Hinweis auf das Geschlecht des Skeletts gibt aber das Becken. Am Beginn

der Pubertdt beginnt das weibliche Becken seine Form zu &ndern. Das ist auf neu produzierte
Hormone zuriickzufiithren und bereitet das weibliche Becken darauf vor, in der Zukunft Kin-
der austragen zu konnen. Auch das ménnliche Skelett reagiert in dieser Zeit auf Anderungen
im Hormonhaushalt. Das geht weitgehend im Gleichklang zwischen einer erhohten Muskel-

masse und den damit verbundenen gesteigerten auf das Skelett einwirkenden Kréften.

weibliches Becken

Vorderansicht Hinteransicht

maénnliches Becken

Vorderansicht Hinteransicht

Die Bilder stammen von der BBC-Internetseite
http://www.bbc.co.uk/science/humanbody/body/factfiles/pelvis/female_pelvis.shtml

Die Bilder zeigen deutlich, dass das ménnliche Becken grofer ist als das weibliche. Das
weibliche Becken ist proportional flacher und weiter als das ménnliche. Es gibt aber noch
andere, verlasslichere Hinweise: den Schambogen und das Kreuzbein. Beide dndern sich,
wenn die Médchen erwachsen werden, sodass der Geburtskanal angelegt werden kann.

Wenn wir die Vorderansicht der beiden Becken vergleichen, sieht man ganz deutlich, dass
sich der weibliche Schambogen in einem wesentlich weiteren Winkel 6ffnet als der méannli-
che. Es gilt die Faustregel, dass ein Winkel {iber 90° beim weiblichen Skelett auftritt. Kleine-
re Offnungswinkel gehdren zu ménnlichen. Manche Anatomielehrbiicher machen die Tren-
nung sogar schon bei 70°.
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Ein zweiter Anzeiger des Geschlechts wird in der Riickansicht des Beckens deutlich gezeigt,
das Kreuzbein (os sacrum). Das weibliche Kreuzbein ist breiter, kiirzer und weniger ge-
schwungen als das médnnliche. Dieser Umstand wird im néchsten Abschnitt sogar zahlenma-
Big belegt durch ein bestimmtes Verhiltnis, den Sakralindex.

Unser letzter Hinweis auf das Geschlecht ist der Oberschenkelknochen. Diesen groften Kno-
chen des menschlichen Korpers legt man, wie in der Abbildung gezeigt, an ein Brett an und
fiihrt zwei Messungen sorgfaltig durch:

schiefe Lénge

Durchmesser

*~des Gelenks-
kopfs

trochanterische schiefe Lange

Zwei Abmessungen sind fiir das Geschlecht maB3geblich: die trochanterische schiefe Lange
und der Durchmesser des Kopfs. Dabei nimmt man an, dass es sich um eine bereits erwach-
sene Person handelt (also ohne epiphysis). (Trochanterisch benannt nach dem Trochanter =
= Rollhiigel, Muskelansatz am Oberschenkelknochen.)

Geschlecht Troch. schiefe Linge Kopfdurchmesser
weiblich <390 mm <41,5 mm
mannlich > 450 mm > 45,5 mm
unbestimmt 405 bis 430 mm 43,5 bis 44,5 mm

Du wirst feststellen, dass in der Tabelle Bereiche fehlen. Wenn Messungen in diese Interval-
le fallen, dann lautet der Schluss ,,wahrscheinlich weiblich* oder ,,wahrscheinlich ménnlich*.

Die Bestimmung der rassischen Zugehorigkeit

Wir beginnen wiederum mit dem Schédel. Er ist der genaueste Indikator fiir die rassische
Zugehorigkeit. Wir wollen drei Rassen klassifizieren: europdische Herkunft, afrikanische
Herkunft oder mongolische Herkunft, wobei die mongolische Rasse die Asiaten, die Indianer
und alle Nichteuropder bzw. Nichtafrikaner einschlieBen soll.

Die folgende Tabelle zeigt einige der am leichtesten festzustellenden unterschiedlichen
Merkmale am Schidel der drei genannten Rassen.
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Unterschiede in den Schéidelformen fiir die Menschenrassen

Eigenschaft Europiisch Afrikanisch Mongolisch
Profil gerade betonter Kiefer mittel
Schédelldnge grof klein mittel
Schidelbreite schmal schmal breit
Gesichtslange grof klein grof
Gesichtsbreite schmal schmal sehr breit
Nasenoffnung schmal & hoch weit & niedrig schmal & hoch
Gaumenform schmaler Keil weit U-formig méifig weit

So wie das Geschlecht sind auch die Merkmale, die sich auf die rassische Zugehdrigkeit
eines Skeletts beziehen, diskret. Daher ist es am besten, eine Tabelle fiir diese Merkmale zu
benutzen und die zutreffenden Kédstchen zu markieren. Danach lésst sich eine so genannte
»informierte Entscheidung® treffen.

Hier sichst du die Abbildung von drei Skelettschddeln, von denen jeder zu einer anderen
Menschenrasse gehort. Kannst du sie mit Hilfe der angegebenen Tabelle ihren Rassen zu-
ordnen?

Ein weiterer Knochen von Bedeutung ist das Kreuzbein. Das ist eigentlich nicht ein Kno-
chen, sondern drei zusammengewachsene Wirbelknochen. Es leitet seinen Namen von unse-
ren Vorfahren her, die geglaubt haben, dass der Korper eine heilige Reise zum Land der
Gotter unternimmt. Wegen seiner Dicke und Grofe hat es am ldngsten Bestand und so glaub-
ten die Menschen friiher, dass es heilig war und den Grundstein fiir einen neuen Korper des
Verstorbenen bildete.

Wenn wir das Kreuzbein nédher betrachten, dann werden zwei Abmessungen verwendet:
seine Breite und seine vorne gemessene Léinge. Da sich das Kreuzbein von der Hauptlinie
des Riickgrats weg biegt, kann die Bestimmung dieser Lénge schwierig werden. Man ver-
wendet dazu am besten ein Maf3band oder einen genau markierten Faden. Der Sakralindex
wird mit der folgenden Formel berechnet:

Sakralbreite
vordere Sakrallinge

Sakalindex =
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Eine grobe Skizze der Vorderansicht des Kreuzbeins zeigt die beiden Abmessungen.

e

O 'S / vordere
" Sakrallinge

In der néchsten Tabelle sind einige Durchschnittswerte fiir den Sakralindex zusammenge-

fasst.
Herkunft weiblich ménnlich
europdisch 1124 102,9
afrikanisch 103,6 91,4
japanisch 107,1 101,5

Diese Tabelle ist in mehrfacher Hinsicht sehr eingeschrankt, da sie nur drei Rassen beinhal-
tet, und von einer davon auch nur eine spezielle Untergruppe. Sie enthilt auch nur Durch-
schnittswerte und keine Standardabweichungen. Dann kdnnten einzelnen Beobachtungen
auch Wabhrscheinlichkeiten zugemessen werden. Auf der anderen Seite ist es oft schon aus-
reichend, feststellen zu kénnen, ob der oder die Tote von europdischer oder afrikanischer
Herkunft ist.

Ein weiterer Anzeiger des Geschlechts ist der Oberschenkelknochen. Einerseits wird die
Kriimmung zwischen Vorderseite und Hinterseite und andererseits die Verwindung des
Knochens zwischen dem Oberschenkelkopf und dem Knieansatz betrachtet.

Eigenschaft Europiisch Afrikanisch Mongolisch
Kriimmung nach vorne gebogen schwach nach auBlen gekriimmt
Verwindung verwunden keine stark verwunden

Die Bestimmung der Statur des Toten

Es gibt viele Methoden, die Gro3e der toten Person aus der Lange der verschiedenen langen
Knochen oder aus Kombinationen von ihnen zu schétzen. Hier wollen wir nur eine dieser
Methoden besprechen. Dabei wird die schiefe Lange des Oberschenkelknochens verwendet.
Seine Lange korreliert namlich am besten mit der GroBe des ganzen Korpers.

Die Formel, die die forensischen Anthropologen beniitzen, hdngt von der rassischen Zugehd-
rigkeit der Person ab. In den folgenden Formeln sind die Zahlen in cm gegeben.

© bk teachware



P. und C. Leinbach: Forensische Mathematik 83

Europiisch: 2,32 x schiefe Liange des Oberschenkelknochens + 65,53
Afrikanisch: 2,10 x schiefe Lange des Oberschenkelknochens + 72,22
Mongolisch: 2,15 x schiefe Lange des Oberschenkelknochens + 72,57

Die Schitzungen sind im Allgemeinen auf + 3 cm genau.

Wie schon erwiéhnt, gibt es auch Schétzungen, die andere lange Knochen beriicksichtigen.
Am meisten verwendet werden noch Oberarmknochen und Schienbein, bzw. eine Kombina-
tion aus Oberschenkelknochen und Schienbein.

Forensische Aufgaben

e Verstehen, wie eine sorgfiltige Untersuchung helfen kann, wesentliche Kenntnisse
iiber einen Toten zu gewinnen, auch wenn nur Skelettreste verfiigbar sind. Diese
Kenntnisse kdnnen bis zur genauen Identifizierung des/der Toten fiihren.

e Organisation einer sorgfaltigen forensischen Bewertung von Beweismitteln in Form
von Skelettresten
Naturwissenschaftlich-mathematische Aufgaben
e Durchfiihrung einer sorgfiltigen wissenschaftlichen Beweissicherung

e Sorgfiltige Erhebung und Analyse von Daten unter Verwendung der statistischen
Werkzeuge, die dein CAS zur Verfligung stellt

e Testen von anerkannten Formeln aus der forensischen Anthropologie
e Einsatz der Regressionsanalyse, um eine Formel zu entwickeln, die die GroBe einer
Person aus der Lange des Oberschenkelknochens schétzen lasst
Materialien

e Derive oder ein anders CAS, CAS-Rechner, Graphischer TR oder Excel, die eine li-
neare Regression durchfiihren lassen

e Am besten ein MaBlband und wenn dies nicht verfiigbar ist, ein Faden und ein MaB3-
stab

Experiment 1 — wenn ein ,,echtes* Skelett verfiigbar ist

1. Stelle mit Hilfe eines Tabellenkalkulations- oder Textverarbeitungsprogramms eine
Ubersicht fiir alle im vorliegenden Text besprochenen Eigenschaften zusammen, die
das Geschlecht, die GroBe und die rassische Zugehorigkeit enthilt. Die Tabelle soll
dem anatomischen Sinn Rechnung tragen. Zeige die Tabelle deinem Lehrer /deiner
Lehrerin bevor du weiter arbeitest.

2. Erfasse mit der erarbeiteten Tabelle deine Beobachtungen und Abmessungen.
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Falls notwendig fiihre auch die entsprechenden Berechnungen durch.

Ergénze deine Aufzeichnungen um eine weitere Spalte und trage deine Schlussfol-
gerung aus den Untersuchungen ein.

Gib deinen Klassenkollegen und dem Lehrer/der Lehrerin einen abschlieBenden Be-
richt.

Experiment 2 — Fragen und eine eigene Untersuchung

1.

4.

Betrachte das Bild des Oberschenkelknochens auf Seite 80. Versuche aus der Ab-
bildung auf die rassische Zugehorigkeit der Person zu schlieen und begriinde deine
Vermutung.

Im Abschnitt {iber die Schétzung der Gro3e eines Verstorbenen wurde mit Abmes-
sungen in cm gearbeitet. Bei der Bestimmung des Sakaralindex wurden aber keine
MaBeinheiten genannt, warum nicht?

Ordne den folgenden Abbildungen von zwei Becken das Geschlecht zu. Begriinde
auch deine Entscheidungen.

In der Abbildung der drei Schédel auf Seite 81 ist einer offensichtlich ménnlich.
Welcher ist es? Wie hast du das herausgefunden?

Durchfiihrung einer eigenen Untersuchung

1.

Suche einen Partner. Bitte deinen Partner aufrecht zu stehen. Du bist auf einer Seite
des Partners und fixierst das Knie des dir zugewandten Beins. Dann drehst du das
Bein auf deine Seite. Der Drehpunkt sollte dir eine genaue Schitzung der Lage des
Oberschenkelknochenkopfs dieses Beins ermoglichen.

Dein Partner soll das Knie abbiegen und du kannst die Mitte der Kniescheibe lokali-
sieren.

Miss nun sorgfiltig den Abstand vom Kopf des Oberschenkelknochens zu einer ge-
dachten Linie, die parallel zum FuBboden durch die Mitte der Kniescheibe verlauft
(in cm). Damit solltest du eine ordentliche Schétzung der Lange des Oberschenkel-
knochens erhalten, die festgehalten werden soll.

4. Miss und notiere auch die Korpergrofie deines Partners in cm.
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10.

11.

Dein Partner soll nun dieselben Messungen an dir vornehmen.

Verwendet nun beide die entsprechenden Formeln von Seite 83 und berechnet ge-
genseitig eure theoretischen Korpergrofien. Sind die errechneten Groen innerhalb
der Toleranz von £3 cm? Wenn nicht, was konnte daran schuld sein?

Wenn alle Paare ihre Untersuchungen beendet haben, sammelt die Datenpaare und
gebt zu jedem Paar (Knochenlidnge, Korpergrofie) auch die rassische Zugehdrigkeit
an.

Teilt die Daten nach den Rassen auf (falls moglich!). In einer Gruppe miissen min-
destens 2 Datenpaare enthalten sein, um eine lineare Regression durchfiihren zu
konnen. Warum?

Fiihrt fiir jede Rasse eine lineare Regression durch (Knochenldnge = unabhingige
Variable und Kdrpergrofle = abhéngige Variable). Vergleicht die Ergebnisse mit
den Formeln auf Seite 83.

Zeichnet eure Regressionsgerade und die der forensischen Anthropologen in ver-
schiedenen Farben. Zeichnet weiters einen + 3cm breiten Streifen um die Anthropo-
logengerade (eventuell strichliert).

Liegt eure Regressionslinie im Bereich der gemessenen Knochenlédngen innerhalb
des Streifens? Was sagt das aus?

KOMMENTAR des CORONERS

Wir lassen Pat Leinbach erzdhlen: Ich war 6fters auch in andere Fille involviert, in denen

Skelettteile gefunden worden sind, aber dieser eine Fall hat wegen seiner historischen Bedeu-

tung besonderes Aufsehen erregt. Am 2. Juni 1998 erschien in der Zeitung Hanover Evening

Sun (Hanover, Pennsylvania) ein Artikel, der sich auf den Bericht der angesehenen Smithso-

nian Institution und auf die Untersuchungen von John W. Busey, einem Amateurhistoriker

aus Virginia bezog. John W. Busey ist Spezialist in der Erforschung von Dienstlisten von

Militdreinheiten des amerikanischen Biirgerkriegs. Der Artikel in der Zeitung wurde vom

Evening Sun Reporter T. W. Burger verfasst. Das sind die zusammengefassten Ergebnisse:

Die Knochendichte, die geringen Verformungen durch Arthritis und das vollstdndig
entwickelte Gebiss ergeben ein Alter von 20 bis 25 Jahren.

Der Vergleich der Muskelmassen von rechtem und linkem Arm lassen auf einen
Rechtshénder schlieBen (Bemerkung: Auf die Muskelmassen kann aus den Arm-
knochen geschlossen werden).

Er war hochstwahrscheinlich ein Bauer, da er gesund und kriftig war, und weil dies
die meisten Amerikaner im 19. Jahrhundert waren.

Er ist hiufig geritten, was durch Reibspuren an den Beingelenken abzulesen war.
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e Als Kind hat er an Feuchtblattern (Windpocken), Erkéltungen und wahrscheinlich
Mumps gelitten, was an Markierungen an den Zahnen erkennbar war.

e Die Erndhrung des Mannes war gut, da man in den Knochen keinen Eisenmangel
feststellen konnte. Seine Zahne zeigten keine Schiden, daher gab es keine nennens-
werten Mengen an Zucker in seiner Nahrung. Das wiederum war ein Hinweis dar-
auf, dass er aus keiner wohlhabenden Bevolkerungsschicht stammte, die sich Zu-
cker leisten konnte — und damit fiir Zahnschidden sehr empféanglich war.

e Die Mitarbeiter des Smithsonian fanden Teilchen des Schédels und konnten mit ei-
ner Rontgenuntersuchung auch Bleiteilchen nachweisen. Das passte zum Bild der
durch einen Gewehrschuss verursachten schweren Kopfverletzung.

Der Artikel berichtete weiters, dass nach J. W. Buseys Nachforschungen die 2. und 42. Mis-
sissippieinheit am Railroad Cut gekdmpft haben. Besonders die 42. erlitt dort schwere Ver-
luste im Gefecht. 5 oder 6 Bauern waren in dieser Einheit. Nach Meinung des Historikers
stammen die Knochen von Jim Bond, einem damals 24-jdhrigen Bauern aus Jacinto, Missis-
sippi. Allerdings gibt es dafiir keinen eindeutigen Beweis.
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Stumme Zeugen: Fingerabdriicke
Eine Einfiihrung in die Daktyloskopie

1 - -

WAS GESCHAH ...

Man ruft dich zu einem Unfall, in dem ein Fahrzeug verwickelt ist. Kurz vor
dem Unfall hatte es zu regnen begonnen. Dann ist die Fahrbahn immer beson-
ders rutschig. Der Wagen ist von der Fahrbahn geschlittert und gegen einen
Mast geprallt. Das einzige Unfallsopfer ist der Lenker des Fahrzeugs. Er erlitt
schwere Kopfverletzungen, da er durch die Windschutzscheibe geschleudert
worden ist. Sein Gesicht ist so schwer verletzt, dass eine Identifizierung durch
eine Fotografie unmdglich ist. Weder an seiner Person noch am Fahrzeug
kann etwas gefunden werden, das der Identifizierung des Opfers dienlich ist.
Es gibt Hinweise darauf, dass es Mitfahrer gegeben haben muss. Diese sind
aber unauffindbar. Nach Untersuchung des Opfers, stellst du fest, dass es am
Unfallort verstorben ist und du kannst mit deinen Ermittlungen beginnen.
Deine Aufgabe besteht auch darin, den Toten zu identifizieren und dann die
Angehdrigen zu benachrichtigen. Da du keinen anderen Hinweis auf die Iden-
titdt des Opfers hast, beschlieBt du, dass im Leichenschauhaus Finger-
abdriicke des Opfers abgenommen werden sollen. Diese werden dann zum
Vergleich zur Datenbank der Fingerabdriicke geschickt. Moglicherweise fin-
det sich dort ein passendes Vergleichsmaterial. Es stellt sich heraus, dass das
Opfer beim Grenziibertritt um eine Arbeitsbewilligung angesucht hatte, und
bei dieser Gelegenheit seine Fingerabdriicke genommen wurden. Diese kamen
dann in die Datenbank. So kann eine positive Identifizierung vorgenommen
werden. Du wirst tiber die Identitdt des Unfallopfers und die Anschrift seines
Arbeitgebers verstdandigt. In weiterer Folge kannst du die Angehdrigen des
Unfallopfers in seinem Heimatland iiber den traurigen Vorfall informieren.

Hintergrundinformationen

In den Vereinigten Staaten wurden Fingerabdriicke zum ersten Mal 1901 von der New Yor-
ker Zivildienstkommission zur Identifizierung aller ihrer Angestellten eingesetzt. Die Ab-
driicke wurden klassifiziert und zentral gespeichert. Das geschah vier Jahre nachdem in Eng-
land Scotland Yard die Abnahme von Fingerabdriicken zur Identifizierung von Kriminalti-
tern und bei kriminologischen Ermittlungen eingefiihrt hatte. Dem waren Jahre vorausgegan-
gen, in denen sich Sir Francis Galton, ein Halbcousin von Charles Darwin, fiir den Einsatz

EERNT3

der Fingerabdriicke eingesetzt hatte. (Galton war ein ,,polymath”, “anthropologist”, ,.eugeni-
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cist”, tropical ,.,explorer”, ,.geographer, ,inventor, , meteorologist*, proto-,.geneticist",

»wpSychometrician‘ und ,,statistician*.)

Aufgabe: Suche im englischsprachigen Wikipedia (http:en.wikipedia.org) unter den oben
unterstrichenen Suchbegriffen nach Galton und versuche auch eine adiquate deutsche Uber-
setzung der verschiedenen Tétigkeiten, die Galton ausiibte, zu geben. Verwende parallel
dazu auch das deutschsprachige Wikipedia oder andere Suchmaschinen.

Vor 1896 verwendete man ein System von detaillierten Abmessungen von bestimmten phy-
sikalischen Merkmalen zur Identifizierung einer Person. Man verlor das Vertrauen in dieses
alte System, als zwei Héftlinge des Bundesgefangnisses in Fort Leavenworth, Kansas, ob-
wohl nicht verwandt, neben dhnlichem Namen und &uflerer Erscheinung auch gleiche physi-
kalische Abmessungen aufwiesen. Thre Fingerabdriicke allerdings waren verschieden.

Fingerabdriicke sind eigentlich Reibungsleisten (Papillarlinien), die sich auf der Haut von
Héanden und Fiilen der Menschen entwickeln. Sie sind angeboren und dndern sich mit zu-
nehmendem Alter nicht. Sie entwickeln sich bereits im menschlichen Fotus, wenn sich die
Hautpapillen entwickeln. Es gab Personen, die versucht haben, ihre Fingerabdriicke zu dn-
dern, indem sie duBBerst schmerzhaft die Fingerkuppen mit einem Messer entfernten oder wie
es der berithmte amerikanische Gangster der 30er Jahre, John Dillinger, tat, die Fingerkup-
pen mit Saure veritzten. Alles vergeblich, das Muster der Rillen blieb erhalten. Im Fall von
Dillinger stimmten die Fingerabdriicke, die ihm nach seiner Ermordung im Leichenschau-
haus abgenommen wurden, mit jenen, die ihm viel frither wahrend eines Gefangnisaufent-
halts abgenommen wurden, iiberein.

Bemerkung: Obwohl auch bei einem Neugeborenen die Fingerabdriicke bereits voll entwi-
ckelt sind, werden zur Identifizierung der Babys die FuBlabdriicke genommen, weil das eben
einfacher geht.

Die néchste Abbildung stammt von der Internetseite des New Mexico Department of Health:

http://dhi.health.state.nm.us/elibrary/cchspmanual/fingerprint_manual.pdf

Die Fachausdriicke von oben nach unten:

Ridge island ————————————— o
W |

Epidermis——

Leisteninsel
Schweillporen
Epidermis (Oberhaut)
Papillen (Warzen)
Dermis (Lederhaut)
Schweilldriisengang
Schweilldriise

Nerven fiir den Tastsinn

Papilias

|
S
|
|

Duct of sweat gland —— 3
Sweat gland —————

Nerves of toueh ———————

Die Kernaussage ist, dass auch dann, wenn wir uns in den Finger schneiden, oder sonst die
Haut beschidigen, das bestehende Muster der Leisten sich nie &dndert.
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(Die Fingerabdriicke gehdren zu dem nach dem franzosischen Kriminalisten Dr. Alphonse
Bertillon auch Bertillon-System benannte Verfahren, das — hauptséchlich zu kriminalisti-
schen Zwecken — der Identifizierung einer Person dient.)

Der erste Schritt in der Daktyloskopie (aus dem Griechischen: daktylos = Finger, skopein =
= schauen) liegt darin, die iiblichen Muster, die die Leisten bilden, zu erkennen. Die folgen-
den Abbildungen bilden die Grundlage und die Muster sind deutlich erkenn- und unter-
scheidbar.

Schleife Wirbel

60% aller Abdriicke sind Schleifen, 35% Wirbel und die restlichen 5% treten als Bogen auf.
Aber sogar auf dieser Betrachtungsebene ist das Leben nicht so einfach. Es gibt zwei Arten
von Bbgen: den oben abgebildeten einfachen Bogen und den Tannenbogen. Es gibt auch
zwel Arten von Schleifen: die Ulnarschleife, die zum kleinen Finger zeigt, und die Radial-
schleife, die zum Daumen zeigt. Manchmal werden diese auch als rechte und linke Schleife
bezeichnet. Am unterschiedlichsten stellen sich die Wirbel heraus, von denen es vier Arten
gibt. Den einfachen Wirbel (Bild oben), die Zentraltasche (sicht aus wie eine Schleife, hat
aber einen kleinen Wirbel im Zentrum), die Zwillingsschleife (eine Radialschleife verfloch-
ten mit einer Ulnarschleife), und einen Zufallswirbel (eine Kombination von zwei oder meh-
reren Mustern oder ein anderes nicht klassifiziertes Muster). Ein Prozent aller Fingerabdrii-
cke sind Zufallswirbel.
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Tannenbogen Ulnarschleife Zwillingsschleife ~ Zentraltasche  Zufallswirbel

Die beiden linken Bilder und die drei oben gezeigten konnte ich in der Dissertation von
Sharat S. Chikkerur finden:

http://web.mit.edu/sharat/www/research/thesis.pdf

Die restlichen drei Bilder stammen wiederum von der schon oben zitierten Internetseite des
New Mexico Department of Health.

Daher lassen sich die Abdriicke in acht Klassen einteilen. Sir Edward Richard Henry schlug
1897 ein System zur Aufzeichnung aller 10 Fingerabdriicke einer Person vor, um die Suche

© bk teachware



90 bk teachware Schriftenreihe

in einer Datenbank von Fingerabdriicken zu vereinfachen. Das FBI hat seine Methode weiter
verfeinert und sie wird heute von den meisten Polizeiorganisationen verwendet.

Das vollstdndige FBI-System ist etwas kompliziert, aber es beginnt mit einem ,,Hauptklassi-
fikationssystem*, das einfach erkldrt werden kann. Dieses System bildet die Basis fiir deine
spéteren Aufgaben.

Das System bezieht sich auf die zehn Finger eines Durchschnittsmenschen und erzeugt die
folgenden ,,Briiche”:

re Zeigef.  re Ringf.  li Daumen li Mittelf. i kleiner F.

re Daumen re Mittelf. re kleiner F.  1i Zeigef. li Ringf.

Die Hauptklassifizierung beruht auf der Existenz eines Wirbels in jedem der Briiche. Wenn
der erste Bruch einen Wirbel im Zahler- oder Nennerfinger aufweist, dann erhélt der entspre-
chende Teil des Bruchs den Wert 16 zugewiesen. Im zweiten Bruch wird dem Finger mit
einem Wirbel der Wert 8 zugeteilt, im dritten Bruch der Wert 4, im nichsten der Wert 2 und
im letzten der Wert 1.

Alle Zéhler werden addiert und die Summe um 1 vermehrt. Das Gleiche wird mit den Nen-
nerzahlen durchgefiihrt. Wenn zB der rechte Ringfinger und der linke Zeigefinger einen
Wirbel zeigen, dann sieht die einfache Rechnung so aus:

0+8+0+0+0+1 9
0+0+0+2+0+1 3

Der so entstandene Bruch wird nicht gekiirzt.

Etwa ein Viertel aller Ergebnisse fallen in die I—Kategorle, d.h., dass auf allen 10 Fingern

nur Schleifen oder Bégen vorkommen.

Zusitzlich zu dieser ersten Klassifikation gibt es weitere Auffilligkeiten der Abdriicke. Sie
beziehen sich auf die individuellen Papillarlinien selbst. Diese Charakteristika werden als
Minutien bezeichnet. Sie beschreiben besondere Unterbrechungen und Verzweigungen der
Papillarlinien.

Hier werden die elf haufigsten Arten von Minutien abgebildet:

— = —— [
= = k< 33X = =
— e ———
Ridge Dot Bifurcation Double Bif. Opposed Bif. Trifurcation  Ridge Ending
Punkt Verzweigung doppelte V. gegeniiberl. V. dreif. Verzw.  Ende/Anfang
i T
-
> O = OX A
R Sy e ——
Ridge Crossing Lakes Islands Hooks Bridges
Kreuzung Ose Strich/Insel Haken Briicke
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Diese Abbildungen und ihre Bezeichnungen findet man auf:
www.virtualsciencefair.org/2004/fren4jO/public_html/ridge_characteristics.htm.
Wenn man nun den Abdruck eines jeden Fingers einer Person in vier Quadranten teilt und
man die Anzahl der auftretenden Minutien mit den oben angefiihrten Mustern zihlt, ergibt

das zusammen mit der zuerst durchgefiihrten Klassifizierung iiber die Wirbel eine grof3e
Anzahl von Moglichkeiten fiir die Unterscheidung der Fingerabdriicke von Personen.

Forensische Aufgaben

e Die Natur von Fingerabdriicken verstehen
e Durchfithrung der Hauptklassifizierung von Fingerabdriicken
e Das FBI-Verfahren zur Klassifizierung anwenden kdnnen

e Die Minutien-Muster der Fingerabdriicke verstehen

Mathematisch-naturwissenschaftliche Aufgaben
e  Mit dem Computer die Anzahl der moglichen Fingerabdruckmuster mit Hilfe der
hier vorliegenden Informationen berechnen
e  Wahrscheinlichkeitsverteilungen verstehen und Wahrscheinlichkeiten berechnen
e Zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen vergleichen

e Den Wert des Einsatzes eines CAS zur Durchfithrung von Berechnungen mit sehr
groflen ganzen Zahlen erkennen

Materialien
e FEin CAS, das im Exact-Modus rechnen kann

e Option 1: Besuche eine Polizeistation in der Ndhe und bitte, dass deine Finge-
rabdriicke abgenommen werden. Ersuche um eine Kopie der Fingerabdriicke. (In
den USA werden diese Abdriicke dann in einer zentralen Datenbank gespeichert).

e Option2: a) Ein Stempelkissen
b) Eine Karteikarte zur Aufnahme von 5 Spalten und zwei Zeilen (je
eine Zeile fiir die Abdriicke der Finger der rechten und eine fiir die
Abdriicke der linken Hand)
¢) Mittel zum Reinigen der Hiande

e Option 3: a) Einen gespitzten weichen Graphitbleistift
b) Ein Blatt Papier (5 cm x 5 cm ist grof3 genug)
c) Eine Karteikarte wie oben in b) beschrieben
d) Mittel zum Reinigen der Hiande

e FEin gutes VergroBerungsglas (Lupe)

e Ein Computer zum Aufzeichnen und Abzdhlen der Daten, sowie zur Durchfiihrung
der entsprechenden statistischen Analyse
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Aufgaben, die sich auf die Hintergrundinformationen beziehen

1.

Bestétige mit Hilfe der in diesem Abschnitt angegebenen Verteilung der Fingerab-
driicke, dass 25% Abdriicke nach dem FBI-Hauptsystem in die {-Kategorie fallen.

Wie viele verschiedene Kategorien gibt es nach dem FBI-Hauptsystem?
Hinweis: Denke binér!

Nimm an, dass jeder Fingerabdruck in vier Quadranten geteilt wird und dass jeder
Minutientypus hochstens einmal in jedem Quadrant auftreten kann. Wie viele ver-
schiedenen Klassifikationen nach Minutien gibt es fiir jeden Quadrant? Wie viele
fiir alle vier Quadranten? Wie viele, wenn du alle 10 Finger berticksichtigst?
Hinweis: Ziehe das Vorkommen oder Nichtvorkommen eines Typus im Quadrant in
Betracht. (Diese Annahme stimmt mit der Realitit nicht iiberein, aber sie macht das
Problem einfacher).

Verbinde die Ergebnisse aus Aufgabe 2 und 3 und berechne die Anzahl der mogli-
chen verschiedenen Fingerabdriicke nach deinem — stark vereinfachten — Modell.
Vergleiche die Zahl mit der Bevolkerungszahl der groBten Stadt deines Landes,
deines ganzen Landes, deines Kontinents und schlielich der ganzen Welt.

Bist du liberzeugt davon, dass jede Person einen einzigartigen Satz von Fingerab-
driicken hat und dass sie daher danach auch identifiziert werden kann? Formuliere
deine Begriindung fiir deine Antwort.

Zu diesem Thema gibt es viel Material im Internet. Gehe auf Internetrecherche.

Experiment

Die Schiiler bilden Gruppen zu zwei Personen. Abhéngig von der gewahlten Option sind die

folgenden Vorbereitungen zu treffen:

Fiir Option 1:

1.

Hole deine Fingerabdriicke vom Lehrer. Sei vorsichtig, verwische oder verschmutze
die Abdriicke nicht.

Fiir Option 2: Jedes Team braucht 2 Karteikarten und ein Stempelkissen

1.

Stelle deine personliche Fingerabdruckkarte wie oben beschrieben her. Schreibe
deinen Namen auf die Riickseite der Karte.

Uberpriife, ob sich die Stempelfarbe vom Stempelkissen auf deine Fingerspitzen
iibertrigt. Wasche danach deine Hande.

Teammitglied #1 iibernimmt die Rolle des Ermittlers, der die Abdriicke von seinem
Partner (Mitglied #2) abnimmt. Mitglied #2 streckt der Reihe nach alle Finger aus
und #1 rollt die erste Fingerspitze von #2 mit der Seite links vom Fingernagel be-
ginnend tiber das Stempelkissen. Dabei ist wichtig, dass die ganze Fingerspitze er-
fasst wird.
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4,

5.
6.
7.

#1 rollt nun den Abdruck der Fingerspitze in das entsprechende Feld der Karteikarte
von #2. Die liberschiissige Stempelfarbe wird vom bereits ,,behandelten” Finger
weggewischt.

#1 ibertragt auch die weiteren 9 Fingerabdriicke von #2 auf die Karte.
#2 wird sich die Hande reinigen.

Tausche die Rollen im Team und beginne neuerlich bei Schritt 3.

Fiir Option 3: Jedes Team braucht 2 Karteikarten, ein Stiick diinnes weiles Papier und
einen gespitzten weichen Graphitstift.

1.

Stelle deine personliche Fingerabdruckkarte wie oben beschrieben her. Schreibe
deinen Namen auf die Riickseite der Karte.

Schwirze mit dem seitlich gedrehten Graphitstift eine Flidche auf dem weiflen Pa-
pier, die grof3 genug ist, dass man eine Fingerspitze vollstindig auf ihr abrollen
kann. Das wird nun zu deinem ,,Stempelkissen®.

Uberpriife, ob sich die ,,Stempelfarbe” vom Papier auf deine Fingerspitzen iiber-
tragt. Wasche danach deine Hénde.

Teammitglied #1 iibernimmt die Rolle des Ermittlers, der die Abdriicke von seinem
Partner (Mitglied #2) abnimmt. Mitglied #2 streckt der Reihe nach alle Finger aus
und #1 rollt die erste Fingerspitze von #2 mit der Seite links vom Fingernagel be-
ginnend tiber das Stempelkissen. Dabei ist wichtig, dass die ganze Fingerspitze er-
fasst wird.

#1 rollt nun den Abdruck der Fingerspitze in das entsprechende Feld der Karteikarte
von #2. Wische nachher den bereits ,,behandelten” Finger ab.

#1 ibertragt auch die weiteren 9 Fingerabdriicke von #2 auf die Karte.
#2 wird sich die Hande reinigen.

Tausche die Rollen im Team und beginne neuerlich bei Schritt 4.

Klassifiziere den Fingerabdruck

1.
2.

Lasse deinen Lehrer die Karte mit den Abdriicken zum Weiterarbeiten genehmigen.

Untersuche mit deinem Partner mit Hilfe der Lupe jeden Fingerabdruck und klassi-
fiziere ihn als Bogen, Schleife oder Wirbel. Schreibe aber nichts auf die Karte.

Gib die Fingerbezeichnung und seine Klassifizierung in eine Tabellenkalkulation
oder in ein Textdokument in deinen Computer oder in deinen Taschenrechner ein.
Klassifiziere deine Fingerabdriicke nach dem FBI-Hauptsystem.

Ubergib deine Aufzeichnungen deinem Lehrer oder dem dafiir verantwortlichen
Mitschiiler, der eine Zusammenstellung aller unterschiedlichen Typen von Finger-
abdriicken in der Klasse vornehmen wird. Erzeugt ein Diagramm (zB ein Torten-
diagramm) zur Darstellung der Verteilung der Typen.
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6. Wie sieht die Verteilung in deiner Klasse aus, verglichen mit der in den Hinter-
grundinformationen gegebenen globalen Verteilung?

7. Bitte deinen Lehrer, dass er alle Karteikarten mit den Fingerabdriicken photokopiert
und dann jedem von euch die Kopien zur Verfiigung stellt.

8. Wie viele verschiedene FBI-Hauptklassen gibt es in dieser Sammlung? Wie viele

gehoren in die | -Kategorie?

9. Duund dein Partner erzeugen eine Datei und speichern die Karten fiir jede Katego-
rie, die in deiner Klasse auftritt.

Identifiziere den ,, Téiter*

1. Dein Lehrer berichtet, dass in der letzten Nacht jemand in der Klasse gewesen ist,
der seinen Fingerabdruck auf der Tafel hinterlassen hat. Der Lehrer hatte vorher ei-
ne Karte aus der Sammlung von Fingerabdruckkarten der Klasse herausgenommen
und beschreibt nun das Muster eines jeden Fingers.

2. Berechne die FBI-Hauptklassifizierung nach der Beschreibung des Lehrers.

Verwende nun die oben in Pkt 9. erzeugte Datei und entscheide, ob es mehr als nur
einen Verddchtigen nach der Hauptklassifikation gibt.

4. Wenn dies der Fall ist, dann betrachte die Unterschiede in den Abdriicken innerhalb
dieser Klasse. Versuche fiir jeden Satz von Fingerabdriicken charakteristische Ein-
zelheiten zu erkennen, die zu den Verdédchtigen gehoren.

5. Stelle eine Liste von hochstens 10 Fragen zusammen, die sich auf die von dir er-
kannten Unterschiede beziehen und bitte den Lehrer um die Antworten.

6. Kannst du nun, unterstiitzt von diesen Antworten, den ,, Tater* oder die ,, T4terin®
identifizieren?

KOMMENTAR des CORONERS

Im Allgemeinen ist es nicht notwendig, von Toten Fingerabdriicke zu nehmen. In den meis-
ten Fillen gibt es Zeugen, die den Toten kennen. Damit beginnt die Identifizierung. Die tote
Person kann einige Hinweise auf ihre Identitdt mit sich tragen. Es ist moglich, ein Fahrzeug
iiber seine Registrierung zum Héndler zuriick zu verfolgen. Das Fahrzeug wird identifiziert
durch Familienmitglieder, Arbeitskollegen oder Freunde. Auflergewohnliche korperliche
Merkmale oder zB Tétowierungen erleichtern die Identifizierung. Trotzdem verhelfen Finge-
rabdriicke, sofern sie in einer Datenbank vorhanden sind, zu einer positiven Identifizierung.

In den USA werden von allen Personen, die in den Militér-, Polizei- oder Zivildienst eintre-
ten Fingerabdriicke genommen. Alle Héftlinge in Bundes- oder Staatsgeféngnissen geben
ihre Fingerabdriicke ab. Im Falle des Todes einer dieser Personen werden die Abdriicke des
Leichnams mit den gespeicherten Abdriicken zur eindeutigen Identifizierung verglichen.
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Ein GPS — nicht nur fiir das Auto!
Die Mathematik des GPS

WAS GESCHAH ...

Zwei Wanderer sind schon fiinf Tage auf dem Appalachian Trail unterwegs.
Morgen wollen sie das Ziel ihrer Wanderung erreichen und dann von ihren
Ferientagen in der unberiihrten Natur nach Hause zuriickkehren. Sie haben ei-
ne wunderbare Woche in den Wildern verlebt, die ihre ganze Herbstpracht
zeigen konnten. Dadurch sind derartige Wanderungen so ganz anders wie im
Sommer. Zum letzten Mal bauen sie ihr Zelt auf und bereiten ein einfaches
Abendessen. Von einem nahe gelegenen Hiigel wollen sie den Sonnenunter-
gang erleben. Auf dem kurzen Weg dorthin nimmt der idyllische Tag ein ja-
hes Ende. Sie finden im Wald in der Nihe ihres Zeltplatzes mehrere Knochen,
die von Menschen zu stammen scheinen. Das Skelett ist unvollstindig erhal-
ten. Es diirfte sich um Knochen von Beinen und Rippen handeln.

Die entsetzten Wanderer wollen sofort die fiir diese Gegend zustindige Not-
rufzentrale verstindigen. Sie haben ein Mobiltelefon und ein Taschen-GPS
(Global Positioning System) mit sich. Sie rufen die Nummer 911 um ihre Ent-
deckung zu melden und geben die GPS-Daten der Fundstelle der Knochen
durch. In der Notrufzentrale kann man auf einer Landkarte die Position des
Zelts der Wanderer bestimmen. Die Polizei wird benachrichtigt. In diesem
Fall muss keinerlei medizinisches Personal zum Fundort. Du als Coroner wirst
verstiandigt, da es sich bei dem Fund offensichtlich um Reste eines Leichnams
handelt.

Du rufst deinen Assistenten an, er soll dich zur Fundstelle begleiten. Du ziehst
dich warm an, schniirst deine Wanderschuhe, packst eine Taschenlampe und
dein kriminalistisches Instrumentenkéstchen ein und fihrst zum nichstgelege-
nen Zugangspunkt der Wanderroute. Nach der Ankunft des Assistenten begebt
ihr euch gemeinsam zur Stelle, an der die Knochen gefunden worden sind. Ei-
ne kurze Untersuchung zeigt, dass es sich nicht um menschliche Gebeine han-
deln kann. Sei scheinen von einem Reh zu stammen, das irgendwo in den
Waildern umgekommen ist. An einigen Stellen sind deutlich Zahnspuren zu
erkennen. Aasfresser hatten sich offensichtlich am Kadaver giitlich getan und
die Knochen waren wahrscheinlich verstreut worden, als sie zu ,,privaten
Mabhlzeiten“ weggeschleppt worden waren.
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Hintergrundinformationen

Der Einsatz eines GPS in der oben beschriebenen Begebenheit war sehr wichtig, denn nur
mit seiner Hilfe war es dem Einsatzleiter der Notrufzentrale moglich, die Position der Fund-
stelle rasch auf der Landkarte zu finden und dann sofort und erfolgreich die betroffenen
Personen dorthin zu schicken. In diesem speziellen Fall war es zwar vergebliche Liebesmiih
(,,wild goose chase*), aber in einem dringenden Notfall kann der Zeitgewinn entscheidend
sein. Auch hier wurde ein langer Marsch durch den finsteren Wald deutlich verkiirzt.

Zur Zeit sind zwei Arten von GPS (Global Positioning Systems) im Einsatz. Das erste ist ein
zweidimensionales System. Es verwendet die Bandbreite und Zeitsignale von HD-TV-
Signalen. Diese Signale kdnnen Gebdude und Gebiete durchdringen und so in Gegenden
eingesetzt werden, in denen andere GPS nichts niitzen. Sie liefern nur die geographische
Lange und Breite. Daher finden sie vor allem dort Verwendung, wo die Hohe tiber dem Mee-
resspiegel relativ konstant ist.

Das andere System ist dreidimensional. Es erhélt die Entfernungen von drei Satelliten mit
bekannten Positionen und liefert geographische Lénge, geographische Breite und die Hohe
des empfangenden Gerits. Es wird daher dann eingesetzt, wenn grofere Gebiete betroffen
sind, in denen ein zweidimensionales System nicht ausreicht.

Global Positioning System

Messungen der Ankunftszeiten von zumindest 4 Satelliten ermdglichen die Schétzung
der Position in drei Dimensionen und der GPS-Zeit.
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Beide Systeme haben sowohl Vor- als auch Nachteile. 2D-Systeme kénnen Gebaude durch-
dringen und Koordinaten ermitteln, aber sie konnen keine Hohen feststellen. 3D-Systeme
liefern alle drei Ortskoordinaten, aber das Empfangsgerét muss ,,freie Sicht” haben.

Die Grundbausteine eines GPS sind:
e Ein vorher festgelegtes Koordinatensystem

e Stationen (TV-Sender oder Satelliten), deren genaue Positionen in diesem Koordi-
natensystem bekannt sind. Diese Stationen miissen ihre Positionen durch Senden
von Signalen {ibertragen kénnen

e Ein Taktgebermechanismus fiir die Zeitmessung, der mit dem Signal verbunden ist

e Ein Gerit, das Signale von verschiedenen Stationen empfangen und aus diesen ent-
weder rasch die Entfernungen zu den Sendern berechnen oder die empfangenen In-
formationen zu einer Zentralstelle, die diese Berechnungen durchfiihrt, weitergeben
kann.

Wir haben bis jetzt noch kein Wort tiber die Landkarten oder {iber die Orientierung, die auf
diesen Berechnungen beruhen, gesagt. Jetzt besprechen wir das ,,Ortsbestimmungssystem®.
Wenn wir die Hintergriinde besprechen werden, wird auch einiges an interessanter Mathema-
tik auftreten.

Das zweidimensionale GPS

In den Vereinigten Staaten und in einigen anderen Landern wird das 2D-GPS benutzt, um die
Ortsverdnderungen von Gefangenen zu beobachten, die unter strengen Auflagen ihre Strafe
zu Hause absitzen diirfen. Du hast sicherlich schon von der ,elektronischen FuB3fessel* ge-
hort. Man verwendet dieses System auch, um Kinder mit einem GPS in Arm- oder Fu3bén-
dern auszustatten. Das hat schon oft geholfen, vermisste Kinder wieder zu finden und damit
sehr wahrscheinlich auch manchmal deren Leben zu retten.

Im Grunde basiert ein GPS auf nichts anderem als auf einer Triangulierung, die du sicherlich
als Anwendung der Trigonometrie kennst, wenn du an Vermessungsaufgaben denkst. Eine
Empfangsstation empféngt Signale von drei Sendern, deren Lage genau bekannt ist. Diese
haben eine genaue, untereinander abgestimmte Zeitmessung. Sie senden ununterbrochen ihre
Position und einen ,,Zeitstempel” — das ist der Zeitpunkt zu dem das Signal abgeschickt wird
—, der nicht mit den Sendern synchronisiert sein muss. Aus den von den Sendern empfange-
nen Signalen und dem Zeitsignal kann das Empfangsgerit entweder selbst die x-y—Koordi-
naten seiner Lage berechnen oder es gibt die Signale an eine zentrale Recheneinheit weiter,
die diese Berechnung durchfiihrt. Diesen Fall zeigt die Grafik auf der néchsten Seite.

Die modernen Systeme beruhen auf den Synchronisierungssignalen, die in den Standardiiber-
tragungen des digitalen Fernsehens bereits implementiert sind. Daher kann diese Art von
GPS mittels bereits bestehender Anlagen durchgefiihrt werden und es bedarf keiner Errich-
tung von neuen Sendestationen.
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How Rosum TV-GPS Location Technology Works |\\-?\-
—

Der Einsatz der Technologie des digita- _
len Fernsehens hat in bestimmten Um- I _ i i
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Damit konnen diese Signale Stellen erreichen, die fiir Standard GPS-Signale unerreichbar
sind. Diese Technologie erweitert entscheidend die iiblichen GPS-Anwendungen. Hier sind
zwei Beispiele:
1. Die Lokalisierung von , first responderVs*, die ein Modul beniitzen, das in
Notrufradios und tragbaren Signalerzeugern eingebaut ist, die auf Giirtel
aufgesteckt werden.
2. Die Suche nach Kindern, die in geschlossenen Ortlichkeiten, wie zB in
Einkaufszentren oder Vergniigungsparks, aber auch in dicht bewaldetem
Gebiet verloren gehen. Die Kinder tragen den Sender in einem Armband
oder in einem FufBlkettchen.

Wie funktioniert das 2D-GPS?

Ein Kind, das ein ,,GPS-Armband” trigt, wurde in einem Einkaufszentrum verloren. Es gibt
drei Sendestationen, von denen sich die erste 100m Ostlich und 200m nérdlich, die zweite
300m westlich und 100m noérdlich und die dritte 200m 6stlich und 200m siidlich der zentra-
len Kontrollstation befindet. Sie zeichnen die folgenden Abstinde zum Armband des Kindes
auf:

Station 1: 223.60680 Meter

Station 2: 200.00000 Meter

Station 3: 424.26407 Meter

Die nédchste Abbildung zeigt, wie wir die ungeféhre Position des ,,verlorenen Kindes” mit
Derive 6 unter Verwendung von Schiebereglern feststellen konnen.

) Spezialausdruck fiir einen Ersthelfer des Roten Kreuzes oder einer anderen Sanititsorganisation
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Die Vorgangsweise ist relativ einfach. Da sich die digitalen TV-Signale von jedem Sender
gleichméBig kreisformig in alle Richtungen ausbreiten, erzeugen wir ein Koordinatensystem,
in dem wir die Positionen der drei Sender im Mafstab 1:100 durch die Punkte (1, 2), (-3, 1)
sowie (2, -2)festlegen.

Dann geben wir die Gleichungen von drei Kreisen mit den Punkten als Mittelpunkt und un-
bekannten Radien ein:

(x=1)*+(y=2)=r1

(x+3)’ +(y=1)°=r2

(x— 2)2 +(y+ 2)2 =r3’
Im vorletzten Schritt wechseln wir ins Grafikfenster und richten fiir die drei unbekannten
Radien r1, 2 und 3 Schieberegler ein. Der Bereich soll von 0 bis zu einer Zahl gehen, so

dass die Entfernung zum Kind sicher eingeschlossen wird. Als Schrittweite wiahlen wir 0.01.
Damit kommen wir der genauen Entfernung ausreichend nahe.

Stelle nun den ersten Schieberegler auf 2,24, den zweiten auf 2,00 und den dritten auf 4,24
ein.

2D-plot 1:1

"ransmitter 1

"rransmicrer 2

-1

0.00 _J_ 500 . -2 : Sransmitter’ 3

0.00 —J— 500

Obwohl die Abstdnde nicht ganz genau sind, scheinen sich die drei Kreise in einem gemein-
samen Punkt (-1,1) zu treffen. Das Kind wird sich daher ziemlich genau 100m westlich und
100m noérdlich vom Kontrollzentrum befinden.
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Diese Losung ist sicher nicht exakt, alleine aus dem Grund, weil wir nicht genug Pixel am
Schirm fiir eine bessere Auflosung haben. Aber auch die ndherungsweise Losung sollte uns
nahe genug bringen, um das Kind zu finden. Auerdem vermittelt uns der Einsatz der Schie-
beregler einen guten Eindruck der Arbeitsweise eines GPS. (Eine kleine Hilfe wire Hinein-
zoomen in die Gegend um den Schnittpunkt).

Frage: Ein CAS kann auch nichtlineare Gleichungssystem 16sen. Warum wird man in die-
sem Fall scheitern?

Die exakte Losung des Gleichungssystems

Radio- und TV-Signale verbreiten sich mit Lichtgeschwindigkeit ¢ = 299 792,458 km/s.
Dabher gilt fiir die von den Signalen zuriickgelegte Strecke:

Wegstrecke = ¢ - (Zeit zwischen Senden und Empfang — Zeitunterschied)
oder
d=c*(-9)

wobei & der Unterschied zwischen wahrer und beobachteter Zeit ist.

Betrachten wir nun die Informationen, die in der Empfangseinheit unseres GPS gespeichert
sind:
Sender 1:
Position: (a;;, a;,)
Zeit bis zum Empfang des Signals: #
Sender 2:
Position: (as;, ax)
Zeit bis zum Empfang des Signals: #,
Sender 3:
Position: (a3, asy)
Zeit bis zum Empfang des Signals: #;

Aus diesen Informationen entsteht das folgende Gleichungssystem:

(x=a,) +(r—a,)? =c(t -8y
(x—a, ) +(y—ay)? = (1, - 8)
(x_azl)z +(y—a,)? =c2(t, —8)

Bemerkung: Die ndherungsweise geometrische Losung kann nun nicht mehr gefunden wer-
den, da wir die Entfernungen zwischen den Sendern und dem Empfénger nicht kennen. Wir
wissen nur den Zeitpunkt, zu dem die Signale vom Empfanger aufgenommen worden sind.
Dieses Gleichungssystem besteht aus drei nichtlinearen Gleichungen in den Unbekannten x,
yund z. Wir kdnnen eigentlich nur /ineare Gleichungssystem 16sen. Eine Moglichkeit, dieses
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Problem zu umgehen, wire, einen vierten Sender zu verwenden. Dann kdnnte man die von
diesem Sender empfangenen Daten dazu verwenden, das System der nichtlinearen Gleichun-
gen auf ein System von drei linearen Gleichungen mit drei Unbekannten zu reduzieren.

Es ist aber nicht immer und iiberall eine vierte Sendestation erreichbar und selbst, wenn es
eine gibt, dann macht die Synchronisation dieses zusétzlichen Senders mit den drei anderen
zusitzliche Schwierigkeiten. Das heilt, dass wir damit die Fehlerwahrscheinlichkeit deutlich
erhohen wiirden.

Wie bereits oben erwihnt, kdnnen wir aber den in unserem CAS implementierten Losungs-
algorithmus zur Losung von polynomialen Gleichungssystemen verwenden. Damit akzeptie-
ren wir eine Losung, die auf einer Methode beruht, die wir nicht kennen. Blindes Vertrauen
kann auch in der Mathematik sehr gefahrlich sein. Andererseits hofft der Autor, dass du dich
iiber diese Methoden informierst und damit mehr Mathematik kennen lernst. Dieses Werk-
zeug soll deinen Appetit auf ein genaueres Studium wecken.

(Tipp: Suche im Internet unter Grobnerbasen. Nach wem wurde ein Algorithmus zur Losung
dieser Gleichungssysteme benannt?)

Wir wollen nun nochmals das Problem um das vermisste Kind 16sen. Wir erinnern uns, dass
x, y und o die Unbekannten sind. Alle Messungen sollen in km angegeben werden und wir
verwenden fiir die Lichtgeschwindigkeit den Wert

¢ =0.299792458 km/usec.

Im abgebildeten Derive-Listing wird das Gleichungssystem geldst. Beachte die getroffenen
Einstellungen. SOLVE und SOLUTIONS haben die gleiche Syntax wie fiir lineare Systeme:

#1: c = 0.209792458

Die empfangenen "Zeitstempel" sind:

#2: t = [6,377871991, 6,29912819, 7, (M7192602]

2 Z 2 2
#3: kli=fw - 0.1) + 0y - 0.2 =c -(t - &)
1
2 2 2 2
# : k2=l +0.3) + 0y -0.1) =c -(t - &)
2
2 2 2 2
#5: k3= (x - 0.2) + (¢ +0.2) =€ -(t - &)
3

#5: [Precision = Mixed, Notation :z Mixed]

#7: [Precisionbigits := 25, NetationDigits := 10]
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#3:  SOLWECkL ~ k2 A k3, [x, ¥, &]1)
#9: (x = 0.007232271666 ~ y = -0.1830029454 ~ & = 7.682664945) + (x = -0.0995¢

#10:  SOLUTIONSCkL o k2 A k3, [x, ¥, &]1)

#11:
0.007232271666 -0.1830929454 7. 692664945

SOLUTIONS hat eine kompaktere Form. Beachte, dass du iiber Simplify (die =-Schaltfldche)
arbeitest und nicht iiber Approximate (die =-Schaltfldche).

Du siehst, dass dieses System zwei Losungen hat. Das ist durch zwei mogliche Werte fiir &
begriindet. Die erste Losung deckt sich praktisch mit der vorhin auf geometrische Weise mit
dem Schieberregler gefundenen. Die Position wird in km und & in p-Sekunden ausgegeben.

Wir erzeugen eine GPS-Ubung

Wir kehren zu unserem eingangs beschriebenen grausigen Erlebnis der Wanderer zuriick. Sie
befinden sich tief in den Waldern der Appalachen. Du siehst hier einen Ausschnitt aus einer
topographischen Karte der Gegend, in der sie sich authalten. Die Karte haben wir iiber topo-
zone™ (http://www.topozone.com ) erhalten. Der Mittelpunkt des Kartenausschnitts hat die
GPS-Koordinaten 40° 2.77°N und 77° 22.28’W. Der MaBstab ist 1:50 000.

b

Ein Kreuz unter dem ,,H” von ,,SOUTH” markiert die Fundstelle der Knochen.
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Wir wollen nun mit Hilfe von Derive 6 eine Aufgabe, die auf unserer Geschichte basiert

konstruieren. Im ersten Schritt erzeugen wir ein Derive-Grafikfenster mit der Landkarte als
Hintergrundbild. Die Mitte der Landkarte soll im Koordinatenursprung zu liegen kommen.
Hier ist die Anleitung dazu:

1.
2.

Sender #2

Offne ein volles Derive-2D-Grafikfenster.

Miss mit einem Lineal die Lange der Achsen und wéhle einen Achsenbereich (liber
Einstellen>Zeichenbereich>Linge/Mittelpunkt) sodass zB eine
Skaleneinheit einem Kilometer in der Realitét entspricht (hier gilt 1 Einheit = 2
cm).

Wenn das Bild der Landkarte noch keine Bitmapdatei (bmp-Format) ist, konvertie-
re die Grafik mit Hilfe eines beliebigen Grafikprogramms (Paint Shop, Photo Shop,
IrfanView, usw.) in dieses Format, denn nur bmp-Dateien kdnnen in den Hinter-
grund von Derive geladen werden.

Klicke Extras>Anzeige>Farbe>Bild. Du gelangst mit einem Klick auf die
»----Schaltfliche zur Dateiauswahl, in der dir die verfiigharen Bitmap-Grafiken
angezeigt werden. Da solltest du auch das Bild der Landkarte (zB map) finden.
Markiere die gewiinschte Datei und klicke zuerst auf ,,Offnen*, wihle dann die Op-
tion ,,Zentriert” und beende die Auswahl mit einem Kick auf OK. Nun sollte die
Landkarte in der gewiinschten GroBe im Hintergrund sichtbar sein. Falls der MaB3-
stab nicht passt, musst du geeignet adaptieren.

Setze den Mauszeiger auf den Ort, an dem die Knochen gefunden wurden und lies

die Koordinaten im Derive-Koordinatensystem ab. In unserem Fall liegt der Fund-
ort in (-1,72, 1,18).

S opana fc’/fe"i
= ECINY, 1/ (5/

© bk teachware



104 bk teachware Schriftenreihe

6. Wibhle nun drei beliebige Positionen fiir die Sendetiirme. Sie miissen nicht unbe-
dingt im am Schirm sichtbaren Achsenbereich liegen. Aber fiir dieses Demonstrati-
onsbeispiel wihlen wir die Punkte (5; 3,25), (-5,3; 3,8) und (-4,5; -1,67). Die Punk-
te werden gezeichnet und beschriftet.

Bemerkung: Die Grofe der Landkarte wurde etwas reduziert, sodass sie auf den Derive-
Schirm passt. Die Skalierung wurde aber beibehalten.

Und so kannst du nun eine Aufgabe fiir einen Kollegen oder eine Kollegin konstruieren:

1. Lege einen Zeitunterschied & fest, der zwischen den synchronisierten Uhren in den
Sendern einerseits und dem GPS-Empfénger andererseits herrscht. So wéhlen wir
zB & = 23.57 usec. Diesen Wert darfst du nicht weitergeben, aber du brauchst ihn,
um die Zeitmarken, mit denen die Signale versehen sind, herstellen zu kénnen. Du
erinnerst dich, dass diese ,,Zeitstempel“ zur Losung des Gleichungssystems bendtigt
werden.

2. Berechne nun die Zeiten in psec, die die Signale bendtigen, um den GPS-Emp-
fanger zu erreichen:
(a) Berechne die Entfernung zwischen den Sendern und der (unverdffentlichten)
Position des GPS-Empféngers in km.
(b) Dividiere diese Entfernungen durch die Lichtgeschwindigkeit in km/usec.

3. Addiere 6 zu jeder dieser Zeiten und ver6ffentliche diese Zeitstempel.

4. Erzeuge nun selbst das entsprechende Gleichungssystem und iiberpriife die Losung.

Hier sind alle notwendigen Berechnungen in einer kurzen Form zusammengefasst. Analysie-
re sorgfiltig die verwendeten Derive-Befehle:

E 325
#15: sender = | -5.3 £
-4.5 -1.67

Berechnung der Zeitstempel:

[+ - Toc|
#16: t := YECTOR + 23.57, v, sender

c
#17:  t:= [47.02486554, 38.36791986, 36.85025028]
2 2

2
#14: SDLUTIDNS[\I’ECTOR[(X - sender 1 + (¥ — sender )1 = (e[t - &1, 71, 3} [x, ¥, SJJ
1,1 1,2 1

[ 1.118416427 2.508700650 60.20644125:|
#19:

-1, 715555555 23 . 5E8585559

Es gibt wieder zwei Losungen, von denen die zweite die gesuchte ist. Jetzt kannst du dein
Problem — verpackt mit einer netten Geschichte deiner Wahl — veréffentlichen. Gib dazu die
Positionen der Sender und die im GPS angezeigten Zeitstempel an.
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Bemerkung: Auch die TI-CAS-Rechner kdnnen nichtlineare Gleichungssysteme bis zu einer
gewissen Komplexitét 16sen.

|‘F1 T Fer FEx |- F9™ FE FGE™ |f1 T FE™ Fer | FiT TE G
- E AlgsbralCals Dther‘TPr*ngDTElean Upﬁ - E Algebra|Calc Dther‘TPr‘ngDTElean Upﬁ

®% — 10 % + 9% - 6. SODO00RE0ED - 3 + 35, 562

.[5 3.25 ]_} [5 3.250 l[x—sz’1]2+[H—52’2]2=[c-[t2—6]]2+P

-5.3 3.8 -5.308  3.800 o _ 7
s Ler e == * +1a.sagaaaaaaa ><+-=|2 ?.saaaaaagamb
"L ZISTIASE + ¢ -299792458000  (M(x-s3 ) +(u-=3 p) =(ctz-8))
® {47.02486954  39.J6791986 36, ESO2502) - -
£47. 0248695400 39, 3679198600 36, 250p x< + 3. AOANABAAANE - 5 + < + 3. T4O600006E K
«4,.38.36771986 .36 . 850250283 »¢ Wws[3.21072=Cc*Ct[I]-6D0"23g13

tAIN FAD EXACT FUMC /30 HAIN ERD BUTO FUMC 630

Zuerst werden die Daten in einer geeigneten Form eingegeben, anschlieBend die drei Glei-
chungen formuliert und als gl1, gl2 bzw. gI3 abgespeichert.

I’h T Fer [

vE AlgebralCalc CILher*TPr‘gnIDTClean Upm

TRTEz ] TTETEZ 2] TR TE]] Y
%+ 10, COODOOOO0E - + 92 - 7. E-EIEIEIBBEIEIEIEIP

"(x- =3, ) (e 25,2) = (s 5] 0
% + 9, AO0AOHADAREE - 5 + '\:12 + 3. 3400000000

®zolueigll and gl2 and gl3, {x o &3]
® = -1. 72000000047 and g =1.17999993533(p

«? and §=23.567999996274 or x.

FMAIN KAD AUTO FUNC 7/20

Der solve-Befehl bringt sofort beide Losungen, von denen nur eine zutrifft.

Beachte in diesem Zusammenhang auch die Erweiterung #2.

Das 3-dimensionale GPS

Viel Material fiir diesen Abschnitt wurde auf der Internetseite von Peter H. Dana (Depart-
ment of Geography of the University of Texas at Austin) gefunden. Die Adresse fiir diese
Information findest du auf der Homepage der Universitit von Colorado:

www.colorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_f.html

Da wir nun das zweidimensionale Problem sorgfiltig durchgearbeitet haben, sollte auch die
Arbeitsweise des dreidimensionalen GPS klar sein. Anstelle der Ermittlung der x- und y-
Koordinaten eines Objekts konnen wir nun x-, y- und z-Koordinaten bestimmen (das sind
geographische Breite und Lange, sowie die Seehohe). Natiirlich wird unser GPS wieder
einen unbekannten Zeitunterschied zu den Atomuhren der Satellitensender aufweisen. Damit
werden wir ein System von vier nichtlinearen Gleichungen mit vier Unbekannten zu 16sen
haben.

Im Gegensatz zur landlaufigen Meinung weil ein GPS-Satellit iiberhaupt nichts iiber die
Position deines GPS-Empfingers. Er — der Satellit — kennt nur zwei Tatsachen: seine eigene
Position und die exakte Zeit, die iiber eine Atomuhr mit allen anderen GPS-Satelliten syn-
chronisiert wird. Dein GPS-Gerét erhilt diese Information von vier Satelliten und berechnet
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deine Entfernung von den Satelliten und den Zeitunterschied zwischen seiner eigenen Zeit
und der der Satelliten. Aus diesen Daten kann er im Rahmen einer gewissen Genauigkeit
deine Position auf der Erde berechnen (siche die folgende Abbildung).

Das GPS

Messungen der Code-Phasen-Ankunftszeiten von mindestens 4 Satelliten werden ver-
wendet, um 4 GroBen zu schitzen: die ortliche Lage in drei Dimensionen (X, Y, Z) und
die GPS-Zeit T.

27 GPS-Satelliten kreisen in Umlaufbahnen in einer Héhe von 22000 km (13670.1662292
Meilen) tiber dem durchschnittlichen Meeresniveau (DMN) stéindig um die Erde. Die Um-
laufbahnen bilden mit dem Aquator einen Winkel von 55°. Wir wollen unter der Annahme
des DMN die Erde ndherungsweise als eine Kugel mit dem Radius 6410,01 km (3982,998
Meilen) annehmen. Die nidchste Abbildung zeigt die Erde mit den Umlaufbahnen (orbits).

24 Satelliten in 6 Umlaufbahnen zu je 4 Satelliten in
20 200 km Héhe mit einer Neigung von 55° gegen den Aquator.

Die Satelliten sind so angeordnet, dass zu jedem Zeitpunkt jeder Punkt der Erde zumindest
von vier Satelliten aus ,,sichtbar” ist. Die nichste Abbildung zeigt die Stellung der Satelliten
iiber der Erde zu einem Zeitpunkt am 29. September 1998.
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Forensische Aufgaben

e Verstehen, wie man ein aus anderen Zusammenhéngen bekanntes Werkzeug ver-
wenden kann, um die Lage eines Tatorts oder den Fundort eines Korpers genauer
beschreiben zu kdnnen, insbesondere dann, wenn dieser Ort nicht so leicht erreich-
bar ist

Mathematische Aufgaben

e Die Rolle der Mathematik fiir den Einsatz eines Werkzeugs verstehen, das fiir viele
Zwecke unseres tiglichen Lebens Verwendung findet

e Lernen, wie man mit einem CAS einige Systeme von nichtlinearen Gleichungen 16-
sen kann

e Anregung fiir eine weitere Beschaftigung mit der Mathematik geben, um auch die
Mathematik zu verstehen, die hinter den vom CAS gefundenen Losungen steht

Materialien

¢ Ein Computer Algebra System mit der Moglichkeit, Grafiken in den Hintergrund
des Koordinatensystems der Zeichenebene zu laden und Schiebereglern fiir unbe-
kannte Parameter einzurichten. Nichtlineare Gleichungssysteme sollen ndherungs-
weise mit groler Genauigkeit geldst werden konnen.

¢ FEine genaue Landkarte einer bestimmten Gegend, die moglichst auch den Schul-
standort zeigt. Die Darstellung von anderen 6ffentlichen Gebauden, Denkmalen,
Straflen usw. ist niitzlich wie zB eine ortliche Straenkarte. Derartige Karten sind
sehr gut zur Erstellung von Aufgaben geeignet. Eine andere Mdoglichkeit ist die
Verwendung einer topographischen Karte der ndheren Umgebung.

e Ein Malistab (Lineal) oder ein Maflband
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Erweiterung #1

Demonstriere die Suche nach dem vermissten Kind von Seite 98 mit einem dynamischen
Geometriesystem (DGS).

Dazu lasst sich jedes der eingefiithrten DGS verwenden. Wir wollen hier die Cabri-Applika-
tion auf dem TI-92 / Voyage 200 einsetzen.

Zuerst legen wir die Positionen der Sender durch Punkte im Koordinatensystem fest. Dazu

werden 3 Punkte gesetzt und deren Koordinaten {iber die Option F6 5:Equation & Coordi-
nates bestimmt. AnschlieBend werden sie moglichst genau an die gewiinschte Stelle gezo-
gen. Die erste Abbildung zeigt die Situation nach dem Setzen des ersten Senders.

" THESE COOREINATES |

: . (_I.BE_, 2,083 ."“s PI]!NT

L

[P AR

HAIN DEG AUTD FAE HMHIN DEG RUTO FhE

Die Kreise zeichnet man mit dem F4 8:Compass-Werkzeug. Dazu bendtigt man den Radi-
us und den Mittelpunkt des zu zeichnenden Kreises. Fiir den ersten Kreis (7 = 2,24) habe ich
einen Hilfspunkt (2,25; 0) eingetragen - genauer geht es bei dieser Auflosung nicht. Markiere
der Reihe nach den Koordinatenursprung, den Hilfspunkt und dann den Mittelpunkt des
ersten Kreises (1; 2) — der Kreis wird gezeichnet.

P L e
©¢-i.01 1000 25\
.

HMHIN DEG AUTO FAE

Nachdem alle drei Ortskreise eingetragen sind, schneide zwei von ihnen und lasse dir die

Koordinaten des Schnittpunkts ausgeben. Die dargestellte Losung ist in Anbetracht des klei-
nen Schirms sehr gut brauchbar. DGS am PC liefern natiirlich genauere Ergebnisse.

Erweiterung #2

Transformation des nichtlinearen Gleichungssystems bestehend aus drei Gleichungen mit
zwei Unbekannten auf ein lineares System mit 3 Unbekannten.

Wir betrachten gleich die Aufgabe von oben (ohne Beriicksichtigung des Zeitunterschieds 5).
(=D’ +(y-2) =7’
x+3)’+(y-1*= r22
(x=2+(+2)°=r
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Die Gleichungen werden ausmultipliziert und umgeordnet:

X+’ —2x—4y =224 -1-4=0,0176
4y +6x-2y=2"-9-1=-6
X4y —dx+4y =424 -4-4=99776

Fiir x* + * setzen wir eine neue Unbekannte
x> +1? = u ein und erhalten ein lineares
System fiir x, y und u, das leicht aufgelost
werden kann.

Fiihre diese Rechnung selbstindig durch und vergleiche mit den Ergebnissen von oben.

Erweiterung #3

Losung des nichtlinearen Systems unter Beriicksichtung der Zeitdiskrepanz & mit dem Solver

einer Tabellenkalkulation.

Wenn kein CAS mit einem Ldsungsalgorithmus fiir nichtlineare Systeme verfiigbar ist, kann
das Problem auch mit einer Tabellenkalkulation sehr einfach gelost werden. Hier wird die

Kontrolle der oben aufgestellten Aufgabe mit dem Solver von MS-Excel durchgefiihrt.

E10 - A =AT1+B11+C11
A | B | C | D | E F

L1 w-Koord. y-Koord. | Zeitstermpel = 029979246
| 2 |Sender1 ] 3,28 47 02458695
| 3 |Sender2 53 35 35 ,3679193
| 4 |Sender 3 45 -1 67 368502503
|8 | linke Seite rechte Seite
| B |Gleichung 1 21,0625 190332286
| 7 |Gleichung 2 47 83 125 495707
| B |Gleichung 3 37 37eR 115511651

a
10| ¥ ¥ delta I 3 _l

1 1 1 1

In der Tabelle sind alle Daten (Positionen der Sender sowie die empfangenen Zeitstempel)

eingetragen. In den Zellen A11, B11 und C11 legt man Anfangswerte fiir die drei Unbekann-
ten fest. In der Zelle B6 wird dann die rechte Seite der ersten Gleichung mit der Formel

=($A$11-B2)"2+($B$11-C2)"2 definiert,

wihrend in D6 die linke Seite eingetragen wird:

=($F$1*(D2-$C$11))"2. In den Zeilen 7 und 8 werden Gleichungen 2 und 3 eingetragen.

Fiir den Solver muss eine (beliebige) ,,Ziel

zelle* mit einer ,,Zielformel® festgelegt werden.

Hier wurde in Zelle E10 die Formel =A11+B11+C11 definiert. Dann wird der Solver aufge-
rufen und die Dialogfelder werden entsprechend gefiillt.

| ol s}

4t LU

2
3 Solver-Parameter E|
14 s .
by Zielwert: ®mMax  OmMn O wert: 1}
‘Weranderbare Zellen:
1
s
Neberbedingungen:
$E$6:$E48 = S0d0:40%E
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Nun sollten in den ,,verdnderlichen Zellen” A11, B11 und C11 die gewiinschten Losungen

erscheinen.
10| X ¥ delta 230299998
J11-1.72000001 ) 1,17993599 | 23 5633955
2]
BERN Ergebnis
14
? Solver hat eine Lasung gefunden, Alle Nebenbedingungen
W und Optionen wurden eingehalten, Berichte
7| Antwart
W ' Sensitivitat
9 edetherstellen Grenzwert
20
21 [ oK ] [ Abbrechen ] [ Szenario speichern, .. ] [ Hilfe:
22
BTl

KOMMENTAR des CORONERS

Jeder Coroner wird davon berichten kénnen, dass er schon an Orte gerufen worden ist, an
denen seine Anwesenheit notwendig erschienen ist und es sich aber spéter herausstellte, dass
die aufgefundenen Knochen von Tieren stammten. Am héufigsten findet man so begrabene
Haustiere. Ich wurde einmal von der drtlichen Polizei zu einem ,, Tatort” gerufen und fand
die Knochen einer Kuh, die geschlachtet worden war. Ihre Knochen hatte man in einem mit
dichtem Gebiisch bewachsenen Waldstiick ,,entsorgt”. Da nicht alles Fleisch von den Kno-
chen entfernt worden war, war der auftretende Geruch die unangenehmste Begleiterschei-
nung. Ein anderes Mal wurde ich zu einer Hausrenovierung gerufen. Die Hauseigentiimer
beflirchteten auf die Spur eines Massenmorders gesto3en zu sein. Es stellte ich heraus, dass
der Vorbesitzer in seinem Wohnhaus eine kleine Fleischerei betrieben hatte und die fragwiir-
digen Fundstiicke waren Schweineknochen. Es ist also durchaus iiblich, nichtmenschliche
Knochen identifizieren zu miissen.

Fiir einen Coroner ist es immer wichtig, eine genaue Beschreibung des Ortes, an dem etwas
passiert ist, zu geben. Mit dem GPS steht ein Werkzeug zur Verfiigung, das bei dieser Be-
schreibung eine grofe Hilfe sein kann. Das trifft besonders dann zu, wenn es sich um eine
abgelegene Gegend handelt oder um einen Ort, der nicht nahe bei bekannten Orientierungs-
punkt liegt. Zurzeit wird das GPS eher in der Verbrechensverhiitung eingesetzt, wie zB durch
eine elektronische Fullfessel oder zur Suche nach vermissten Personen, die mit GPS ausge-
riistet sind. Sehr aktuell ist die Anwendung von GPS fiir Personen, die an Alzheimer leiden.
Sie verlieren sehr leicht die Orientierung und kénnen mit einem angelegten GPS-Armband
wieder aufgefunden werden.
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Die Aufgaben eines Coroners (im Bundesstaat Pennsylvania®)

Pennsylvania hat ein gemischtes Coroner / medizinisches Ermittlungssystem. Das Amt kann
je nach den Bestimmungen des Bezirks (County) durch Wahl oder Ernennung bekleidet
werden. Coroners miissen keine Arzte sein und brauchen auch keinerlei medizinischen Ver-
gangenheit zu besitzen. Aber sie miissen einen einwdchigen Kurs belegen und dann die zu-
gehorige Abschlusspriifung bestehen, bevor sie fiir ihr Amt vereidigt werden.

Die Stadt Philadelphia und das Allegheny County haben medizinische Ermittler und das Amt
kann nur von einem ausgebildeten Gerichtsmediziner bekleidet werden.

Die typischen Aufgaben des Coroners sind:

1. Identifizierung des Opfers

2. Feststellung von Todesart und —ursache

3. Ermittlung des Zeitpunkts des Todes

4. Benachrichtigung der niachsten Angehdrigen

In den meisten Fillen arbeiten die Coroner mit Polizeibeamten zusammen, um die Fragen zu
kldren. Leichendffnungen (Autopsien) werden vom Coroner nicht vorgenommen, aber da
gibt es immer Absprachen mit Gerichtsmedizinern, um diese durchzufiihren. Die Counties
sind gesetzlich dazu verpflichtet, alle Ausgaben, die im Zusammenhang mit Ermittlungen
auftreten zu ersetzen. So konnen die Coroner jeden Fachmann beiziehen, der zur Klérung
einer der oben angegebenen Fragen beitragen kann, wie zB Zahn- und Kieferspezialisten,
Gerichtsanthropologen, Insektenkundler usw.

() Im Internet gibt es eine reiche Dokumentation iiber die Geschichte des Coronerwesens.
Gehe auf Internetrecherche und fasse die Ergebnisse in einem kurzen Bericht zusammen.
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