Représentations des nombres
réels et représentations
graphiques

Une enquéte mathématique menee en
terminale en 2001




Le crime (mathématique)
Tableau 1

Un professeur de mathématique dans sa classe en pleine

confiance dans les calculatrices fait tracer la représentation
graphique de : X > X"

Voila ce qu’il obtient :

Fim|_Fav [ P2 | T FEw [ FE™ (F7 & fF |
v = |Zoom|Trac |-F|-:|r =|FhT'|=|‘|'|'||:|l='__ |

EAD AUTO




Tableau 2 :
la bonne nouvelle

Est-ce une malédiction liée au nombre 7t ?

Nouvel essail avec cette fois-ci :

XHX\E

Notre enseignant reprend confiance

e ——
v 200 Tr ACE Fegraph|



Tableau 3 :
Nouvelle question

C’¢tait donc le nombre ... Le professeur, rassure, peut
continuer sa lecon.

Mais, au fond de la classe, un ¢éleve, curieux et insatisfait,
essaye une autre fonction :

Fi™™_Fzv | _F: 7} FY T FEx T Fé™ TF7 @7 5

» f==|Zoom |Trace|[Rearaph r1=|+h Elr aul|* F




Tableau 4
Une autre classe, d’autres éléves

o — FI:"l" NF 7 o .'._-=__:5 ._

La méme année, a la [~ Flbn|Tace fear aph MathloFsul ¢
méme ¢poque, dans une

autre classe, deux éleves

representent la fonction

X HAIN EAD AUTD i
X H X FiTT Fer T FE T FA ARG

v |20 Tr ace|Regr :||:|'| ”:ﬂ'h Oraw|= §

Mais 1ls n’ont pas choisi le
méme « Zoom ».

En haut : Standard
En bas : Decimal




Début de I'enquéte

De¢sappointe le professeur appelle a son aide un
enquéteur en « bug » de calculatrices.

Les deux ¢leves s’adressent ¢galement a ce
« specialiste »...
Il écarte le « bug », ou I’erreur de programmation.

Notre homme s’oriente immeédiatement vers la
recherche d’une raison mathématique...

Oui,mais laquelle ?7?7?




Investigation calculatoire

Il faut d’abord vérifier
quelques petites choses

et d¢ja des surprises

Et encore plus de surprises
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Premieres conclusions

P —
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On y voit un peu plus clair

F1 ™| Few

L’application du carré force
I’évaluation : la calculatrice __
sait alors que le résultat n’est  JiSsnl

pas reel. (1t 2 T

(F17™ Fer

vf—élﬂlqwbrdl :L

Error:

Error:

Hon-real result)

Hon—-real result)

D’ailleurs, en format - 2|1 gebralcate Dher [Pram1

complexe : rectangulaire, on
obtient




Le passage en mode approché
a mis en evidence une
situation problématique :

Pourtant s1 1’on passe en
format complexe :
rectangular, on trouve :

1l semble bien que la
calculatrice « sait » que le
nombre (-1)"V7 est un
nombre complexe, mais en
mode approchée, elle le
considere comme un reel

[ . .
* = Al gehr =|I alc|other |Pr :|r|IIII 1--=|r| g
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Poussons la recherche

F17™ Few

Nous avons rencontré un arc ~ Sadateabl=it

aberrant pour x"r. Nous “(-2)" S Fleereerl Feeu
. . . . u -aF-F-r'--:-:=-=:|:[: "E':]n:] -2. 5 ._4-' =

deVOnS avolr unc Sltuatl()n " "rectangular® "rectangul ar

. . \ ...__E-.:r[ ..]'[ L0 I | 1-[ g || I

identique a celle de X7, (-2) nZ)+ 2% sin(x2) 4

n .a|:-|:-r'--:-::-::[:[: - :.'ITtl
C’est bien le cas

Cette constatation va < |71 debracate ther Pram1
permettre des prévisions.

Examinons les deux exemples
c1-contre :

u .E||:-|:-r'--:-::-::[_[: 3 .'_IE| Error: Mon-real resulti)




.Fiwl o F T Tt
v |7

Sur la base de nos premiers on[Trace [Rearaphl .

résultats, on peut penser que

3
sera X — x[

représentee correctement ,

mais que x — x\g sera

representee comme une
fonction paire.

" 7 4;_:: -

Ce qui est bien le cas




Retour sur x™

En mode approché, w est
remplacé par un nombre S
décimal, V2 également. '

S [: - 1:]3. 1415926535892
On doit donc se demander ce = spproxd[Z) .4142

-1 1.41421332823731

qu,eSt unc pUISsanCC d,eXposant Error: Hon-real result
déCimal . ERD AUTH FINE 750

FiT™_ Few | Fi* | Fu4v |_ FE | _ F&=
» == |Algebra|Calc|0ther |PramI0|Clean Up

la calculatrice « répond » par une
egalité pour tout x qui montre T

Jjue la représentation en mémoire
I’une puissance d’exposant




Nous avancgons...

Pour tracer une courbe, la calculatrice passe en
mode approché¢, donc pour X", T est remplace
par un nombre décimal.

Mais pour déterminer effectivement la puissance,
ce nombre décimal est remplace par une fraction
d’entiers, dont on peut supposer qu’elle est
irreductible. ..

Il reste a savoir a examiner les puissances dont
I’exposant est rationnel.




Regard sur xr/a

S1 p et g sont deux entiers positifs tels que
PGCD(p,q)=1, on a trois cas :

1. p et q sont impairs

2. p est pair, q est impair

3. p est impair, q est pair.

On peut toujours écrire xP = (xP)"
Si q est impair, x —> x7est une bijection dans

IR, et donc I’écriture ¢''? a un sens dans IR
pour tout nombre ré¢el a




Point sur 'enquéte

On peut donc penser que la calculatrice remplace
m ou V5 par un nombre rationnel dont le
dénominateur est impair, et remplace V2 ou V3
par un nombre rationnel dont le dénominateur est
pair.

Nous avons bien avance. ..




A la recherche du rationnel

Examinons le cas de x”\r.

Dans un premier temps on
peut penser que m est
remplacé par

31415926535898
1013

Pourtant cela ne va pas : en
simplifiant, on obtient une
fraction irréductible avec un
dénominateur pair

R
» f—|Algebra|Calc|Other |Pranld|Clean Up

LI T=T=Tolu ki S.14159
S. 14159

ERO HUTO
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Une idée...

S1 nos hypotheses sont justes,
pour effectuer le calcul de

(-2)"m en mode approché, la T .
calculatrice passera a une forme gy .

. v f=|AlgebralCalc|other Praniojclean Up| |
rationnelle.
| 5419351

C’est gagné. Et maintenant, . in| - -5.2 172505

2y — o —
1nd2) FESREE

utilisons le calcul formel. - sperod SHI5L _ )

Voila I’approximation rationnelle
utilisée par la calculatrice pour .

3419351
1725033

MAIH EAD AUTO

7T




5419351
1725033

Comment et pourquot la calculatrice prend-elle cette
expression rationnelle comme valeur approchee de n?

Tt

Approcher un nombre réel par un nombre rationnel,
c’est un probleme connu dont une méthode de
résolution est

les fractions continues




Fractions continues (1)

3,141592653598 = |

3+ 0,141592653598 = 3+ 1

0,141592653598

1
7,0625133059307

Ce qui donne :
3,141592653598 =~ 3+

On a donc 3,141592653598 = 3 +l(: 2)

7 7




Fractions continues (2)

Deuxieme ¢pisode :
3,141592653598 =3+

1
1
1

0,0625133059307
1

1
_|_
15,99594406774

1 333

7+




Fractions continues (3)

1
1

g, +0,9959...

On peut ¢crire donc

avec ¢, =3,9, =7,q, =15...

S11’on appelle 4 ] “ ,,,,,a—" les fractions continues
by b, b

n

successives, on a 1c1 :
a, =3,b =1,a,=22,b,="7,a, =333,b, =106




Fractions continues (4)

S11’on pose x = x, s1 1’on pose

1

€pi1 = o q,. avec e, = x —1part(x)

n

on démontre par récurrence que

bn+1 — qn+1 Xb +b

n n—l1

en posant a, =1,6,=0




Fractions continues (5)

On traduit ces resultats par
un programme sur la
calculatrice qui retourne
une liste de fractions,

I
] LAY Y ) SRS S
appI'OChaIlt U.Il =t FrCLh a =1 o~ 1

=Fun-
sLocal ad,al.bd.bl,

nombre (Ilb) avel P0baE 1+b]: 1-r=.|| ;

S s s 1inb—al+e: l*d

une precision ihile dopre

s floorc]- H'+4 S
y = o 51 +al |-|'=| :1"|"|':|1+|'_|| |-l'|'_|

donnée (pres) f abs (rb-a-h)3d
=dHJ“HH+'1= rasbrasls
=d1*dH bl*b” a+al:b+hl
:Endiiihile
sEeturn 1=
= EncdFunc

HMAlN ERD HUTO




On a par exemple

Mais aussi avec plus de
precision

On retrouve le nombre
rationnel utilise par la
calculatrice.

FLOT Frw " Fzw T F4v T . FEw

~ f—|A1lgchr =|I alc|0ther|Pr :|r|IIII lean |||:

» fral 3. 1415926535898, 109

1 El "E’f} il

FLTmO7__ Fev Y Frwj Fuw Y 7. . FB=

-{—'H1:|--Lr =|I alc|0ther|Pr :|r|IIII lean Up

m frcl 3. 1415926535098 1||-1':'.]
(= ~m.m 333 I55 193993

| R 1|||- 113 33102

. 1o ~13 |
-_-""_'1-' 11-1-I-4II 427 ._-'-1-"*
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T T
* f=—|AlgebralCalc

On reprend le cas de V5.
Ona

m [ -3 3PP E
416020

a.n 17E2289
- 1|‘I._"1' Z J

1nc2)

FLmT. . Few  f FEw T .
il F Hl';lE'I':'r-'-a I_:.al|:_ 1. - = - ] I_ y

On a également : = (-2yapprox(is)

41 GLZ2E

1r'||._ d - :m
- 12

m frcl approxi ]S, 10 712

Le résultat est convaincant U i Eh g ry




TR A R
* = |[Algsbra|Calc|0ther |Pr :|r|IIII lean Up

Il n’y avait pas d’anomalies

pour la courbe de f{x) = x2.

Cela se traduit par un acces
lmpOSSIble é l’lnfOI‘mathIl . | il rox([2) ~ror: Hon-real result

T Ty e R
» f==|Algebra|Calc|[0ther|Pr :|r|IIII lean Up

Essayons par le programme :

la derniere fraction obtenue a =

T laa Ertor: Hon—real result

un dénominateur pair... ce - ([Z), 10713

e
et O

que 1’on attendait. ( 23807 sssany




Essayons V3 ou \7

F17™T Fér [_F3™N

On retrouve des - = |Algcbralcale

confirmations de nos résultats

pOU.I' VB maiS co | 2 FFID AL J3) Error: t-l-:-r'u—r'-’.v””w
B | approxl l— 1,10 13 |

PIEO3S  G7E1ZZ 2672279 36504011

1 4134035 564713 1542341 21E7FS6E J|

. pas pour V7.

Pour quelle raison ? “R1aébralcsTefother prantofcicon ug| |
On peut supposer qu’il s’agit FESEGEEAE. 4.7 1955711
d’un probléme de précision, 1r.|. yaperox{7)] 529073
notre programme utilisant les |=Fplr“l I ) =
valeurs approchées de la 154507 '?:Z":..S:E?':i-" {os00s  Soserznl
calculatrice...

2902413 81931511




Plus de précision, svp

La calculatrice a atteint ses limaites. Il faut
pousser la recherche du c6t¢ d’un logiciel
dans lequel nous pouvons choisir la preécision.
Prenons Derive... On entre le méme

programme a deux petites variantes pres :
APPEND a la place de AUGMENT et LOOP
a la place de WHILE




Sur Derive

PROG(

a0:=1,al:=FLOOR(nb),b0:=0,b1:=1,e:=nb - al,d:=1,
Is:=[al],

LOOP(
IF(d < pres, RETURN lIs),
q:=FLOOR(1/e),e:=1/e - q,a:=g*al + a0,b:=q * bl + b0,
d:=ABS(nb - a/b),ls:=APPEND(ls, [a/b]),
a0:=al,b0:=bl,al:=a,bl:=b)

)




Le résultat surprenant

-13
frc(2.6457513110645905905, 10 )

5 & 37 45 &2 127 590 717 1307 2024
2I E'|:II | | | | | | | | | |
2 3 14 17 31 48 223 271 494 765

9403 11427 20830 32257 145858 187115 331973 514088

3554 4319 7873 12192 56641 BEE3S 125474 194307

23883725 2902413 5290738 8192151

902702 1097009  QEEEFANE 3096720

Le nombre manquait a notre liste sur la calculatrice ...

On peut verifier que c¢’est le seul




Une interprétation... a suivre...

On peut penser que cet « incident » est due
a une situation particuliere de l'un des
nombres q,, la précision limitee de la
calculatrice faisant le reste.

Une affaire a suivre...

Mais une nouvelle eénigme : pourquoi la
calculatrice choisit-elle celui qui justement
est absent, alors qu'un autre suit ...




Qui suit qui ?

Derive va encore donner la solution : la suite est alternée : le
plus petit terme est 1c1 ’avant dernier et le résultat est donc
cohérent. C’est donc bien pour un probléme de précision de
calcul que la calculatrice s’est arrétee.

-13
u =z fro2.6457513110645905505, 10 )

WECTOR{SIGN L —u 3, k, 1, DIMuy = 1D
k + 1 k

[1I _ll ll _ll ll _ll ll _ll ll _ll ll _ll ll _ll ll _ll ll _ll ll _ll ll

-1, 1]



Et dans le cas general

Dans le cas géneral, la suite des fractions
continues a la méme propricte. On peut le voir
aisement sur les premiers termes de la suite en
reprenant les conventions précedentes. On pose :

a a,
=q,,—=4¢, T

“
bl bz




On a évidemment....

. . 1 a, _da
Mais aussi ¢, <q, + —donc—= < —=
VK by b,

On a ¢galement

Et ainsi de suite ...




. |
La fonction exact

F1 ™| T+ 7_ F4w 7_ FE T Fer

La calculatrice possede une - A1 5ébr s [T other Prantofcean "F” '
. r . SPPOx I 3 141'=—l
fonction mal décrite par T1 : et(s. 141592655sa0, LS7O7IE326794S

la fonction EXACT.
Cela nous dit quelque chose.

]

L
1L gl 11

Va1l

Et s11’on va plus loin :

Il semble que la fonction A A ."i=rF:|r.I|_|.";_1-=-ar. A,
exact retourne la meilleure
fraction continue qui

approche un nombre reel a
une precision donnee. wact(2. 64575171 10646,

wactl 3. 1415926535898, 1@~ 13]

-::I]_I

FEAD AUTO




On a semble-t-1l de
nouvelles confirmations.

'"44_1ﬁ
1. 73205
TESE4E1

Z1E7560

On peut essayer avec un
nombre tout a fait nouveau

Fi"™_ Fewx [ _Fiw T o
-{—lell-'l'_lrdl =|:|.I Uther |Frare

15 | ||.- -y ERFrox(singE) ::|| |

1 IZZ iy 2496421
<L S 100500 14112

R e =987 . 10 -13 11990615
.+| 14112000205927, 10 | EEETER




Du coté de xx

Nous avons pu voir que la courbe représentation de
cette fonction etait tres différente suivant le choix du
repere.

Dans le repere « decimal », 1l ne semblait pas y avoir
de probleme. Dans le repere « standard », des points
ou des arcs parasites apparaissent.

Nous sommes maintenant capable de comprendre les
différences observées et de les interpreter.




x* en repere decimal

Dans ce cas, la situation peut paraitre simple. Les
valeurs de x sont des nombres décimaux de la forme
k*0,1 ou k est un nombre entier. Donc 1’écriture x* est
remplacée par : ( I jm

10
S1 k£ est un nombre négatif, tout dépend s’1l s’agit d’un
nombre pair la fraction se simplifie et I’on doit aboutir

a un probléme. S1 £ est impair le calcul ne peut pas
etre effectue.




x* et le choix de la résolution

Notre conclusion est que la
résolution intervient. Une
rapide vérification montre que
le dessin sans « probleme »
¢tait en résolution 2.

Mais en résolution 1,1l y a < ztom Trace] InSthlormu= ¢ [ ]
des points parasites

correspondant aux valeurs

paires de k.




Dans ce cas tout est plus
complique : les points
calcules par la calculatrice
ont une approximation

rationnelle par fraction > - .:
continue avec un f_iﬂ':_F""' : T e e 17 2 5 |

aom | Tr :| e |Regraph ”:I'H‘I Elr Sl I"

dénominateur pair ou pas
et cela change tout...

Examinons ces deux cas.




41654359751
43062445709

Les calculs semblent S T 45062445703
confirmer nos hypothéses i
dans les deux cas.

Fi"™_ Fewx [ _Fiw T o
-{—lell-'l'_lrdl =|:|.I Uther |Frare

ori Hon—real result)
14"["35'.':'11"
12




Mais tout n'est pas si simple...

e — TaFEY (PP 5 [
-r{—._-u-nTr ace|Rear =||:h i

Mais nous aurions pu
tomber plus mal comme le
montre I’exemple suivant :

Fi"™_ Fewx [ _Fiw T o
-{—lell-'l'_lrdl =|:|.I Uther |Frare

cela marche beaucoup .
IIlOiIlS blen . wig Ertor: Mon-real result
. 18713 30

=130
o[ 213877113




> 7 - i L AL
[.’écran de la calculatrice

contient 238 pixels calculés.
En mode standard les = 034034
abscisses vont de -10 a 10.

On peut calculer «plus T —
précisément » la valeur de xc. =NERIRERBEIMIIIG
On trouve un écart qui montre

qu’il est difficile de savoir

quel nombre est utilis€ par la RGP

(Fi7™0 Fer

= -1.0924369747999 - xc

calculatrice




. :
Une aide de Derive

Si par exemple la calculatrice « choisit » la valeur
1.092436974789 pour xc, Derive donne comme

fractions continues, la derniere étant la plus petite
et plus précise que la precedente. Pourquoil
EXACT ne retourne pas cette valeur ?

Nouvelle affaire a suivre ...

trocill. 092436974789, lD_la}

11 1.2 59 F1 130 10022357481
[l 10 | 11 | 5« | a5 | 11% | 9] F4210 E4E }
10022257481 1=0 1

91 74211 E4E 11 1091 7421 09971 2



Et si 'on changeait de calculatrice ...

Examinons ce qui se passe avec la
TI-84.

On commence par tracer les
courbes de la fonction

X x’
pour A = 67/103 en haut

et A =67/208 en bas.

Les résultats sont conformes a nos
attentes (dénominateurs impairs
ou pairs)




Les ennuis commencent

S1 nous prenons maintenant

A =23457/12773
la courbe est « incomplete »

La TI-84 possede une «
petite » fonction EXACT :
I’1nstruction FRAC.

Examinons ce qu’elle donne
ICI.

Elle ne modifie rien




La petite différence

Un petit changement dans
la valeur de A et tout
fonctionne a nouveau :

A =23457/12775

Et du cotée de FRAC...




Petite conclusion pour la TI-84

Comme les calculatrices
formelles, la TI-84 ne trace d’arc
pour les abscisses negatives que si
elle peut mettre 1’exposant sous la
forme d’un rationnel a
dénominateur impair,

ce qui ¢vite des problémes pour x”
(écran du haut) mais pas pour x*

en mode decimal ... (écran du
bas)




Et du c6té de Derive...

Der1ive a té un assistant précieux, par la possibilité
qu’il offre de definir la precision des résultats.

Mais echappe-t-il aux problémes des fonctions
puissances ?

Sur le plan graphique, 1l semble que c’est le cas. Les
courbes sont conformes aux attentes des professeurs
de mathématiques, mais sur le plan du calcul nous
allons rencontrer encore quelques surprises ...




Derive et les puissances (1)

Jusque la tout va bien
Frecision = Approximate
FrecisionDigits = 19

i
(—2) = =7.96617E303885685737 — 3. 797308698989 756366 L

FrecisionDigits = 18

i
(—2) = —¥.96617830388068573 — 3, 797V308698989V5636. L




Nous y voila

FrecisionDigits = 18

Et voila comment (-2)" Branch = Real
devient un reel positif.

m
Mais les surprises ne sont (-2} = & 82497782707628762
pas terminées :

1l peut devenir un réel FrecisionDigits = 20

’ . A A T
negatit ou meme Cire de T

nouveau un nombre L
FrecizionDigits = 21

complexe suivant la H
précision choisie. (-2) = —7.96617830388568573823 —

3. V97398098989V 0636583 .



En mode exact, la Frecision = Exact
calculatrice avait un
comportement « normal »,
mais Derive est plus
surprenant .

Motation = Rational

Il faut passer aux nombres
complexes pour retrouver
ses marques




Et si Derive fonctionnait comme leg
calculatrices...

On se place en mode Exact avec une préecision de 20
chiffres. Les ¢crans obtenus parlent d’eux-mémes

APPROX (1) 21053343141 /6701487259 948881364 /6701487259
(-2 = - 2 - -1
_20
FreCAPPROX(Y, 10 O
22 333 355 103993 104348 208341 312689
[3' 7 108 113 33102 33215 66317 99532
833719 1146408 4272943 5419351 80143857
265381 364913 1360120 1725033 25510582
165707065 245850922 411557987 1068966896
52746197 78256779 131002976 340262731

2549497 £ 79 16 950454 21053343740 j|
811528438 1963319507 BA014E87259



Avec une précision de 10-18

FrecistonDigits = 18
APPROX () 6167950454 /1963319607 277991633 /1963319607
(=22 = - 2 <=1
_1&
FreCAPPROXCTY, 10 D
22 333 355 102992 104348 208341 312689
{3' 7 106  11% 33102 33215 66317 99532
833719 1146408 4272943 5419351 80143857
265381 264913 1360120 1725033 25510582
165707065 245850922 411557987 1068966896
52746197 78256779 131002976 340262731

2549497 779 }

E11528428

Il semble y avoir un petit probleme...




-15
Fro APPROX Cr), 10

[ 333 255 102993 104248 208341 212689
3,
7 11= 33102 23215 BE317 99532

&E33719 1145408 4272943 54159251 0143857

ZB53E1 3491 3 12601 20 1725033 25510582

165707065 245850922 4115579&EF 106 ESE6 ESG

52746197 FE2567 7Y 131002976 240262731

11528438 1962219607

2549491 779 6167950454 }

Il faut aller un peu plus loin pour trouver I’approximation
rationnelle. Question de precision 7?7




Derive plus explicite que la
calculatrice

PrecisionDigits = 19

APPROX (r ) 14885392687 /4738167652 670885731 /4738167652

(-2) = -2 (-1)

PrecisionDigits = 18

APFROX () 6167950454 ,/1963319607 27¥991633/1963319607

(-2) == (=10

PrecisionDigits = 20

APPROX () 21053343141 /6701487259  948881364/6701487259
(-2] (-1
On comprend maintenant pourquoi on a trouvé un
nombre complexe avec une précision de 19, un nombre
réel positif avec une précision de 18 et un nombre reel
négatif avec une précision de 20.




Pour conclure

Voila la « fin » d’une enquéte mathématique, réalisée
avec la complicité d’¢éleves, qui a about1 pour tous a une
meilleure compréhension de situations problématiques
rencontrées sur une calculatrice ou sur un ordinateur, et
surtout qui a fait visiter des notions mathématiques
inattendues.

En définitive, tous ont compris que la confiance que
1’on doit faire a un instrument de calcul doit €tre
mesuree. Mais, et c’est le point le plus important, peu
seront ceux qui parleront encore de « bugs » ou de «
limites » de tels instruments : chacun sait maintenant
que ces prétendus limites sont en fait bien souvent celles
des mathématiques disponibles.
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